Ответы и решения.


Регата № 1.


К1 Данная функция определена (x(R. Если x = 0, то y = 0. Если x ( 0, то � EMBED Equation.2  ��� причем равенство достигается при x = (� EMBED Equation.2  ���. Следовательно, наибольшее значение функции равно 0,1. 
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К2 Пусть в трапеции ABCD: AB = CD, AC ( CD, 


рис. 1.


AC ( BD = O  и AC – биссектриса ( BAD (см. рис. 1). Тогда, ( BCA = ( CAD = ( CAB = (, значит BC = BA; ( BAD =2(; ( CDA = 90(– (. Так как трапеция – равнобокая, то 


( BAD = ( CDA, т. е. ( = 30(. Из треугольника ACD имеем, что AD = 2CD = 2BC, а так как треугольники AOD и COB – подобны, то � EMBED Equation.2  ���.� EMBED Equation.2  ���


К3 Произведя почленное сложение и вычитание данных уравнений, получим равносильную систему: � EMBED Equation.2  ��� Тогда, из первого уравнения имеем, что x + y = 5 или x + y = – 6. Приведя второе уравнение к виду: 


(x – y)((x + y + 1) = – 10, получим, что: � EMBED Equation.2  ���. 


Осуществив еще раз почленное сложение и вычитание уравнений, получаем 


ответ: (5/3; 10/3); (– 2; – 4).


У1 Ответ: неверно. Например, при а = – 99  значение выражения равно 2.


У2 Вследствие симметрии, достаточно рассмотреть полукруг, и сравнить площади равнобедренного треугольника с углом 120( при вершине, сектора с углом 60( и сегмента. Площадь сектора больше, чем площадь рассматриваемого треугольника, так как частью этого сектора является равнобедренный треугольник с углом 60( при вершине, равновеликий данному. Поскольку, площадь сектора с углом 60( в два раза меньше площади сектора с углом 120(, от которого рассматриваемый треугольник составляет меньшую часть, а сегмент – большую часть, получаем, что наибольшую площадь имеет сегмент. Ответ: большую площадь занимает красный цвет.


У3 Сумма коэффициентов многочлена равна его значению при x = 1. Ответ: 1.


I1 A = x2 + 2x + 4 = (x + 1)2 + 3 ( 3, причем равенство достигается только при 
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рис. 2.


x = –1; B = y2 – 6y + 11 = (y – 3)2 + 2 ( 2, причем равенство достигается только при y = 3. Следовательно, А(В ( 6, а, значит, решением уравнения является ровно одна пара чисел: (– 1; 3).


I2 Так как угол «падения» равен углу «отражения», то, используя последовательно симметрию относительно прямых АВ и ВС, получим искомую траекторию (см. рис. 2). Композицию двух осевых симметрий со взаимно перпендикулярными осями можно заменить центральной симметрией относительно точки их пересечения.


I3 Так как |sin2x| ( 1, то 1 – 2sin2x ( 3, следовательно x2 < 3. Поскольку x ( Z, то x = 0 или x = (1. Непосредственная проверка дает ответ: –1; 0. 


II1 � EMBED Equation.2  ���
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рис. 3.


II2 Пусть AD и BE – высоты треугольника ABC (см. рис. 3). Рассмотрев прямоугольные треугольники ADC и BEC, имеем, что AC ( AD и BC ( BE. По условию, AD ( BC и BE ( AC, следовательно AC ( AD ( BC ( BE ( AC, что означает: знаки неравенства надо везде заменить на равенства. Получаем, что треугольник ABC – равнобедренный (AC = BC) и высоты AD и BE совпадают со сторонами AC и BC соответственно, то есть ABC – прямоугольный. Ответ: 90(; 45( и 45(.


II3 Нельзя, так как «ход козла» не меняет цвета клетки (в шахматной раскраске), на которой стоит фигура. 


рис. 4.


III1 Из условия: � EMBED Equation.2  ���, следовательно n ( (p1 ;p2). Так как p1 и p2 – последовательные простые числа, то (p1 ;p2) не содержит простых чисел, то есть n – составное, ч. т. д.
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III2 Используя для каждой из окружностей (см. рис 4) свойство секущей, имеем, что |NC|2 = |NA|(|NB| = |ND|2. Следовательно, |NC| = |ND|, ч. т. д.


III3 Графиком первого уравнения является граница квадрата с центром в начале координат и длиной стороны – 4 единичных отрезка. График второго уравнения – граница квадрата с центром (1;0), длина стороны которого меняется в зависимости от значения параметра а. Построив эти графики в одной системе координат, находим расположение, при котором количество точек пересечения графиков – наибольшее (см. рис. 5). Ответ: 6.


рис. 5.


Регата № 2.
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1.1. x = 4 – решение уравнения. Других корней нет, так как в левой части уравнения – возрастающая функция. Ответ: 4.


1.2. Утверждение неверно. Рассмотрим, например, два треугольника, один со сторонами 3; 4 и 5, а другой со сторонами 6; 8 и 10. Это неравные прямоугольные треугольники, в которых равные (прямые) углы лежат против неравных сторон. (Возможны и другие примеры, в частности, любая пара подобных, но не равных треугольников.)


1.3. n2 + 4n – 33 = n(n + 4) – 33. Так как числа n и n + 4 имеют одинаковую четность, то исходное выражение делится  на 2 тогда и только тогда, когда n – нечетное число. Подставив  n = 2k – 1, получаем, что данное выражение равно 4k2  – 8k – 30 = 2(2k2  – 4k – 15), а значит, оно делится на 2, но не делится на 4. Ответ: 21.


2.1. Обозначим: a = x2 + x – 2; b = 3 – x. Тогда а + b = x2 + 1. Так как a + b > 0 и, по условию,� EMBED Equation.2  ��� Следовательно, x2 + x – 2 ( 0 и 


рис. 2.


3 – x ( 0. Далее решаем систему неравенств. Ответ: � EMBED Equation.2  ���
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2.2. Проведем отрезки АВ1; ВС 1 и СА1 


рис. 6


(см. рис. 6). По свойству медианы треугольника получим, что все семь образовавшихся треугольников имеют равные площади. Значит, площадь треугольника А1В1С1 равна 1.


2.3. Нельзя, так как в противном случае количество узлов (пересечений двух ниток) равнялось бы (37(5)(2, а это число не является целым.


3.1. � EMBED Equation.2  ��� причем равенство достигается только при 


x = 1. Сравнивая области значений выражений, стоящих в левой и в правой частях уравнения, получаем, что в этом случае уравнение не имеет корней. Аналогично, рассмотрев области значений этих же выражений при x ( 0, получим тот же результат. Ответ: решений нет.


3.2. Продолжим отрезок ВА за точку А на расстояние, равное ВА (см. рис. 7). 
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рис. 7.


Полученную точку В1 соединим с точкой D. Рассмотрим треугольник ВDB1, в котором AB = AD = AB1. Следовательно, ( ВDB1 = 90(. Так как углы САВ и DАВ1 равны соответственно углам DCA и СDA, расположенным при основании равнобедренного треугольника, то равны и треугольники САВ и DАВ1, значит B1D = BC = 6, BB1 = 10, следовательно BD = 8.
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рис. 8.


3.3. � EMBED Equation.2  ��� Значит, для того, чтобы данное выражение принимало целые значения, необходимо и достаточно, чтобы (a + 2) являлось делителем 16. Отсюда получаем ответ: – 18; – 10; – 6; – 4;– 3; – 1; 0; 2; 6; 14. 4.1.
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4.2. См. рис. 9. Рассмотрим осевую симметрию относительно прямой СМ. В1 ( образ точки В. Тогда, В1С = BC, В1М = BМ. Используя неравенство треугольника, имеем, что 


рис. 9.


AM + MB = AM + MB1 ( АВ1 = AC + CB1 = AC + CB.


4.3. Занумеруем столбцы в таблице слева направо цифрами от 1 до 8. Тогда, числа первой строки представим в виде суммы 0 и номера столбца; числа, записанные во второй строке, как, 8 + № (столбца); в третьей строке: 16 + № и т. д. Поскольку в каждой строке и в каждом столбце закрашено ровно по одной клетке, то, независимо от выбора, сумма восьми чисел набора равна:


(0 + 8 + 16 + ... + 56) + (1 + 2 + ... + 8) = 260.


5.1. При сложении данных уравнений получим: x + y = x2 + y2 + x + y - 167 � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ��� x2 + y2 = 167. Любая пара (x ; y), являющаяся решением каждого из данных уравнений, является и решением полученного, а, значит, все общие точки графиков этих уравнений лежат на окружности радиуса � EMBED Equation.2  ��� с центром в начале координат.
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рис. 10.


Рассмотрим осевую симметрию относительно прямой BD. Образом точки А является точка А1. Тогда, 


( А1BD = ( ABD = 50(, а ВА1 = BA. Возможны два случая: 1) Точка А1 совпала с точкой С ( см. рис. 10). Тогда ABCD – ромб с углами 100( и 80(.
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Точка  А1 не совпала с точкой С ( см. рис. 11). 


рис. 11.


В этом случае, рассмотрим окружность, описанную около треугольника  АВС. Точка А1 лежит на этой окружности, так как ( ВА1А = ( ВСА. Точка D лежит на этой окружности, поскольку ВА1CD – равнобокая трапеция. Следовательно, ( BDA = ( ВСА = 40(, а, значит, АВСD – прямоугольник, и все его углы равны 90(.


5.3. Рассмотрим разность: sin2 + cos2 + 2(sin1 – cos1) – 1 = 2sin1(cos1 + cos21 –


– sin21 + 2sin1 – 2cos1 – sin21 – cos21 = 2sin1(cos1 – sin1) – 2(cos1 – sin1) = 


= 2(cos1 – sin1)((sin1 – 1) ( 0, так как cos1 ( sin1, а sin1 ( 1. Следовательно, левая часть данного неравенства больше правой, что и требовалось доказать.


Регата № 3.


1.1. (x(R 2cos(0,1x) ( 2, а 2x + 2–x ( 2, причем равенство в последнем случае достигается только при x = 0. Следовательно, корнем уравнения может являться только число 0, в чём и убеждаемся непосредственной проверкой. Ответ: 0.
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рис. 12.


1.2. Пусть М и К – центры окружностей (см. рис. 12). Так как отрезок МК является средней линией трапеции, то |МК| = 0,5(|AD| + |ВС|) = 0,5(|AB| + |СD|) = = R + r. Следовательно, окружности касаются, ч.т. д.


1.3. Могут, например, у идущих подряд чисел 444999 и 445000, суммы цифр равны 39 и 13 соответственно.


2.1. Разделив обе части уравнения на выражение 3x > 0, получим уравнение � EMBED Equation.2  ���, равносильное данному. Так как функция  f( x ) =� EMBED Equation.2  ���


является возрастающей, а функция g( x ) = � EMBED Equation.2  ��� – убывающей, то уравнение имеет не более одного корня, который легко подобрать (например, можно использовать египетский треугольник).  Ответ: 2.
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рис. 13.


2.2. Утверждение неверно. Один из возможных примеров: построить правильный пятиугольник ABCDE, вписанный в окружность и провести отрезок MK, параллельный DE (см. рис. 13). В пятиугольнике ABCMK все внутренние углы равны, но он не является вписанным, так как существует единственная окружность, содержащая точки A, B и C.


2.3. Например: 1; 2; 3; 6; 12; 24; 48; 96; 192; 384.


3.1. 1) Если среди данных уравнений хотя бы одно не является квадратным, то другое уравнение имеет корень 0. Например, если первое уравнение – не квадратное, то а = 0, значит число 0 является корнем второго уравнения.


Предположим, что все три уравнения – квадратные, но ни одно из них не имеет действительных корней. Тогда, справедливы неравенства: b2 – ac < 0 ;  


c2 – ab < 0 и a2 – bc < 0. Сложив эти неравенства почленно, имеем: a2 + b2 + c2 – – ab  – bc – ac < 0 ( 2a2 + 2b2 + 2c2 – 2ab  – 2bc – 2ac < 0 ( (a – b)2 + (b – c)2 + 


+ (c – a)2 < 0, что неверно при любых a, b и c. Следовательно, хотя бы одно из данных уравнений имеет хотя бы один действительный корень, ч. т. д.
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3.2. Продолжим AK до пересечения с лучом СВ в точке Е. Так как ВК – высота и биссектриса треугольника АВЕ, то АВ = ВЕ и АК = КЕ (см. рис. 14). PABC = |AC| + |CE|, а 


рис. 14.


PAKC = |AC| + |CK| + |KE|. Применяя для СКЕ неравенство треугольника, имеем: |CK| + |KE| > |CE|, следовательно PABC < PAKC.


рис. 15.
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3.3. Пронумеруем горизонтали шашечной доски так, чтобы одна из данных черных шашек стояла на линии с номером 0, а другая – с номером 1 (см. рис. 15). При «съедании» любой черной шашки, белая шашка перемещается на две горизонтали вверх или вниз, значит четность номера линии при таком ее перемещении не изменяется. Поскольку две данные черные шашки находятся на горизонталях разной четности, то одним ходом их «съесть» невозможно.


4.1. Рассмотрим функцию f( x ) = � EMBED Equation.2  ���, которая определена и непрерывна на R. Так как f( – x ) = � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ��� = – f( x ) , то эта функция – нечетная. Следовательно, � EMBED Equation.2  ��� Получим уравнение log3 (2x – 7) = 6 – x, которое имеет не более одного корня, так как функция y = log3 (2x – 7) – возрастающая, а функция y = 6 – x  – убывающая. Проверяя числа, входящие в область определения левой части уравнения, находим корень уравнения.  Ответ: 5.


4.2. Искомое множество прямых получится, если рассмотреть плоскость � EMBED Equation.2  ���, содержащую данную точку А, перпендикуляр АВ к этой плоскости, и, в плоскости � EMBED Equation.2  ���через точку А провести 999 пар перпендикулярных прямых аk и bk , где k = 1;2; ... ,999. Тогда, по свойству перпендикулярности прямой и плоскости, для любых двух прямых аi и bj , в качестве им перпендикулярной выступает (АВ), а для прямых АВ и любой аk – прямая bk.


4.3. Пусть x и 5x – числа, имеющие одинаковую сумму цифр. Тогда, эти числа имеют одинаковые остатки при делении на 9, так как остаток от деления любого натурального числа на 9 равен остатку от деления суммы цифр этого числа на 9. Следовательно, 5x – x = 4x кратно 9, а так как 4 и 9 – взаимно - простые числа, то число x делится на 9, ч. т. д.


5.1. Рассмотрев подкоренные выражения, имеем: | x | ( 1 и | y | ( 1. Тогда, 


((| sin( = x и ((| sin( = y. Кроме того, поскольку  � EMBED Equation.2  ���, то sin(  ( 0. Аналогично, и sin( ( 0. Данная система примет вид: � EMBED Equation.2  ���.  Возведя каждое уравнение в квадрат и почленно сложив, получим уравнение - следствие: sin2 ( + 2sin(|cos(| + cos2 (  + sin2 ( + 2|cos(|sin( + cos2 ( = 4 (


( sin(|cos(| + |cos(|sin( = 1. В зависимости от знаков cos( и cos( имеем: 


sin (( ( () = ( 1, то есть  ( ( ( = (� EMBED Equation.2  ��� + (n, где n ( Z. Тогда, |cos(| = |sin(| = sin(, так как sin( ( 0. Возвращаясь к тригонометрической системе, получим, что  


sin( = |cos(| = 0,5 и sin( = |cos(| = � EMBED Equation.2  ���.  Ответ: x = � EMBED Equation.2  ���;  y = � EMBED Equation.2  ���.� EMBED Equation.2  ���
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рис. 16.


Другой возможный способ решения: построить в одной системе координат графики данных уравнений, которые представляют собой полуокружности радиуса 1 с центрами в точках А (1; 0) и В (0;� EMBED Equation.2  ���) соответственно (см. рис. 16). Так как |АВ| =� EMBED Equation.2  ���, то есть – сумме радиусов полуокружностей, то графики имеют ровно одну общую точку, координаты которой и являются решением системы.


5.2. Рассмотрим окружность с центром О, описанную около данного многоугольника. При любом его указанном разбиении все полученные треугольники будут вписаны в эту окружность. Так как количество вершин многоугольника – нечетно, то ни одна из его диагоналей не содержит точку О, значит найдется треугольник, для которого О – внутренняя точка. Он и будет искомым, поскольку треугольник, у которого центр описанной окружности лежит внутри, является остроугольным.


5.3. Например: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15 ... . В этом случае, (d(N в каждом из подмножеств найдется такая группа чисел, что «расстояние» от нее до следующей группы чисел из этого подмножества больше, чем d.
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