Первый математический турнир “Кубок им. А.Н. Колмогорова”


Белорецк, 20–26 сентября 1997 года


Первый тур. Лига A


1. Пусть  а1, а2, ... – все натуральные делители числа  а, расположенные в порядке возрастания, b1, b2, ... – все натуральные делители числа  b, расположенные в порядке возрастания. Известно, что  аn + bn = a, an +1 + bn +1 = b. Найдите числа  a  и  b (в зависимости от n).


2. Страна Квадрандия квадратна и разбита на нечетное число прямоугольных княжеств. Барон Мюнхгаузен утверждает, что он смог совершить путешествие по Квадрандии, пройдя каждое княжество ровно один раз по диагонали, и вернуться в исходную точку, ни в какой другой точке не побывав дважды. Не хвастает ли барон?


3. О функции  f: R(R  известно, что множество значений суммы  f(x) + f(2x)  конечно. Обязательно ли множество значений  f(x)  конечно?


4. Докажите, что для любых положительных  a  и  b  выполняется неравенство: � EMBED Equation.2  ���.


5. В пятиугольник вписана окружность. Каждую вершину соединили с точкой касания окружности с противоположной стороной пятиугольника. Четыре из пяти проведенных отрезков прошли через одну точку. Докажите, что через нее проходит и пятый отрезок.


6. Существуют ли 1997 попарно различных натуральных чисел, являющихся полными квадратами, чья десятичная запись отличается друг от друга лишь перестановкой цифр?


7. Докажите, что количество способов разбить доску 8(8 на прямоугольники 1(2 не превосходит 230.


8. Найдите все натуральные числа  N, не меньшие трех, для каждого из которых существует множество из  N  различных натуральных чисел, обладающее следующим свойством: для любого числа  A  из этого множества найдутся два отличных от него и друг от друга числа  B  и  C  из этого же множества, такие, что  A = B + C  или  A = (B + C)/5.


9. Есть  n  точек на плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой. При каком наибольшем  n  можно наверняка разбить плоскость на части 1997-ю прямыми, не проходящими через эти точки, так, чтобы все  n  точек оказались в разных частях?


10. Вася заменяет звездочки в выражении � EMBED Equation.2  ���, содержащем  n  звездочек, числами 21, 22, ..., 2n, используя каждое ровно один раз. Какое наибольшее целое число он может при этом получить?
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Первый тур. Лига B


1. Пусть  а1, а2, ... – все натуральные делители числа  а, расположенные в порядке возрастания, b1, b2, ... – все натуральные делители числа  b, расположенные в порядке возрастания. Известно, что  а10 + b10 = a, a11 + b11 = b. Найдите числа  а  и  b.


2. Страна Квадрандия квадратна и разбита на нечетное число прямоугольных княжеств. Некто совершил путешествие по Квадрандии, начав из одного ее угла, пройдя каждое княжество ровно один раз по диагонали и завершив путешествие в другом углу. Услышав об этом, барон Мюнхгаузен пообещал совершить аналогичное путешествие, начало и конец которого будут находиться в двух других углах. Всегда ли барон сможет выполнить это свое обещание?


3. О последовательности  an  известно, что множество значений сумм  an + a2n  и  an + a4n  конечно. Обязательно ли множество значений  an  конечно?


4. Существуют ли 1997 попарно различных натуральных чисел, являющихся полными квадратами, чья десятичная запись отличается друг от друга лишь перестановкой цифр?


5. Пятиугольник вписан в окружность. Известно, что касательные к окружности, проведенные в некоторых четырех вершинах пятиугольника, соответственно параллельны его противолежащим сторонам. Докажите, что этот пятиугольник правильный (то есть в нем все углы равны между собой и все стороны также равны между собой).


6. Последовательность чисел определена следующим образом:  a1 = 1997, an +1 = 19an + 96  для любого натурального  n. Могут ли какие-либо шесть ее последовательных членов оказаться простыми числами?


7. Докажите, что количество способов разбить доску 8(8 на прямоугольники 1(2 не превосходит 231.


8. Найдите все натуральные числа  N, не меньшие трех, для каждого из которых существует множество из  N  различных натуральных чисел, обладающее следующим свойством: для любого числа  A  из этого множества найдутся два отличных от него и друг от друга числа  B  и  C  из этого же множества, такие, что  A = B + C  или  A = (B + C)/5.


9. Есть  n  точек на плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой. При каком наибольшем n можно наверняка разбить плоскость на части тремя прямыми, не проходящими через эти точки, так, чтобы все n точек оказались в разных частях?


10. Вася заменяет звездочки в выражении  � EMBED Equation.2  ���  числами 1, 2, ..., n, используя каждое ровно один раз. Какое наибольшее целое число он может при этом получить?


