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Трилинейная поляра

Основная часть
Теоретические сведения
1.  Изогональное и изотомическое сопряжение. Точки 

 и 

 называются изогонально сопряжёнными относительно треугольника, если их соответственные чевианы симметричны относительно биссектрисы того же угла. Точки 

 и 

 называются изотомически сопряжёнными относительно треугольника, если основания их соответственных чевиан симметричны относительно середины стороны.

2.  Трилинейные координаты. 
3.  Теорема Паппа. Пусть на прямой 

 расположены точки 

 (в произвольном порядке), а на прямой 

 – точки 

. Тогда точки пересечения прямых 

 и 

, 

 и 

, 

 и 

 лежат на одной прямой.
4.  Теорема Паскаля. Пусть на окружности в произвольном порядке расположены точки 

,

. Тогда точки пересечения прямых 

 и 

, 

 и 

, 

 и 

 лежат на одной прямой.
Задачи

Далее везде предполагается, что зафиксирован треугольник ABC.
17.  (Заславский А.А.) Пусть 

 сопряжена относительно треугольника точке 

 и лежит на трилинейной поляре точки 

, то 

  (

 аналогично сопряжена точке 

 относительно того же треугольника.), если

a)  сопряжение изотомическое;
b)  сопряжение изогональное.
18.  Если прямая 

 вращается вокруг фиксированной точки (

), то прямые, содержащие стороны чевианного треугольника 

, порождаемого трилинейным полюсом 

 прямой 

, вращаются вокруг фиксированных точек.

a)  Если прямая (трилинейная поляра) проходит через центр вписанной окружности, то стороны порождаемого её трилинейным полюсом треугольника (

) проходят через центры вневписанных окружностей. 

b)  Если прямая (трилинейная поляра) проходит через точку Лемуана, то стороны порождаемого её трилинейным полюсом треугольника (

) проходят через вершины касательного треугольника.

19.  Если точка 

 движется по описанной окружности треугольника 

, то её трилинейная поляра вращается вокруг точки Лемуана.

20.  Если точка 

 движется по трилинейной поляре точки Жергонна, то её трилинейная поляра 

 касается вписанной окружности.
21. (Акопян А.В.) Трилинейная поляра точки описанной окружности правильного треугольника параллельна прямой Симсона этой точки.
22.  (Умножение( точек относительно треугольника. Пусть в плоскости треугольника 

 выбраны две точки 

 и 

, порождающие на сторонах две тройки оснований чевиан – 

 и 

 (рис. 1).




Найдём точку пересечения прямых 

 и 

 и обозначим её 

, аналогично, обозначим точку пересечения прямых 

 и 

 через 

.



Проведём такие же построения в отношении других пар оснований чевиан, т. е. 

 – точка пересечения прямых 

 и 

, а 

 – точка пересечения прямых 

 и 

; 

 – точка пересечения прямых 

 и 

, а 

 – точка пересечения прямых 

 и 

. В результате этих построений на каждой стороне треугольника образуется по две точки.
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Рис. 3


Шесть построенных точек обладают следующими свойствами:

a)  Лежат на двух прямых, а именно на одной прямой лежит тройка 
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}
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, а на другой – тройка 
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b)  Точка пересечения прямых  
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 лежит на прямой 

. Обозначим эту точку 

 (она может быть и бесконечно удалённой).

c) Точки 

 и 

 порождают точку 

. Если же повторить построение, взяв в качестве начальных точки 

 и 

, то получим точку 

.
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Рис. 4


23.  Пусть 

 – основания чевиан, порождённых точкой 

 на сторонах треугольника 

. Докажите, что точка Микеля полного четырёхсторонника, образованного прямыми 

, 

, 

 и трилинейной полярой 

  точки P , лежит на окружности девяти точек треугольника ABC. 
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24. (Открытый вопрос) Докажите, что для любой точки (

) окружности девяти точек треугольника 

 существует точка 

, такая что 

 является точкой Микеля полного четырёхсторонника, образованного чевианным треугольником точки 

 и её трилинейной полярой. (см. задачу 23)
25.  (Открытый вопрос) Для заданной точки 

 окружности девяти точек треугольника 

 найдите множество точек 

, таких что 

 является точкой Микеля полного четырёхсторонника, образованного чевианным треугольником точки 

 и её трилинейной полярой. (см. задачу 23) 
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Рис. 3
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Рис. 4
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