
Óñòíàÿ êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà. 11 êëàññ
1. Äàí ìíîãî÷ëåí P (t) = t2 − 4t. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ x ≥ 1, y ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî P (x2 + y2) ≥ P (2xy).

2. Äëÿ óãëîâ α, β, γ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî sin α +sin β +sin γ ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî cos α +
cos β + cos γ ≤ √
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3. Íàçîâåì ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð òåòðàýäðà, õîðîøåé
ñðåäíåé ëèíèåé òåòðàýäðà, åñëè îíà îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ÷åòûðüìÿ ïðÿìûìè,
ñîäåðæàùèìè îñòàëüíûå ðåáðà òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî òåòðàýäð � ïðàâèëüíûé,
åñëè õîòÿ áû äâå åãî ñðåäíèå ëèíèè õîðîøèå.

4. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ m è
n (m ≥ n) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå am+n + am−n = 1
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(a2m + a2n). Íàéäèòå a1995, åñëè

a1 = 1.

5. Äàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , N , êàæäîå èç êîòîðûõ îêðàøåíî ëèáî â ÷åðíûé, ëèáî â áåëûé
öâåò. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêðàøèâàòü â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò ëþáûå òðè ÷èñëà, îäíî èç
êîòîðûõ ðàâíî ïîëóñóììå äâóõ äðóãèõ. Ïðè êàêèõ N âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü âñå ÷èñëà
áåëûìè?

6. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ñ öåíòðàìè O1 è O2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ëó÷ O1B
ïåðåñåêàåò S2 â òî÷êå F , à ëó÷ O2B ïåðåñåêàåò S1 â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó B ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé EF , âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè S1 è S2 â
òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî MN = AE + AF .

7. Óëèöû ãîðîäà Äóæèíñêà � ïðîñòûå ëîìàíûå, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé âî
âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Êàæäàÿ óëèöà ñîåäèíÿåò äâà ïåðåêðåñòêà è ïîêðàøåíà â îäèí èç
òðåõ öâåòîâ: áåëûé, êðàñíûé èëè ñèíèé. Íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå ñõîäÿòñÿ ðîâíî òðè
óëèöû, ïî îäíîé êàæäîãî öâåòà. Ïåðåêðåñòîê íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ïðè åãî
îáõîäå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè öâåòà óëèö èäóò â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: áåëûé, ñèíèé,
êðàñíûé, è îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì
ïîëîæèòåëüíûõ è ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ êðàòíà ÷åòûðåì.

8. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n êâàäðàò n× n ìîæíî ðàçáèòü íà êâàäðàòû 40× 40 è 49× 49
òàê, ÷òîáû êâàäðàòû îáîèõ âèäîâ ïðèñóòñòâîâàëè?
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