
ÎÌÌÎ 02.02.2020 îòâåòû è êðàòêèå ðåøåíèÿ Âàðèàíò I

Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Äàí ìíîãî÷ëåí F (x) = 1+2x+3x2+4x3+. . .+100x99. Ìîæíî ëè, ïåðåñòàâèâ êîýôôèöèåíòû
â í¼ì, ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí G(x) = g0+g1x+g2x

2+g3x
3+ . . .+g99x

99 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë k > 2 ðàçíîñòü F (k)−G(k) íå êðàòíà 100?
Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü òàêîé ìíîãî÷ëåí G(x) ñóùåñòâóåò. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùåé èçâåñòíîé ëåììîé:

åñëè H(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b ÷èñëî
H(a)−H(b) äåëèòñÿ íà a− b.

Òîãäà ÷èñëà F (101)− F (1) è G(101)−G(1) äåëÿòñÿ íà 100, à òîãäà íà 100 äåëèòñÿ è èõ ðàçíîñòü:(
F (101)− F (1)

)
−
(
G(101)−G(1)

)
=
(
F (101)−G(101)

)
−
(
F (1)−G(1)

)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî F (1) = 1 + 2 + . . . + 100 = G(1), òî åñòü F (101) − G(101) äåëèòñÿ íà 100.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áóäåì ïèñàòü ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 100. Òîãäà

F (101) = 1 + 2 · 101 + 3 · 1012 + . . .+ 100 · 10199 ≡ 1 + 2 · 1 + 3 · 12 + . . .+ 100 · 199 =
= g0 + g1 + . . .+ g99 ≡ g0 + g1 · 101 + g2 · 1012 + . . .+ g99 · 10199 = G(101),

îòêóäà F (101) ≡ G(101), òî åñòü F (101)−G(101) äåëèòñÿ íà 100. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóùåñòâóþò n ÷èñåë èç èíòåðâàëà (−1; 1), òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà
ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 30?

Îòâåò: 32.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð 32 ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ

ðàâíà 30. Íàïðèìåð, ïîäîéäóò ÷èñëà x1 = x2 = . . . = x16 =
√

15
16
, x17 = x18 = . . . = x32 = −

√
15
16
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøå ÷åì 32 ÷èñëàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
ñðåäè âñåõ ÷èñåë èëè ïîëîæèòåëüíûõ, èëè îòðèöàòåëüíûõ íå áîëåå 15. Äîìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî,
âñå ÷èñëà íà −1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëåå 15.
Ïóñòü y1, y2, . . . , yk � âñå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à yk+1, . . . , yn � âñå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

y21 + y22 + . . .+ y2k < k 6 15, à

y2k+1 + y2k+2 + . . .+ y2n 6 yk+1 + yk+2 + . . .+ yn = −y1 − y2 − . . .− yk < k 6 15.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, 30 = y21 + y22 + . . .+ y2n < 30. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Ïóíêòû A è B, íàõîäÿùèåñÿ íà êîëüöåâîé àëëåå, ñîåäèíåíû ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì
øîññå äëèíîé 4 êì, ÿâëÿþùèìñÿ äèàìåòðîì êîëüöåâîé àëëåè. Èç ïóíêòà A èç äîìà ïî àëëåå âûøåë
íà ïðîãóëêó ïåøåõîä. ×åðåç 1 ÷àñ îí îáíàðóæèë, ÷òî çàáûë êëþ÷è è ïîïðîñèë ñîñåäà-âåëîñèïåäèñòà
ïîñêîðåå ïðèâåçòè èõ. ×åðåç êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îí ìîæåò ïîëó÷èòü êëþ÷è, åñëè ñêîðîñòü
âåëîñèïåäèñòà íà øîññå ðàâíà 15 êì/÷, íà àëëåå � 20 êì/÷, à ñêîðîñòü ïåøåõîäà � 6 êì/÷? Ïåøåõîä
ìîæåò èäòè íàâñòðå÷ó âåëîñèïåäèñòó.

Îòâåò: ÷åðåç 2π−2
21

÷.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïóíêòå A ó âåëîñèïåäèñòà åñòü òðè âîçìîæíîñòè:

1. ïîåõàòü ïî àëëåå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

2. ïîåõàòü ïî øîññå;

3. ïîåõàòü ïî àëëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 6 êèëîìåòðîâ è íå äîøåë äî ïóíêòà B (öåëûõ 2π−6 êì!), ïîýòîìó
òðåòèé âàðèàíò òî÷íî äîëüøå ïåðâîãî è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü.
Â ïåðâîì ñëó÷àå äâèãàÿñü ïî àëëåå îíè äîëæíû áóäóò ïðåîäîëåòü ðàññòîÿíèå 6 êì è â ñëó÷àå, åñëè

îíè áóäóò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, íåîáõîäèìîå âðåìÿ ðàâíî 6
6+20

÷.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ÷åðåç 2π−6
6

÷ ïåøåõîä äîñòèãíåò ïóíêòà
B, à âåëîñèïåäèñò åù¼ áóäåò åõàòü ïî øîññå (ïîñêîëüêó 4

15
> 2π−6

6
). Òîãäà âåëîñèïåäèñò âñ¼ âðåìÿ

äî âñòðå÷è áóäåò åõàòü ïî øîññå è ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ïåøåõîäà è âåëîñèïåäèñòà âñ¼ âðåìÿ áóäåò
ñîñòàâëÿòü 15 + 6 = 21 êì/÷. Çíà÷èò, îíè âñòðåòÿòñÿ ÷åðåç 2π−2

21
÷.

Ñðàâíèì ÷èñëà, ïîëó÷åííûå â 1 è 2 ñëó÷àÿõ:

3

13
> 0,23 > 0,21 >

2 · 3,15− 2

21
>

2π − 2

21

(ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì â ñòîëáèê). Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò
äîñòèãàåòñÿ âî 2-ì ñëó÷àå.

Êîììåíòàðèé. Îòäåëüíûå ó÷àñòíèêè ïîíèìàëè óñëîâèå èíà÷å, ÷åì â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè: ñ÷è-
òàëè, ÷òî ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ è èìåííî òîãäà ïåøåõîä ïîïðîñèë ñîñåäà-
âåëîñèïåäèñòà ïðèâåçòè åìó êëþ÷è. Ïîñêîëüêó â óñëîâèè ÿâíî íå ñêàçàíî, ãäå èìåííî íàõîäèëñÿ
ñîñåä, à ïðè äðóãîé òðàêòîâêè óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ â öåëîì àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à (õîòÿ è ñ íåñêîëü-
êî áîëåå ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèåì) æþðè ïðèíÿëî ðåøåíèå çàñ÷èòûâàòü îáà âàðèàíòà òðàêòîâêè
óñëîâèÿ. Ïðèâåä¼ì ïëàí ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîé òðàêòîâêè.

Îòâåò: 7π−5
42

.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 6 êèëîìåòðîâ è íå äîøåë äî ïóíêòà B
öåëûõ 2π − 6 êì. Òî÷êó, ãäå ñåé÷àñ íàõîäÿòñÿ ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò, íàçîâ¼ì òî÷êîé C.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà â ëþáîì ñëó÷àå áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, òî îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèåé áóäåò

• âåëîñèïåäèñòó ìàêñèìàëüíî áûñòðî äîåõàòü äî ïóíêòà A;

• â ýòî âðåìÿ ïåøåõîäó èäòè ¾íàâñòðå÷ó¿ âåëîñèïåäèñòó, ðàññ÷èòàâ èäòè ïî øîññå èëè ïî àëëåå.

• âåëîñèïåäèñòó è ïåøåõîäó ïðîäîëæèòü äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.

Íàõîäÿñü â ïóíêòå C ó âåëîñèïåäèñòà åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ïîåõàòü ïî àëëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
èëè äîåõàòü äî ïóíêòà B è ïîåõàòü ïî øîññå. Â ïåðâîì ñëó÷àå âåëîñèïåäèñò çàòðàòèò 6

20
÷, à âî

âòîðîì � 2π−6
20

+ 4
15

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà ÷èñëà:

2π − 6

20
+

4

15
<

6

20
.

Èòàê, âåëîñèïåäèñò ïîåäåò â ïóíêò A ïî øîññå. Ïóñòü îí çàòðàòèò íà ýòó ïîåçäêó âðåìÿ t. Òîãäà
ïåøåõîä çà ýòî âðåìÿ ìîæåò ïðîéòè ðàññòîÿíèå 6t. Åñëè âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä äîãîâîðÿòñÿ âñòðå-
òèòüñÿ íà àëëåå, òî òîãäà îíè ñìîãóò ñäåëàòü ýòî ÷åðåç 6−6t

20+6
÷; åñëè æå îíè äîãîâîðÿòñÿ âñòðåòèòñÿ

íà øîññå, òî � ÷åðåç 4+(2π−6)−6t
15+6

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà âðåìåíè.

2π − 2− 6t

21
<

6− 6t

26
.

Èòàê, ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòÿòñÿ íà øîññå, ò.å. ÷åðåç

2π − 2− 6t

21
+ t =

7π − 5

42
÷.

Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC íà êàòåòå AC êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ãèïîòåíóçó AB â òî÷êå E. ×åðåç òî÷êó E ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæ-
íîñòè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò êàòåò CB â òî÷êå D. Íàéäèòå äëèíó DB, åñëè AE = 6, à BE = 2.
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Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà äâóõ ïðîñòûõ íàáëþäåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ∠AEC = 90◦, ïîñêîëüêó
îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð. Âî-âòîðûõ, DE è DC � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ, ïîýòîìó
DE = DC. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå CEB íà ãèïîòåíóçå BC îòìå÷åíà òàêàÿ
òî÷êà D, ÷òî DE = DC; õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà D � ñåðåäèíà ýòîé ãèïîòåíóçû, BD = BC/2.

A

BC

E

D

Çàêîí÷èòü ðåøåíèÿ ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì äâà èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá, âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è òåîðåìà Ïèôàãîðà. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-

óãîëüíèêå ABC âûñîòà CE äåëèò ãèïîòåíóçó AB íà îòðåçêè AE = 6 è BE = 2. Ïîëó÷àåì, ÷òî
CE2 = AE ·BE = 6 · 2; ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà BC2 = BE2 + CE2 = 22 + 2 · 6 = 16, BD = BC/2 = 2.
Âòîðîé ñïîñîá, òåîðåìà î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé. Ïî òåîðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé äëÿ êàñà-

òåëüíîé BC è ñåêóùåé BA èìååì: BC2 = BE ·BA = 2 · (2 + 6) = 16, BD = BC/2 = 2.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
12x2 + 4xy + 3y2 + 16x = −6
4x2 − 12xy + y2 + 12x− 10y = −7 .

Îòâåò: x = −3
4
, y = 1

2
.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 3, è âòîðîå. Ïîëó÷èì,

40x2 + 10y2 + 60x− 10y = −25;

ïîñëå äåëåíèÿ íà 10 è ïðåîáðàçîâàíèé, 4
(
x+ 3

4

)2
+
(
y − 1

2

)2
= 0. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç ýòèõ êâàäðàòîâ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, íè÷åãî
êðîìå x = −3

4
, y = 1

2
íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò:{
12 ·

(
3
4

)2
+ 4 ·

(
−3

4

)
· 1
2
+ 3 ·

(
1
2

)2
+ 16 ·

(
−3

4

)
= −6

4 ·
(
3
4

)2 − 12 ·
(
−3

4

)
· 1
2
+
(
1
2

)2
+ 12 ·

(
−3

4

)
− 10 · 1

2
= −7

.

Êîììåíòàðèé. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò õîòÿ áû â îäíî èç óðàâíåíèé.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

4 sin(3x) + 13 cos(3x) = 8 sin(x) + 11 cos(x).

Îòâåò: α−β
2
≈ −0,1651, ãäå α = arctg 4

13
, β = arctg 8

11
.
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Êîììåíòàðèé 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñïîñîáà ðåøåíèÿ è îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè îòâåò ìîæåò èìåòü ðàçíûé âèä. Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïèñàòü α è β:

α = arcctg
13

4
= arcsin

4√
185

= arccos
13√
185

=
π

2
− arcsin

13√
185

= . . .

β = arcctg
11

8
= arcsin

8√
185

= arccos
11√
185

=
π

2
− arcsin

11√
185

= . . .

Íàïðèìåð, îòâåò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

2

(
π

2
− arcsin

13√
185
− arcsin

8√
185

)
.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîâåðêè â îòâåòå ïðèâåäåíî ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ. Îò ó÷àñòèíèêîâ
ýòîãî, åñòåñòâåííî, íå òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé 2. Îòâåò ìîæíî óïðîñòèòü äî îäíîé îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè α = arctg 4

13
, β = arctg 8

11
, òî

tg(α− β) = tgα− tg β

1 + tgα tg β
=

4/13− 8/11

1 + 4/13 · 8/11
= −12

35
,

îòêóäà, ïîñêîëüêó α− β ∈
(
−π

2
; π
2

)
, ïîëó÷àåì, ÷òî îòâåò ðàâåí −1

2
arctg 12

35
. Îò ó÷àñòíèêîâ ïîäîáíîãî

óïðîùåíèÿ íå òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
√
185 =

√
42 + 132 =

√
82 + 112. Ïóñòü

α = arctg 4
13
, β = arctg 8

11
; òîãäà sinα = 4√

185
, cosα = 13√

185
, sin β = 8√

185
, cosα = 11√

185
, à óðàâíåíèå

ïðèîáðåòàåò âèä
sinα sin 3x+ cosα cos 3x = sin β sinx+ cos β cosx,

èëè cos(3x− α) = cos(x− β). Ðåøåíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü[
3x− α = x− β + 2πk, k ∈ Z
3x− α = β − x+ 2πn, n ∈ Z ,

òî åñòü [
x = α−β+2πk

2
, k ∈ Z

x = α+β+2πn
4

, n ∈ Z .

Ïîñêîëüêó 0 < α < β < π
2
, òî íàèáîëüøèìè îòðèöàòåëüíûìè êîðíÿìè ñåðèé èç ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿ-

þòñÿ ÷èñëà x1 =
α−β
2

è x2 =
α+β−2π

4
. Îñòàëîñü ñðàâíèòü x1 è x2. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

x2 =
α + β − 2π

4
<
π/2 + π/2− 2π

4
= −π

4
=
−π/2
2

<
α− β
2

= x1.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå x3− 11x2+ ax− 8 = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

Îòâåò: òîëüêî 22.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïàðàìåòð a ïîäõîäèò. Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà x3−11x2+ax−8 = 0 åñòü òðè ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ x1, x2, x3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè:

x1 + x2 + x3 = 11
x1x2 + x2x3 + x3x1 = a
x1x2x3 = 8

.

Ïîñêîëüêó x1, x2, x3 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (ïóñòü èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), òî íàé-
äóòñÿ òàêèå b è q, ÷òî x1 = b, x2 = bq, x3 = bq2. Òîãäà èç ðàâåíñòâà x1x2x3 = 8, èìååì b3q3 = 8, îòêóäà
x2 = bq = 2, x1 = 2/q, x3 = 2q.

4
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Òîãäà 2
(

1
q
+ 1 + q

)
= 11 (*), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 2q2−9q+2 = 0. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî âûðàæåíèÿ

ðàâåí D = 92 − 4 · 2 · 2 > 0, ïîýòîìó òàêîå q, à ñ íèì è x1, x2, x3, íàéäóòñÿ. Òîãäà

a = x1x2 + x2x3 + x3x1 = x1x2x3

(
1

x1
+

1

x2
+

1

x3

)
= 8 ·

(
q

2
+

1

2
+

1

2q

)
= 4

(
q + 1 +

1

q

)
= 2 · 11 = 22.

(Â ïðåäïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì (*)).

Êîììåíòàðèé. Åñòåñòâåííî, q, x1, x2, x3 ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî:

q1,2 =
9±
√
65

4
.

Âûáåðåì q ñ ¾+¿ (åñëè âûáðàòü ñ ¾−¿, òî x1 è x3 ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà îòâåò);
òîãäà

x1 =
2 · 4

9 +
√
65

=
9−
√
65

2
, x2 = 2, x3 =

9 +
√
65

2
.

Ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü a, ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå ÷èñëà â âûðàæåíèå x1x2 + x2x3 + x3x1.

Çàäà÷à 8. Ïðî òåòðàýäð PQRS èçâåñòíî, ÷òî PQ = 4, SR = 6, ∠QRS = ∠PSR = 50◦, ∠QSR =
∠PRS = 40◦. Âîêðóã òåòðàýäðà îïèñàíà ñôåðà. Ðàññìîòðèì íà ýòîé ñôåðå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê,
ñóììà ñôåðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê P , Q, R, S íå ìåíüøå 6π. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü
ýòîãî ìíîæåñòâà? Ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ñôåðå � äëèíà íàèìåíüøåé
äóãè îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè.

Îòâåò: 18π, ò.å. ïîëîâèíà ïëîùàäè ñôåðû ðàäèóñà 3.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠QRS + ∠QSR = ∠PRS + ∠PSR = 90◦, òî òðåóãîëüíèêè QRS è PRS �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé RS. Åñëè O � ñåðåäèíà îòðåçêà RS, òî ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, OP = OQ = OR = OS = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû
ðàâåí 3, à òî÷êà O � å¼ öåíòð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(X, Y ) ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X è Y . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

íåîáõîäèìî íàéòè ïëîùàäü ìíîæåñòâà ω íà ñôåðå, ñîñòîÿùåãî â òî÷íîñòè èç òî÷åê M , äëÿ êîòîðûõ

d(M,P ) + d(M,Q) + d(M,R) + d(M,S) > 6π. (1)

Ïîñêîëüêó RS � äèàìåòð ñôåðû, òî òî÷êè R, M è S ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà;
ñëåäîâàòåëüíî, d(R,M) + d(M,S) = d(R, S) = 3π. Íåðàâåíñòâî (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

d(M,P ) + d(M,Q) > 3π. (2)

Ïóñòü Q1 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå Q îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû O. Òàê êàê Q1 è Q � êîíöû
äèàìåòðà ñôåðû, òî d(Q,M) + d(M,Q1) = d(Q,Q1) = 3π. Ïîäñòàâëÿÿ d(M,Q) = 3π − d(M,Q1) â
íåðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì

d(M,P ) > d(M,Q1).

Òàê êàê PQ = 4 6= 6, òî PQ íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì, à ïîòîìó Q1 6= P . Èòàê, ω åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ñôåðå, ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî îäíîé òî÷êè íà ñôåðå íå ïðåâîñõîäèò ñôåðè÷åñêîãî
ðàññòîÿíè äî äðóãîé òî÷êè íà ñôåðå. Â ñèëó ñèììåòðèè (îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ñôåðû ïåðïåíäèêóëÿðíî îòðåçêóQ1P ), ω � ïîëîâèíà ñôåðû è å¼ ïëîùàäü ðàâíà 1

2
·4·π·32 = 18π.

Çàäà÷à 9. Ïðî ôóíêöèè p(x) è q(x) èçâåñòíî, ÷òî p(0) = q(0) > 0 è p′(x)
√
q′(x) =

√
2 äëÿ ëþáîãî

x ∈ [0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈ [0; 1], òî p(x) + 2q(x) > 3x.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî p(0) + 2q(0) > 0, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ p(x) + 2q(x) − 3x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0; 1]. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî å¼
ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå íåîòðèöàòåëüíà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
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Ïåðâûé ñïîñîá, ïîäñòàíîâêà.

p′(x) + 2q′(x)− 3 = p′(x) +
4(

p′(x)
)2 − 3 =

(
p′(x) + 1

)(
p′(x)− 2

)2(
p′(x)

)2 > 0,

ïîñêîëüêó p′(x), êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, íåîòðèöàòåëüíî.
Âòîðîé ñïîñîá, íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ.

p′(x) + 2q′(x) =
1

2
p′(x) +

1

2
p′(x) + 2q′(x) > 3

3

√
1

2
p′(x) · 1

2
p′(x) · 2q′(x) = 3,

ãäå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ äëÿ òð¼õ ÷èñåë, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � èç óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 10. Ïåòå íåîáõîäèìî ñïàÿòü ýëåêòðè÷åñêóþ ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç 10 ÷èïîâ, ñîåäèí¼ííûõ
ìåæäó ñîáîé ïðîâîäàìè (îäèí ïðîâîä ñîåäèíÿåò äâà ðàçëè÷íûõ ÷èïà; äâà ÷èïà ìîæåò ñîåäèíÿòü íå
áîëåå îäíîãî ïðîâîäà), ïðè ýòîì èç îäíîãî ÷èïà äîëæíî âûõîäèòü 9 ïðîâîäîâ, èç îäíîãî � 8, èç
îäíîãî � 7, èç äâóõ � ïî 5, èç òð¼õ � ïî 3, èç îäíîãî � 2, èç îäíîãî � 1. Ìîæåò ëè Ïåòÿ ñïàÿòü
òàêóþ ñõåìó?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ÷èïû, à ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè ïðîâåä¼ì â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èïû ñîåäèíåíû ïðîâîäàìè.
Áóäåì îïèñûâàòü ãðàô â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an), ãäå ai îçíà÷àåò ñòå-

ïåíü âåðøèíû i. Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an) ðåàëèçóåìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ãðàô, îïèñàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ (a1, a2, . . . , an). Â óñëîâèè ñïðàøèâàåòñÿ, ðåàëèçóåìà
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 7, 5, 5, 3, 3, 3, 2, 1).
Çàìåòèì ñëåäóþùèå äâà ïðîñòûõ ôàêòà:

1. Ïóñòü ai = 0; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an). Äëÿ ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî îòêèíóòü âåðøèíó ñ íîìåðîì i.
2. Ïóñòü ai = n − 1; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (a1 − 1, a2 − 1, . . . , ai−1 − 1, ai+1 − 1, . . . , an − 1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai = n− 1, òî
âåðøèíà ñ íîìåðîì i äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
îòêèíóòü å¼ è âñå âûõîäÿùèå èç íå¼ ð¼áðà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 7, 5, 5, 3, 3, 3, 2, 1) ðåàëèçóåìà. Ïîëüçóÿñü

ôàêòàìè 1 è 2 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî òîãäà ðåàëèçóåìû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(7, 6, 4, 4, 2, 2, 2, 1, 0), (7, 6, 4, 4, 2, 2, 2, 1), (5, 3, 3, 1, 1, 1, 0), (5, 3, 3, 1, 1, 1), (2, 2, 0, 0, 0), (2, 2),

íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2, 2), î÷åâèäíî, íå ðåàëèçóåìà. Ïðîòèâîðå÷èå; çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 7, 5, 5, 3, 3, 3, 2, 1) íå ðåàëèçóåìà.

Äðóãîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåøåíèþ ââåä¼ì ãðàô.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè (d1, d2, . . . , dn) � ñòåïåíè âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,

òî äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d1 + d2 + . . .+ dk 6 k(k − 1) + dk+1 + . . .+ dn.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñ íîìåðàìè îò 1 äî k äåëÿòñÿ íà äâà òèïà:
1. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò k + 1 äî n � òàêèõ íå áîëüøå dk+1 + . . .+ dn;
2. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 1 äî k � òàêèõ íå áîëüøå k(k−1)

2
, íî êàæäîå ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü

ïî äâà ðàçà.
Â çàäà÷å íàñ ñïðàøèâàþò, ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí (9, 8, 7, 5, 5, 3, 3, 3, 2, 1). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò, è âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ïåðâûõ 5 âåðøèí:

34 = 9 + 8 + 7 + 5 + 5 6 5 · 4 + 3 + 3 + 3 + 2 + 1 = 32,

ïðîòèâîðå÷èå.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . .+ 101x100. Ìîæíî ëè, ïåðåñòàâèâ êîýôôè-
öèåíòû â í¼ì, ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí Q(x) = q0 + q1x + q2x

2 + q3x
3 + . . . + q100x

100 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k > 2 ðàçíîñòü P (k)−Q(k) íå êðàòíà 2020?
Îòâåò: Íåò, íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü òàêîé ìíîãî÷ëåí Q(x) ñóùåñòâóåò. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùåé èçâåñòíîé ëåììîé:

åñëè H(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b ÷èñëî
H(a)−H(b) äåëèòñÿ íà a− b.

Òîãäà ÷èñëà P (2021)−P (1) è Q(2021)−Q(1) äåëÿòñÿ íà 2020, à òîãäà íà 2020 äåëèòñÿ è èõ ðàçíîñòü:(
P (2021)− P (1)

)
−
(
Q(2021)−Q(1)

)
=
(
P (2021)−Q(2021)

)
−
(
P (1)−Q(1)

)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî P (1) = 1 + 2 + . . . + 101 = Q(1), òî åñòü P (2021)−Q(2021) äåëèòñÿ íà 2020.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áóäåì ïèñàòü ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 2020. Òîãäà

P (2021) = 1 + 2 · 2021 + 3 · 20212 + . . .+ 101 · 2021100 ≡ 1 + 2 · 1 + 3 · 12 + . . .+ 101 · 1100 =
= q0 + q1 + . . .+ q100 ≡ q0 + q1 · 2021 + q2 · 20212 + . . .+ q100 · 2021100 = Q(2021),

îòêóäà P (2021) ≡ Q(2021), òî åñòü P (2021)−Q(2021) äåëèòñÿ íà 2020. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóùåñòâóþò n ÷èñåë èç èíòåðâàëà (−1; 1), òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà
ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 42?

Îòâåò: 44.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð 44 ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ

ðàâíà 42. Íàïðèìåð, ïîäîéäóò ÷èñëà x1 = x2 = . . . = x22 =
√

21
22
, x23 = x24 = . . . = x44 = −

√
21
22
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøå ÷åì 44 ÷èñëàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
ñðåäè âñåõ ÷èñåë èëè ïîëîæèòåëüíûõ, èëè îòðèöàòåëüíûõ íå áîëåå 21. Äîìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî,
âñå ÷èñëà íà −1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëåå 21.
Ïóñòü y1, y2, . . . , yk � âñå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à yk+1, . . . , yn � âñå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

y21 + y22 + . . .+ y2k < k 6 21, à

y2k+1 + y2k+2 + . . .+ y2n 6 yk+1 + yk+2 + . . .+ yn = −y1 − y2 − . . .− yk < k 6 21.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, 42 = y21 + y22 + . . .+ y2n < 42. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Ïóíêòû A è B, íàõîäÿùèåñÿ íà êîëüöåâîé àëëåå, ñîåäèíåíû ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì
øîññå äëèíîé 4 êì, ÿâëÿþùèìñÿ äèàìåòðîì êîëüöåâîé àëëåè. Èç ïóíêòà A èç äîìà ïî àëëåå âûøåë
íà ïðîãóëêó ïåøåõîä. ×åðåç 1 ÷àñ îí îáíàðóæèë, ÷òî çàáûë êëþ÷è è ïîïðîñèë ñîñåäà-âåëîñèïåäèñòà
ïîñêîðåå ïðèâåçòè èõ. ×åðåç êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îí ìîæåò ïîëó÷èòü êëþ÷è, åñëè ñêîðîñòü
âåëîñèïåäèñòà íà øîññå ðàâíà 15 êì/÷, íà àëëåå � 20 êì/÷, à ñêîðîñòü ïåøåõîäà � 7 êì/÷? Ïåøåõîä
ìîæåò èäòè íàâñòðå÷ó âåëîñèïåäèñòó.

Îòâåò: ÷åðåç 4π−7
27

÷.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïóíêòå A ó âåëîñèïåäèñòà åñòü òðè âîçìîæíîñòè:

1. ïîåõàòü ïî àëëåå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

2. ïîåõàòü ïî øîññå;

3. ïîåõàòü ïî àëëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 7 êèëîìåòðîâ è, ìèíîâàâ ïóíêò B, íå äîø¼ë äî ïóíêòà A öåëûõ
4π − 7 êì. Ïîýòîìó ïåðâûé âàðèàíò òî÷íî äîëüøå òðåòüåãî è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü.
Â òðåòüåì ñëó÷àå äâèãàÿñü ïî àëëåå îíè äîëæíû áóäóò ïðåîäîëåòü ðàññòîÿíèå 4π−7 êì è â ñëó÷àå,

åñëè îíè áóäóò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, íåîáõîäèìîå âðåìÿ ðàâíî 4π−7
20+7

÷.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ÷åðåç 7−2π
7

÷ ïåøåõîä äîñòèãíåò ïóíêòà
B, à âåëîñèïåäèñò åù¼ áóäåò åõàòü ïî øîññå (ïîñêîëüêó 4

15
> 7−2π

7
). Òîãäà âåëîñèïåäèñò âñ¼ âðåìÿ

äî âñòðå÷è áóäåò åõàòü ïî øîññå è ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ïåøåõîäà è âåëîñèïåäèñòà âñ¼ âðåìÿ áóäåò
ñîñòàâëÿòü 15 + 7 = 22 êì/÷. Çíà÷èò, îíè âñòðåòÿòñÿ ÷åðåç 11−2π

22
÷.

Ñðàâíèì ÷èñëà, ïîëó÷åííûå â 2 è 3 ñëó÷àÿõ:

11− 2π

22
>

11− 2 · 3,15
22

> 0,21 >
4 · 3,15− 7

27
>

4π − 7

27

(âòîðîå è òðåòüå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì â ñòîëáèê). Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò
äîñòèãàåòñÿ â 3-ì ñëó÷àå.

Êîììåíòàðèé. Îòäåëüíûå ó÷àñòíèêè ïîíèìàëè óñëîâèå èíà÷å, ÷åì â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè: ñ÷è-
òàëè, ÷òî ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ è èìåííî òîãäà ïåøåõîä ïîïðîñèë ñîñåäà-
âåëîñèïåäèñòà ïðèâåçòè åìó êëþ÷è. Ïîñêîëüêó â óñëîâèè ÿâíî íå ñêàçàíî, ãäå èìåííî íàõîäèëñÿ
ñîñåä, à ïðè äðóãîé òðàêòîâêè óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ â öåëîì àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à (õîòÿ è ñ íåñêîëü-
êî áîëåå ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèåì) æþðè ïðèíÿëî ðåøåíèå çàñ÷èòûâàòü îáà âàðèàíòà òðàêòîâêè
óñëîâèÿ. Ïðèâåä¼ì ïëàí ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîé òðàêòîâêè.

Îòâåò: 8π−14
27

.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 7 êèëîìåòðîâ è îòîø¼ë îò ïóíêòà B íà
öåëûõ 7− 2π êì. Òî÷êó, ãäå ñåé÷àñ íàõîäÿòñÿ ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò, íàçîâ¼ì òî÷êîé C.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà â ëþáîì ñëó÷àå áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, òî îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèåé áóäåò

• âåëîñèïåäèñòó ìàêñèìàëüíî áûñòðî äîåõàòü äî ïóíêòà A;

• â ýòî âðåìÿ ïåøåõîäó èäòè ¾íàâñòðå÷ó¿ âåëîñèïåäèñòó, ðàññ÷èòàâ èäòè ïî øîññå èëè ïî àëëåå.

• âåëîñèïåäèñòó è ïåøåõîäó ïðîäîëæèòü äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.

Íàõîäÿñü â ïóíêòå C ó âåëîñèïåäèñòà åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ïîåõàòü ïî àëëåå ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè èëè äîåõàòü äî ïóíêòà B è ïîåõàòü ïî øîññå. Â ïåðâîì ñëó÷àå âåëîñèïåäèñò çàòðàòèò 4π−7

20

÷, à âî âòîðîì � 7−2π
20

+ 4
15

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà ÷èñëà:

4π − 7

20
<

7− 2π

20
+

4

15
.

Èòàê, âåëîñèïåäèñò ïîåäåò â ïóíêò A ïî àëëåå. Ïóñòü îí çàòðàòèò íà ýòó ïîåçäêó âðåìÿ t. Òîãäà
ïåøåõîä çà ýòî âðåìÿ ìîæåò ïðîéòè ðàññòîÿíèå 7t. Åñëè âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä äîãîâîðÿòñÿ âñòðå-
òèòüñÿ íà àëëåå, òî òîãäà îíè ñìîãóò ñäåëàòü ýòî ÷åðåç 4π−7−7t

20+7
÷; åñëè æå îíè äîãîâîðÿòñÿ âñòðåòèòñÿ

íà øîññå, òî � ÷åðåç 4+(7−2π)−7t
15+7

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà âðåìåíè:

4 + (7− 2π)− 7t

15 + 7
<

4π − 7− 7t

20 + 7
.

Èòàê, ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòÿòñÿ íà øîññå, ò.å. ÷åðåç

4 + (7− 2π)− 7t

15 + 7
+ t =

8π − 14

27
.

Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå PQR íà êàòåòå PR êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ãèïîòåíóçó PQ â òî÷êå T . ×åðåç òî÷êó T ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæ-
íîñòè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò êàòåò RQ â òî÷êå S. Íàéäèòå äëèíó SQ, åñëè PT = 15, à QT = 5.
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Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà äâóõ ïðîñòûõ íàáëþäåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ∠PTR = 90◦, ïîñêîëü-
êó îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð. Âî-âòîðûõ, ST è SR � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ, ïîýòîìó
ST = SR. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå RTQ íà ãèïîòåíóçå QR îòìå÷åíà òàêàÿ
òî÷êà S, ÷òî ST = SR; õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà S � ñåðåäèíà ýòîé ãèïîòåíóçû, QS = QR/2.

P

QR

T

S

Çàêîí÷èòü ðåøåíèÿ ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì äâà èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá, âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è òåîðåìà Ïèôàãîðà. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-

óãîëüíèêå PQR âûñîòà RT äåëèò ãèïîòåíóçó PQ íà îòðåçêè PT = 15 è QT = 5. Ïîëó÷àåì, ÷òî
RT 2 = PT ·QT = 15 · 5; ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà QR2 = QT 2 +RT 2 = 52 +15 · 5 = 100, QS = QR/2 = 5.
Âòîðîé ñïîñîá, òåîðåìà î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé. Ïî òåîðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé äëÿ êàñà-

òåëüíîé QR è ñåêóùåé QP èìååì: QR2 = QT ·QP = 5 · (5 + 15) = 100, QS = QR/2 = 5.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
3x2 + 4xy + 12y2 + 16y = −6
x2 − 12xy + 4y2 − 10x+ 12y = −7 .

Îòâåò: x = 1
2
, y = −3

4
.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 3, è âòîðîå. Ïîëó÷èì,

10x2 + 40y2 − 10x+ 60y = −25;

ïîñëå äåëåíèÿ íà 10 è ïðåîáðàçîâàíèé,
(
x− 1

2

)2
+ 4

(
y + 3

4

)2
= 0. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç ýòèõ êâàäðàòîâ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, íè÷åãî
êðîìå x = 1

2
, y = −3

4
íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò:{
3 ·
(
1
2

)2
+ 4 · 1

2
·
(
−3

4

)
+ 12 ·

(
3
4

)2
+ 16 ·

(
−3

4

)
= −6(

1
2

)2 − 12 · 1
2
·
(
−3

4

)
+ 4 ·

(
3
4

)2 − 10 · 1
2
+ 12 ·

(
−3

4

)
= −7

.

Êîììåíòàðèé. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò õîòÿ áû â îäíî èç óðàâíåíèé.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ïåðâîå óðàâíåíèå êàê íà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x ïðè ôèêñèðî-
âàííîì y:

12x2 + 2(2y + 8)x+ 3y2 + 6 = 0.

Òîãäà ÷åòâåðòü åãî äèñêðèìèíàíòà ðàâíÿåòñÿ

D/4 = (2y + 8)2 − 12(3y2 + 6) = 4
()
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Çàäà÷à 6. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

sin(x) + 8 cos(x) = 4 sin(8x) + 7 cos(8x).

Îòâåò: α+β−2π
9
≈ −0,6266, ãäå α = arctg 1

8
, β = arctg 4

7
.

Êîììåíòàðèé 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñïîñîáà ðåøåíèÿ è îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè îòâåò ìîæåò èìåòü ðàçíûé âèä. Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïèñàòü α è β:

α = arcctg 8 = arcsin
1√
65

= arccos
8√
65

=
π

2
− arcsin

8√
65

= . . .

β = arcctg
7

4
= arcsin

4√
65

= arccos
7√
65

=
π

2
− arcsin

7√
65

= . . .

Íàïðèìåð, îòâåò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−1

9

(
π + arcsin

8√
65

+ arcsin
7√
65

)
.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîâåðêè â îòâåòå ïðèâåäåíî ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ. Îò ó÷àñòèíèêîâ
ýòîãî, åñòåñòâåííî, íå òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé 2. Îòâåò ìîæíî óïðîñòèòü äî îäíîé îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè α = arctg 1

8
, β = arctg 4

7
, òî

tg(α + β) =
tgα + tg β

1− tgα tg β
=

1/8 + 4/7

1− 1/8 · 4/7
=

3

4
,

îòêóäà, ïîñêîëüêó α + β ∈
(
−π

2
; π
2

)
, ïîëó÷àåì, ÷òî îòâåò ðàâåí 1

9

(
arctg 3

4
− 2π

)
. Îò ó÷àñòíèêîâ ïî-

äîáíîãî óïðîùåíèÿ íå òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
√
65 =

√
12 + 82 =

√
42 + 72. Ïóñòü α =

= arctg 1
8
, β = arctg 4

7
; òîãäà sinα = 1√

65
, cosα = 8√

65
, sin β = 4√

65
, cosα = 7√

65
, à óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò

âèä
sinα sinx+ cosα cosx = sin β sin 8x+ cos β cos 8x,

èëè cos(x− α) = cos(8x− β). Ðåøåíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü[
x− α = 8x− β + 2πk, k ∈ Z
x− α = β − 8x+ 2πn, n ∈ Z ,

òî åñòü [
x = β−α−2πk

7
, k ∈ Z

x = α+β+2πn
9

, n ∈ Z .

Ïîñêîëüêó 0 < α < β < π
2
, òî íàèáîëüøèìè îòðèöàòåëüíûìè êîðíÿìè ñåðèé èç ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿ-

þòñÿ ÷èñëà x1 =
β−α−2π

7
è x2 =

α+β−2π
9

. Îñòàëîñü ñðàâíèòü x1 è x2. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

−x1 = (2π + α− β) · 1
7
> (2π − α− β) · 1

9
= −x2

(êàæäûé èç ìíîæèòåëåé ñëåâà áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåòåëÿ ñïðàâà è âñå ÷åòûðå ïîëîæè-
òåëüíû), îòêóäà x1 < x2 < 0.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå x3−14x2+ax−27 = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

Îòâåò: òîëüêî 42.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïàðàìåòð a ïîäõîäèò. Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà x3−14x2+ax−27 = 0 åñòü òðè ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ x1, x2, x3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè:

x1 + x2 + x3 = 14
x1x2 + x2x3 + x3x1 = a
x1x2x3 = 27

.
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Ïîñêîëüêó x1, x2, x3 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (ïóñòü èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), òî íàé-
äóòñÿ òàêèå b è q, ÷òî x1 = b, x2 = bq, x3 = bq2. Òîãäà èç ðàâåíñòâà x1x2x3 = 27, èìååì b3q3 = 27,
îòêóäà x2 = bq = 3, x1 = 3/q, x3 = 3q.

Òîãäà 3
(

1
q
+ 1 + q

)
= 14 (*), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 3q2 − 11q + 3 = 0. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî âûðà-

æåíèÿ ðàâåí D = 112 − 4 · 3 · 3 > 0, ïîýòîìó òàêîå q, à ñ íèì è x1, x2, x3, íàéäóòñÿ. Òîãäà

a = x1x2 + x2x3 + x3x1 = x1x2x3

(
1

x1
+

1

x2
+

1

x3

)
= 27 ·

(
q

3
+

1

3
+

1

3q

)
= 9

(
q + 1 +

1

q

)
= 3 · 14 = 42.

(Â ïðåäïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì (*)).

Êîììåíòàðèé. Åñòåñòâåííî, q, x1, x2, x3 ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî:

q1,2 =
11±

√
85

6
.

Âûáåðåì q ñ ¾+¿ (åñëè âûáðàòü ñ ¾−¿, òî x1 è x3 ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà îòâåò);
òîãäà

x1 =
3 · 6

11 +
√
85

=
11−

√
85

2
, x2 = 3, x3 =

11 +
√
85

2
.

Ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü a, ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå ÷èñëà â âûðàæåíèå x1x2 + x2x3 + x3x1.

Çàäà÷à 8. Ïðî òåòðàýäð XY ZT èçâåñòíî, ÷òî XY = 6, TZ = 8, ∠Y ZT = ∠XTZ = 25◦, ∠Y TZ =
∠XZT = 65◦. Âîêðóã òåòðàýäðà îïèñàíà ñôåðà. Ðàññìîòðèì íà ýòîé ñôåðå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê,
ñóììà ñôåðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê X, Y , Z, T íå ìåíüøå 8π. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü
ýòîãî ìíîæåñòâà? Ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ñôåðå � äëèíà íàèìåíüøåé
äóãè îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè.

Îòâåò: 32π, ò.å. ïîëîâèíà ïëîùàäè ñôåðû ðàäèóñà 4.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠Y ZT + ∠Y TZ = ∠XZT + ∠XTZ = 90◦, òî òðåóãîëüíèêè Y ZT è XZT �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé ZT . Åñëè O � ñåðåäèíà îòðåçêà ZT , òî ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, OX = OY = OZ = OT = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû
ðàâåí 4, à òî÷êà O � å¼ öåíòð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(X, Y ) ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X è Y . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

íåîáõîäèìî íàéòè ïëîùàäü ìíîæåñòâà ω íà ñôåðå, ñîñòîÿùåãî â òî÷íîñòè èç òî÷åê M , äëÿ êîòîðûõ

d(M,X) + d(M,Y ) + d(M,Z) + d(M,T ) > 8π. (1)

Ïîñêîëüêó ZT � äèàìåòð ñôåðû, òî òî÷êè Z, M è T ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà;
ñëåäîâàòåëüíî, d(Z,M) + d(M,T ) = d(Z, T ) = 4π. Íåðàâåíñòâî (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

d(M,X) + d(M,Y ) > 4π. (2)

Ïóñòü Y1 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå Y îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû O. Òàê êàê Y1 è Y � êîíöû
äèàìåòðà ñôåðû, òî d(Y,M) + d(M,Y1) = d(Y, Y1) = 4π. Ïîäñòàâëÿÿ d(M,Y ) = 4π − d(M,Y1) â
íåðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì

d(M,X) > d(M,Y1).

Òàê êàê XY = 6 6= 8, òî XY íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì, à ïîòîìó Y1 6= X. Èòàê, ω åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ñôåðå, ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî îäíîé òî÷êè íà ñôåðå íå ïðåâîñõîäèò ñôåðè÷åñêîãî
ðàññòîÿíè äî äðóãîé òî÷êè íà ñôåðå. Â ñèëó ñèììåòðèè (îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ñôåðû ïåðïåíäèêóëÿðíî îòðåçêó Y1X), ω � ïîëîâèíà ñôåðû è å¼ ïëîùàäü ðàâíà 1

2
·4·π·42 = 32π.

Çàäà÷à 9. Ïðî ôóíêöèè s(x) è t(x) èçâåñòíî, ÷òî s(0) = t(0) > 0 è s′(x)
√
t′(x) = 5 äëÿ ëþáîãî

x ∈ [0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈ [0; 1], òî 2s(x) + 5t(x) > 15x.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2s(0) + 5t(0) > 0, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 2s(x)+5t(x)− 15x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0; 1]. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî
å¼ ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå íåîòðèöàòåëüíà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
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Ïåðâûé ñïîñîá, ïîäñòàíîâêà.

2s′(x) + 5t′(x)− 15 = 2s′(x) +
125(
s′(x)

)2 − 15 =

(
2s′(x) + 5

)(
s′(x)− 5

)2(
s′(x)

)2 > 0,

ïîñêîëüêó s′(x), êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, íåîòðèöàòåëüíî.
Âòîðîé ñïîñîá, íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ.

2s′(x) + 5t′(x) = s′(x) + s′(x) + 5t′(x) > 3 3
√
s′(x) · s′(x) · 5t′(x) = 15,

ãäå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ äëÿ òð¼õ ÷èñåë, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � èç óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 10. Â êðóæîê õîäèò 10 ÷åëîâåê, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìåæäó ñîáîé äðóæàò. Ìîæåò ëè
òàê áûòü, ÷òî â ýòîì êðóæêå îäèí ó÷àñòíèê äðóæèò ñ 9 äðóãèìè, îäèí ó÷àñòíèê � ñ 7 äðóãèìè,
îäèí ó÷àñòíèê � ñ 6 äðóãèìè, äâà ó÷àñòíèêà � ñ 5 äðóãèìè êàæäûé, äâà ó÷àñòíèêà � ñ 3 äðóãèìè
êàæäûé, îäèí ó÷àñòíèê � ñ 2 äðóãèìè, äâà ó÷àñòíèêà � ñ 1 äðóãèì êàæäûé?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ó÷àñòíèêè êðóæêà, à ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè
ïðîâåä¼ì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòíèêè êðóæêà äðóæàò.
Áóäåì îïèñûâàòü ãðàô â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an), ãäå ai îçíà÷àåò ñòå-

ïåíü âåðøèíû i. Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an) ðåàëèçóåìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ãðàô, îïèñàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ (a1, a2, . . . , an). Â óñëîâèè ñïðàøèâàåòñÿ, ðåàëèçóåìà
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 7, 6, 5, 5, 3, 3, 2, 1, 1).
Çàìåòèì ñëåäóþùèå äâà ïðîñòûõ ôàêòà:

1. Ïóñòü ai = 0; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an). Äëÿ ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî îòêèíóòü âåðøèíó ñ íîìåðîì i.
2. Ïóñòü ai = n − 1; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (a1 − 1, a2 − 1, . . . , ai−1 − 1, ai+1 − 1, . . . , an − 1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai = n− 1, òî
âåðøèíà ñ íîìåðîì i äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
îòêèíóòü å¼ è âñå âûõîäÿùèå èç íå¼ ð¼áðà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 7, 6, 5, 5, 3, 3, 2, 1, 1) ðåàëèçóåìà. Ïîëüçóÿñü

ôàêòàìè 1 è 2 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî òîãäà ðåàëèçóåìû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(6, 5, 4, 4, 2, 2, 1, 0, 0), (6, 5, 4, 4, 2, 2, 1), (4, 3, 3, 1, 1, 0), (4, 3, 3, 1, 1), (2, 2, 0, 0), (2, 2)

íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2, 2), î÷åâèäíî, íå ðåàëèçóåìà. Ïðîòèâîðå÷èå; çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 7, 6, 5, 5, 3, 3, 2, 1, 1) íå ðåàëèçóåìà.

Äðóãîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåøåíèþ ââåä¼ì ãðàô.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè (d1, d2, . . . , dn) � ñòåïåíè âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,

òî äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d1 + d2 + . . .+ dk 6 k(k − 1) + dk+1 + . . .+ dn.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñ íîìåðàìè îò 1 äî k äåëÿòñÿ íà äâà òèïà:
1. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò k + 1 äî n � òàêèõ íå áîëüøå dk+1 + . . .+ dn;
2. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 1 äî k � òàêèõ íå áîëüøå k(k−1)

2
, íî êàæäîå ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü

ïî äâà ðàçà.
Â çàäà÷å íàñ ñïðàøèâàþò, ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí (9, 7, 6, 5, 5, 3, 3, 2, 1, 1). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò, è âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ïåðâûõ 5 âåðøèí:

32 = 9 + 7 + 6 + 5 + 5 6 5 · 4 + 3 + 3 + 2 + 1 + 1 = 30,

ïðîòèâîðå÷èå.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1.Äàí ìíîãî÷ëåí S(x) = 1+3x+5x2+7x3+. . .+201x100. Ìîæíî ëè, ïåðåñòàâèâ êîýôôèöèåíòû
â í¼ì, ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí T (x) = t0+t1x+t2x

2+t3x
3+ . . .+t100x

100 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë k > 2 ðàçíîñòü S(k)− T (k) íå êðàòíà 2020?
Îòâåò: Íåò, íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü òàêîé ìíîãî÷ëåí T (x) ñóùåñòâóåò. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùåé èçâåñòíîé ëåììîé:

åñëè H(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b ÷èñëî
H(a)−H(b) äåëèòñÿ íà a− b.

Òîãäà ÷èñëà S(2021)−S(1) è T (2021)− T (1) äåëÿòñÿ íà 2020, à òîãäà íà 2020 äåëèòñÿ è èõ ðàçíîñòü:(
S(2021)− S(1)

)
−
(
T (2021)− T (1)

)
=
(
S(2021)− T (2021)

)
−
(
S(1)− T (1)

)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî S(1) = 1 + 3 + . . . + 201 = T (1), òî åñòü S(2021) − T (2021) äåëèòñÿ íà 2020.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áóäåì ïèñàòü ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 2020. Òîãäà

S(2021) = 1 + 3 · 2021 + 5 · 20212 + . . .+ 201 · 2021100 ≡ 1 + 3 · 1 + 5 · 12 + . . .+ 201 · 1100 =
= t0 + t1 + . . .+ t100 ≡ t0 + t1 · 2021 + t2 · 20212 + . . .+ t100 · 2021100 = T (2021),

îòêóäà S(2021) ≡ T (2021), òî åñòü S(2021)− T (2021) äåëèòñÿ íà 2020. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóùåñòâóþò n ÷èñåë èç èíòåðâàëà (−1; 1), òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà
ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 36?

Îòâåò: 38.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð 38 ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ

ðàâíà 36. Íàïðèìåð, ïîäîéäóò ÷èñëà x1 = x2 = . . . = x19 =
√

18
19
, x20 = x21 = . . . = x38 = −

√
18
19
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøå ÷åì 38 ÷èñëàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
ñðåäè âñåõ ÷èñåë èëè ïîëîæèòåëüíûõ, èëè îòðèöàòåëüíûõ íå áîëåå 18. Äîìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî,
âñå ÷èñëà íà −1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëåå 18.
Ïóñòü y1, y2, . . . , yk � âñå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à yk+1, . . . , yn � âñå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

y21 + y22 + . . .+ y2k < k 6 18, à

y2k+1 + y2k+2 + . . .+ y2n 6 yk+1 + yk+2 + . . .+ yn = −y1 − y2 − . . .− yk < k 6 18.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, 36 = y21 + y22 + . . .+ y2n < 36. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Ïóíêòû A è B, íàõîäÿùèåñÿ íà êîëüöåâîé àëëåå, ñîåäèíåíû ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì
øîññå äëèíîé 4 êì, ÿâëÿþùèìñÿ äèàìåòðîì êîëüöåâîé àëëåè. Èç ïóíêòà A èç äîìà ïî àëëåå âûøåë
íà ïðîãóëêó ïåøåõîä. ×åðåç 1 ÷àñ îí îáíàðóæèë, ÷òî çàáûë êëþ÷è è ïîïðîñèë ñîñåäà-âåëîñèïåäèñòà
ïîñêîðåå ïðèâåçòè èõ. ×åðåç êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îí ìîæåò ïîëó÷èòü êëþ÷è, åñëè ñêîðîñòü
âåëîñèïåäèñòà íà øîññå ðàâíà 15 êì/÷, íà àëëåå � 20 êì/÷, à ñêîðîñòü ïåøåõîäà � 6,5 êì/÷? Ïåøåõîä
ìîæåò èäòè íàâñòðå÷ó âåëîñèïåäèñòó.

Îòâåò: ÷åðåç 21−4π
43

÷.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïóíêòå A ó âåëîñèïåäèñòà åñòü òðè âîçìîæíîñòè:

1. ïîåõàòü ïî àëëåå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

2. ïîåõàòü ïî øîññå;

3. ïîåõàòü ïî àëëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 6,5 êèëîìåòðîâ è, ìèíîâàâ ïóíêò B, íå äîø¼ë äî ïóíêòà A öåëûõ
4π − 6,5 êì. Ïîýòîìó ïåðâûé âàðèàíò òî÷íî äîëüøå òðåòüåãî è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü.
Â òðåòüåì ñëó÷àå äâèãàÿñü ïî àëëåå îíè äîëæíû áóäóò ïðåîäîëåòü ðàññòîÿíèå 4π − 6,5 êì è â

ñëó÷àå, åñëè îíè áóäóò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, íåîáõîäèìîå âðåìÿ ðàâíî 4π−6,5
20+6,5

÷.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ÷åðåç 6,5−2π
6,5

÷ ïåøåõîä äîñòèãíåò ïóíêòà

B, à âåëîñèïåäèñò åù¼ áóäåò åõàòü ïî øîññå (ïîñêîëüêó 4
15
> 6,5−2π

6,5
). Òîãäà âåëîñèïåäèñò âñ¼ âðåìÿ

äî âñòðå÷è áóäåò åõàòü ïî øîññå è ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ïåøåõîäà è âåëîñèïåäèñòà âñ¼ âðåìÿ áóäåò
ñîñòàâëÿòü 15 + 6,5 = 21,5 êì/÷. Çíà÷èò, îíè âñòðåòÿòñÿ ÷åðåç 10,5−2π

21,5
÷.

Ñðàâíèì ÷èñëà, ïîëó÷åííûå â 2 è 3 ñëó÷àÿõ:

10,5− 2π

21,5
<

21− 4 · 3,14
43

< 0,20 < 0,22 <
8 · 3,14− 13

53
<

4π − 6,5

26,5

(âòîðîå è ÷åòâ¼ðòîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì â ñòîëáèê). Ñëåäîâàòåëüíî,
îòâåò äîñòèãàåòñÿ âî 2-ì ñëó÷àå.

Êîììåíòàðèé. Îòäåëüíûå ó÷àñòíèêè ïîíèìàëè óñëîâèå èíà÷å, ÷åì â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè: ñ÷è-
òàëè, ÷òî ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ è èìåííî òîãäà ïåøåõîä ïîïðîñèë ñîñåäà-
âåëîñèïåäèñòà ïðèâåçòè åìó êëþ÷è. Ïîñêîëüêó â óñëîâèè ÿâíî íå ñêàçàíî, ãäå èìåííî íàõîäèëñÿ
ñîñåä, à ïðè äðóãîé òðàêòîâêè óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ â öåëîì àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à (õîòÿ è ñ íåñêîëü-
êî áîëåå ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèåì) æþðè ïðèíÿëî ðåøåíèå çàñ÷èòûâàòü îáà âàðèàíòà òðàêòîâêè
óñëîâèÿ. Ïðèâåä¼ì ïëàí ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîé òðàêòîâêè.

Îòâåò: 155−28π
172

.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 6,5 êèëîìåòðîâ è îòîø¼ë îò ïóíêòà B
íà öåëûõ 6,5− 2π êì. Òî÷êó, ãäå ñåé÷àñ íàõîäÿòñÿ ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò, íàçîâ¼ì òî÷êîé C.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà â ëþáîì ñëó÷àå áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, òî îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèåé áóäåò

• âåëîñèïåäèñòó ìàêñèìàëüíî áûñòðî äîåõàòü äî ïóíêòà A;

• â ýòî âðåìÿ ïåøåõîäó èäòè ¾íàâñòðå÷ó¿ âåëîñèïåäèñòó, ðàññ÷èòàâ èäòè ïî øîññå èëè ïî àëëåå.

• âåëîñèïåäèñòó è ïåøåõîäó ïðîäîëæèòü äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.

Íàõîäÿñü â ïóíêòå C ó âåëîñèïåäèñòà åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ïîåõàòü ïî àëëåå ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè èëè äîåõàòü äî ïóíêòà B è ïîåõàòü ïî øîññå. Â ïåðâîì ñëó÷àå âåëîñèïåäèñò çàòðàòèò 4π−6,5

20

÷, à âî âòîðîì � 6,5−2π
20

+ 4
15

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà ÷èñëà:

6,5− 2π

20
+

4

15
<

4π − 6,5

20

Èòàê, âåëîñèïåäèñò ïîåäåò â ïóíêò A ïî øîññå. Ïóñòü îí çàòðàòèò íà ýòó ïîåçäêó âðåìÿ t. Òîãäà
ïåøåõîä çà ýòî âðåìÿ ìîæåò ïðîéòè ðàññòîÿíèå 6,5t. Åñëè âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä äîãîâîðÿòñÿ
âñòðåòèòüñÿ íà àëëåå, òî òîãäà îíè ñìîãóò ñäåëàòü ýòî ÷åðåç 4π−6,5−6,5t

20+6,5
÷; åñëè æå îíè äîãîâîðÿòñÿ

âñòðåòèòñÿ íà øîññå, òî � ÷åðåç 4+(6,5−2π)−6,5t
15+6,5

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà âðåìåíè:

4π − 6,5− 6,5t

20 + 6,5
>

4 + (6,5− 2π)− 6,5t

15 + 6,5

Èòàê, ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòÿòñÿ íà øîññå, ò.å. ÷åðåç

4 + (6,5− 2π)− 6t

15 + 6,5
+ t =

155− 28π

172
.
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Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå XY Z íà êàòåòå XZ êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ãèïîòåíóçó XY â òî÷êå W . ×åðåç òî÷êó W ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò êàòåò ZY â òî÷êå V . Íàéäèòå äëèíó V Y , åñëè XW = 12, à YW = 4.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà äâóõ ïðîñòûõ íàáëþäåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ∠XWZ = 90◦, ïîñêîëüêó
îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð. Âî-âòîðûõ, VW è V Z � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ, ïîýòîìó
VW = V Z. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ZWY íà ãèïîòåíóçå Y Z îòìå÷åíà òàêàÿ
òî÷êà V , ÷òî VW = V Z; õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà V � ñåðåäèíà ýòîé ãèïîòåíóçû, Y V = Y Z/2.

X

YZ

W

V

Çàêîí÷èòü ðåøåíèÿ ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì äâà èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá, âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è òåîðåìà Ïèôàãîðà. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-

óãîëüíèêå XY Z âûñîòà ZW äåëèò ãèïîòåíóçó XY íà îòðåçêè XW = 12 è YW = 4. Ïîëó÷àåì, ÷òî
ZW 2 = XW ·YW = 12·4; ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà Y Z2 = YW 2+ZW 2 = 42+12·4 = 64, Y V = Y Z/2 = 4.
Âòîðîé ñïîñîá, òåîðåìà î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé. Ïî òåîðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé äëÿ êàñà-

òåëüíîé Y Z è ñåêóùåé Y X èìååì: Y Z2 = YW · Y X = 4 · (4 + 12) = 64, Y V = Y Z/2 = 4.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
16x2 + 8xy + 4y2 + 20x+ 2y = −7
8x2 − 16xy + 2y2 + 20x− 14y = −11 .

Îòâåò: x = −3
4
, y = 1

2
.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 2, è âòîðîå. Ïîëó÷èì,

40x2 + 10y2 + 60x− 10y = −25;

ïîñëå äåëåíèÿ íà 10 è ïðåîáðàçîâàíèé, 4
(
x+ 3

4

)2
+
(
y − 1

2

)2
= 0. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç ýòèõ êâàäðàòîâ ðàâåí íóëþ.

Îòâåò: x = −3
4
, y = 1

2
.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 3, è âòîðîå. Ïîëó÷èì,

40x2 + 10y2 + 60x− 10y = −25;

ïîñëå äåëåíèÿ íà 10 è ïðåîáðàçîâàíèé, 4
(
x+ 3

4

)2
+
(
y − 1

2

)2
= 0. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç ýòèõ êâàäðàòîâ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, íè÷åãî
êðîìå x = −3

4
, y = 1

2
íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò:{
16 ·

(
3
4

)2
+ 8 ·

(
−3

4

)
· 1
2
+ 4 ·

(
1
2

)2
+ 20 ·

(
−3

4

)
+ 2 · 1

2
= −7

8 ·
(
3
4

)2 − 16 ·
(
−3

4

)
· 1
2
+ 2 ·

(
1
2

)2
+ 20 ·

(
−3

4

)
− 14 · 1

2
= −11

.
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Êîììåíòàðèé. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò õîòÿ áû â îäíî èç óðàâíåíèé.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

2 sin(6x) + 9 cos(6x) = 6 sin(2x) + 7 cos(2x).

Îòâåò: α+β
8
≈ 0,1159, ãäå α = arctg 2

9
, β = arctg 6

7
.

Êîììåíòàðèé 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñïîñîáà ðåøåíèÿ è îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè îòâåò ìîæåò èìåòü ðàçíûé âèä. Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïèñàòü α è β:

α = arcctg
9

2
= arcsin

2√
85

= arccos
9√
85

=
π

2
− arcsin

9√
85

= . . .

β = arcctg
7

6
= arcsin

6√
85

= arccos
7√
85

=
π

2
− arcsin

7√
85

= . . .

Íàïðèìåð, îòâåò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

8

(
π − arcsin

9√
85
− arcsin

7√
85

)
.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîâåðêè â îòâåòå ïðèâåäåíî ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ. Îò ó÷àñòèíèêîâ
ýòîãî, åñòåñòâåííî, íå òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé 2. Îòâåò ìîæíî óïðîñòèòü äî îäíîé îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè α = arctg 2

9
, β = arctg 6

7
, òî

tg(α + β) =
tgα + tg β

1− tgα tg β
=

2/9 + 6/7

1− 2/9 · 6/7
=

4

3
,

îòêóäà, ïîñêîëüêó α + β ∈
(
−π

2
; π
2

)
, ïîëó÷àåì, ÷òî îòâåò ðàâåí 1

8
arctg 4

3
. Îò ó÷àñòíèêîâ ïîäîáíîãî

óïðîùåíèÿ íå òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
√
85 =

√
22 + 92 =

√
62 + 72. Ïóñòü α =

= arctg 2
9
, β = arctg 6

7
; òîãäà sinα = 2√

85
, cosα = 9√

85
, sin β = 6√

85
, cosα = 7√

85
, à óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò

âèä
sinα sin 6x+ cosα cos 6x = sin β sin 2x+ cos β cos 2x,

èëè cos(6x− α) = cos(2x− β). Ðåøåíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü[
6x− α = 2x− β + 2πk, k ∈ Z
6x− α = β − 2x+ 2πn, n ∈ Z ,

òî åñòü [
x = α−β+2πk

4
, k ∈ Z

x = α+β+2πn
8

, n ∈ Z .

Ïîñêîëüêó 0 < α < β < π
2
, òî íàèìåíüøèìè ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè ñåðèé èç ñîâîêóïíîñòè

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1 =
α−β+2π

4
è x2 =

α+β
8
. Îñòàëîñü ñðàâíèòü x1 è x2. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

x2 =
α + β

8
<
π

8
<
π

4
<

2π + α− β
4

= x1.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå x3−15x2+ax−64 = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

Îòâåò: òîëüêî 60.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïàðàìåòð a ïîäõîäèò. Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà x3−15x2+ax−64 = 0 åñòü òðè ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ x1, x2, x3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè:

x1 + x2 + x3 = 15
x1x2 + x2x3 + x3x1 = a
x1x2x3 = 64

.
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Ïîñêîëüêó x1, x2, x3 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (ïóñòü èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), òî íàé-
äóòñÿ òàêèå b è q, ÷òî x1 = b, x2 = bq, x3 = bq2. Òîãäà èç ðàâåíñòâà x1x2x3 = 64, èìååì b3q3 = 64,
îòêóäà x2 = bq = 4, x1 = 4/q, x3 = 4q.

Òîãäà 4
(

1
q
+ 1 + q

)
= 15 (*), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 4q2 − 11q + 4 = 0. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî âûðà-

æåíèÿ ðàâåí D = 112 − 4 · 4 · 4 > 0, ïîýòîìó òàêîå q, à ñ íèì è x1, x2, x3, íàéäóòñÿ. Òîãäà

a = x1x2 + x2x3 + x3x1 = x1x2x3

(
1

x1
+

1

x2
+

1

x3

)
= 64 ·

(
q

4
+

1

4
+

1

4q

)
= 16

(
q + 1 +

1

q

)
= 4 · 15 = 60.

(Â ïðåäïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì (*)).

Êîììåíòàðèé. Åñòåñòâåííî, q, x1, x2, x3 ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî:

q1,2 =
11±

√
57

8
.

Âûáåðåì q ñ ¾+¿ (åñëè âûáðàòü ñ ¾−¿, òî x1 è x3 ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà îòâåò);
òîãäà

x1 =
4 · 8

11 +
√
57

=
11−

√
57

2
, x2 = 4, x3 =

11 +
√
57

2
.

Ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü a, ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå ÷èñëà â âûðàæåíèå x1x2 + x2x3 + x3x1.

Çàäà÷à 8. Ïðî òåòðàýäðKLMN èçâåñòíî, ÷òîKL = 5, NM = 6, ∠LMN = ∠KNM = 35◦, ∠LNM =
∠KMN = 55◦. Âîêðóã òåòðàýäðà îïèñàíà ñôåðà. Ðàññìîòðèì íà ýòîé ñôåðå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê,
ñóììà ñôåðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê K, L, M , N íå áîëüøå 6π. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü
ýòîãî ìíîæåñòâà? Ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ñôåðå � äëèíà íàèìåíüøåé
äóãè îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè.

Îòâåò: 18π, ò.å. ïîëîâèíà ïëîùàäè ñôåðû ðàäèóñà 3.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠LMN +∠LNM = ∠KMN +∠KNM = 90◦, òî òðåóãîëüíèêè LMN è KMN �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé MN . Åñëè O � ñåðåäèíà îòðåçêà MN , òî ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, OK = OL = OM = ON = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû
ðàâåí 3, à òî÷êà O � å¼ öåíòð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(X, Y ) ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X è Y . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

íåîáõîäèìî íàéòè ïëîùàäü ìíîæåñòâà ω íà ñôåðå, ñîñòîÿùåãî â òî÷íîñòè èç òî÷åê X, äëÿ êîòîðûõ

d(X,K) + d(X,L) + d(X,M) + d(X,N) 6 6π. (1)

Ïîñêîëüêó MN � äèàìåòð ñôåðû, òî òî÷êè M , X è N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà;
ñëåäîâàòåëüíî, d(M,X) + d(X,N) = d(M,N) = 3π. Íåðàâåíñòâî (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

d(X,K) + d(X,L) 6 3π. (2)

Ïóñòü L1 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå L îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû O. Òàê êàê L1 è L � êîíöû
äèàìåòðà ñôåðû, òî d(L,X) + d(X,L1) = d(L,L1) = 3π. Ïîäñòàâëÿÿ d(X,L) = 3π − d(X,L1) â
íåðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì

d(X,K) 6 d(X,L1).

Òàê êàê KL = 5 6= 6, òî KL íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì, à ïîòîìó L1 6= K. Èòàê, ω åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ñôåðå, ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî îäíîé òî÷êè íà ñôåðå íå ïðåâîñõîäèò ñôåðè÷åñêîãî
ðàññòîÿíè äî äðóãîé òî÷êè íà ñôåðå. Â ñèëó ñèììåòðèè (îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ñôåðû ïåðïåíäèêóëÿðíî îòðåçêó L1K), ω � ïîëîâèíà ñôåðû è å¼ ïëîùàäü ðàâíà 1

2
·4·π·32 = 18π.

Çàäà÷à 9. Ïðî ôóíêöèè a(x) è b(x) èçâåñòíî, ÷òî a(0) = b(0) > 0 è a′(x)
√
b′(x) = 2 äëÿ ëþáîãî

x ∈ [0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈ [0; 1], òî a(x) + 8b(x) > 6x.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a(0) + 8b(0) > 0, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ a(x) + 8b(x) − 6x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0; 1]. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî å¼
ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå íåîòðèöàòåëüíà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
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Ïåðâûé ñïîñîá, ïîäñòàíîâêà.

a′(x) + 8q′(x)− 6 = a′(x) +
32(

a′(x)
)2 − 6 =

(
a′(x) + 2

)(
a′(x)− 4

)2(
a′(x)

)2 > 0,

ïîñêîëüêó a′(x), êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, íåîòðèöàòåëüíî.
Âòîðîé ñïîñîá, íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ.

a′(x) + 8b′(x) =
1

2
a′(x) +

1

2
a′(x) + 8b′(x) > 3

3

√
1

2
a′(x) · 1

2
a′(x) · 8b′(x) = 6,

ãäå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ äëÿ òð¼õ ÷èñåë, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � èç óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 10. Â îòðÿäå 10 ÷åëîâåê. Êàæäûé äåíü èç íèõ íóæíî âûáèðàòü äâóõ äåæóðíûõ (ïðè ýòîì
îäíà è òà æå ïàðà íå ìîæåò äåæóðèòü äâàæäû). Ìîãëî ëè òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé
îäèí ÷åëîâåê äåæóðèë 9 ðàç, äâîå � ïî 8 ðàç, äâîå � ïî 5 ðàç, ÷åòâåðî � ïî 3 ðàçà, îäèí � 1 ðàç?

Îòâåò: Íåò, íå ìîãëî.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ó÷àñòíèêè îòðÿäà, à ðåáðî ìåæäó âåðøèíà-
ìè ïðîâåä¼ì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòíèêè îòðÿäà âìåñòå õîäèëè
äåæóðèòü.
Áóäåì îïèñûâàòü ãðàô â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an), ãäå ai îçíà÷àåò ñòå-

ïåíü âåðøèíû i. Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an) ðåàëèçóåìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ãðàô, îïèñàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ (a1, a2, . . . , an). Â óñëîâèè ñïðàøèâàåòñÿ, ðåàëèçóåìà
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 8, 5, 5, 3, 3, 3, 3, 1).
Çàìåòèì ñëåäóþùèå äâà ïðîñòûõ ôàêòà:

1. Ïóñòü ai = 0; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an). Äëÿ ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî îòêèíóòü âåðøèíó ñ íîìåðîì i.
2. Ïóñòü ai = n − 1; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (a1 − 1, a2 − 1, . . . , ai−1 − 1, ai+1 − 1, . . . , an − 1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai = n− 1, òî
âåðøèíà ñ íîìåðîì i äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
îòêèíóòü å¼ è âñå âûõîäÿùèå èç íå¼ ð¼áðà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 8, 5, 5, 3, 3, 3, 3, 1) ðåàëèçóåìà. Ïîëüçóÿñü

ôàêòàìè 1 è 2 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî òîãäà ðåàëèçóåìû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(7, 7, 4, 4, 2, 2, 2, 2, 0), (7, 7, 4, 4, 2, 2, 2, 2), (6, 3, 3, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 0, 0, 0, 0), (2, 2)

íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2, 2), î÷åâèäíî, íå ðåàëèçóåìà. Ïðîòèâîðå÷èå; çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 8, 5, 5, 3, 3, 3, 3, 1) íå ðåàëèçóåìà.

Äðóãîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåøåíèþ ââåä¼ì ãðàô.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè (d1, d2, . . . , dn) � ñòåïåíè âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,

òî äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d1 + d2 + . . .+ dk 6 k(k − 1) + dk+1 + . . .+ dn.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñ íîìåðàìè îò 1 äî k äåëÿòñÿ íà äâà òèïà:
1. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò k + 1 äî n � òàêèõ íå áîëüøå dk+1 + . . .+ dn;
2. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 1 äî k � òàêèõ íå áîëüøå k(k−1)

2
, íî êàæäîå ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü

ïî äâà ðàçà.
Â çàäà÷å íàñ ñïðàøèâàþò, ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí (9, 8, 8, 5, 5, 3, 3, 3, 3, 1). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò, è âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ïåðâûõ 5 âåðøèí:

35 = 9 + 8 + 8 + 5 + 5 6 5 · 4 + 3 + 3 + 3 + 3 + 1 = 33,

ïðîòèâîðå÷èå.
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Äàí ìíîãî÷ëåí A(x) = 1+3x+5x2+7x3+. . .+199x99. Ìîæíî ëè, ïåðåñòàâèâ êîýôôèöèåíòû
â í¼ì, ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí B(x) = b0+b1x+b2x

2+b3x
3+ . . .+b99x

99 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë k > 2 ðàçíîñòü A(k)−B(k) íå êðàòíà 199?

Îòâåò: Íåò, íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü òàêîé ìíîãî÷ëåí B(x) ñóùåñòâóåò. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùåé èçâåñòíîé ëåììîé:

åñëè H(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b ÷èñëî
H(a)−H(b) äåëèòñÿ íà a− b.

Òîãäà ÷èñëà A(200)− A(1) è B(200)−B(1) äåëÿòñÿ íà 199, à òîãäà íà 199 äåëèòñÿ è èõ ðàçíîñòü:(
A(200)− A(1)

)
−
(
B(200)−B(1)

)
=
(
A(200)−B(200)

)
−
(
A(1)−B(1)

)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî A(1) = 1 + 3 + . . . + 199 = B(1), òî åñòü A(200) − B(200) äåëèòñÿ íà 199.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áóäåì ïèñàòü ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 199. Òîãäà

A(200) = 1 + 3 · 200 + 5 · 2002 + . . .+ 199 · 20099 ≡ 1 + 3 · 1 + 5 · 12 + . . .+ 199 · 199 =
= b0 + b1 + . . .+ b99 ≡ b0 + b1 · 200 + b2 · 2002 + . . .+ b99 · 20099 = B(200),

îòêóäà A(200) ≡ B(200), òî åñòü A(200)−B(200) äåëèòñÿ íà 199. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ñóùåñòâóþò n ÷èñåë èç èíòåðâàëà (−1; 1), òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà
ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 40?

Îòâåò: 42.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð 42 ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ

ðàâíà 40. Íàïðèìåð, ïîäîéäóò ÷èñëà x1 = x2 = . . . = x21 =
√

20
21
, x22 = x23 = . . . = x42 = −

√
20
21
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíüøå ÷åì 42 ÷èñëàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
ñðåäè âñåõ ÷èñåë èëè ïîëîæèòåëüíûõ, èëè îòðèöàòåëüíûõ íå áîëåå 20. Äîìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî,
âñå ÷èñëà íà −1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëåå 20.
Ïóñòü y1, y2, . . . , yk � âñå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à yk+1, . . . , yn � âñå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

y21 + y22 + . . .+ y2k < k 6 20, à

y2k+1 + y2k+2 + . . .+ y2n 6 yk+1 + yk+2 + . . .+ yn = −y1 − y2 − . . .− yk < k 6 20.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, 40 = y21 + y22 + . . .+ y2n < 40. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3. Ïóíêòû A è B, íàõîäÿùèåñÿ íà êîëüöåâîé àëëåå, ñîåäèíåíû ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì
øîññå äëèíîé 4 êì, ÿâëÿþùèìñÿ äèàìåòðîì êîëüöåâîé àëëåè. Èç ïóíêòà A èç äîìà ïî àëëåå âûøåë
íà ïðîãóëêó ïåøåõîä. ×åðåç 1 ÷àñ îí îáíàðóæèë, ÷òî çàáûë êëþ÷è è ïîïðîñèë ñîñåäà-âåëîñèïåäèñòà
ïîñêîðåå ïðèâåçòè èõ. ×åðåç êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îí ìîæåò ïîëó÷èòü êëþ÷è, åñëè ñêîðîñòü
âåëîñèïåäèñòà íà øîññå ðàâíà 15 êì/÷, íà àëëåå � 20 êì/÷, à ñêîðîñòü ïåøåõîäà � 5,5 êì/÷? Ïåøåõîä
ìîæåò èäòè íàâñòðå÷ó âåëîñèïåäèñòó.

Îòâåò: ÷åðåç 11
51

÷.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Â ïóíêòå A ó âåëîñèïåäèñòà åñòü òðè âîçìîæíîñòè:

1. ïîåõàòü ïî àëëåå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

2. ïîåõàòü ïî øîññå;

3. ïîåõàòü ïî àëëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 5,5 êèëîìåòðîâ è íå äîøåë äî ïóíêòà B (öåëûõ 2π − 5,5 êì!),
ïîýòîìó òðåòèé âàðèàíò òî÷íî äîëüøå ïåðâîãî è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü.
Â ïåðâîì ñëó÷àå äâèãàÿñü ïî àëëåå îíè äîëæíû áóäóò ïðåîäîëåòü ðàññòîÿíèå 5,5 êì è â ñëó÷àå,

åñëè îíè áóäóò äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, íåîáõîäèìîå âðåìÿ ðàâíî 5,5
20+5,5

÷.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ÷åðåç 2π−5,5
5,5

÷ ïåøåõîä äîñòèãíåò ïóíêòà

B, à âåëîñèïåäèñò åù¼ áóäåò åõàòü ïî øîññå (ïîñêîëüêó 4
15
> 2π−5,5

5,5
). Òîãäà âåëîñèïåäèñò âñ¼ âðåìÿ

äî âñòðå÷è áóäåò åõàòü ïî øîññå è ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ïåøåõîäà è âåëîñèïåäèñòà âñ¼ âðåìÿ áóäåò
ñîñòàâëÿòü 15 + 5,5 = 20,5 êì/÷. Çíà÷èò, îíè âñòðåòÿòñÿ ÷åðåç 2π−1,5

20,5
÷.

Ñðàâíèì ÷èñëà, ïîëó÷åííûå â 1 è 2 ñëó÷àÿõ:

5,5

25,5
=

11

51
< 0,22 < 0,23 <

4 · 3,14− 3

41
<

2π − 1,5

20,5

(ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äåëåíèåì â ñòîëáèê). Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò
äîñòèãàåòñÿ â 1-ì ñëó÷àå.

Êîììåíòàðèé. Îòäåëüíûå ó÷àñòíèêè ïîíèìàëè óñëîâèå èíà÷å, ÷åì â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè: ñ÷è-
òàëè, ÷òî ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ è èìåííî òîãäà ïåøåõîä ïîïðîñèë ñîñåäà-
âåëîñèïåäèñòà ïðèâåçòè åìó êëþ÷è. Ïîñêîëüêó â óñëîâèè ÿâíî íå ñêàçàíî, ãäå èìåííî íàõîäèëñÿ
ñîñåä, à ïðè äðóãîé òðàêòîâêè óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ â öåëîì àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à (õîòÿ è ñ íåñêîëü-
êî áîëåå ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèåì) æþðè ïðèíÿëî ðåøåíèå çàñ÷èòûâàòü îáà âàðèàíòà òðàêòîâêè
óñëîâèÿ. Ïðèâåä¼ì ïëàí ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîé òðàêòîâêè.

Îòâåò: 22
51
.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä âûøåë íà ïðîãóëêó ïî êîëüöåâîé àëëåå
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Çà 1 ÷àñ ïðîãóëêè ïåøåõîä ïðîøåë 5,5 êèëîìåòðîâ è íå äîøåë äî ïóíêòà B
öåëûõ 2π − 5,5 êì. Òî÷êó, ãäå ñåé÷àñ íàõîäÿòñÿ ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò, íàçîâ¼ì òî÷êîé C.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà â ëþáîì ñëó÷àå áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, òî îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèåé áóäåò

• âåëîñèïåäèñòó ìàêñèìàëüíî áûñòðî äîåõàòü äî ïóíêòà A;

• â ýòî âðåìÿ ïåøåõîäó èäòè ¾íàâñòðå÷ó¿ âåëîñèïåäèñòó, ðàññ÷èòàâ èäòè ïî øîññå èëè ïî àëëåå.

• âåëîñèïåäèñòó è ïåøåõîäó ïðîäîëæèòü äâèãàòüñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.

Íàõîäÿñü â ïóíêòå C ó âåëîñèïåäèñòà åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ïîåõàòü ïî àëëåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
èëè äîåõàòü äî ïóíêòà B è ïîåõàòü ïî øîññå. Â ïåðâîì ñëó÷àå âåëîñèïåäèñò çàòðàòèò 5,5

20
÷, à âî

âòîðîì � 2π−5,5
20

+ 4
15

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà ÷èñëà:

5,5

20
<

2π − 5,5

20
+

4

15

Èòàê, âåëîñèïåäèñò ïîåäåò â ïóíêò A ïî àëëåå. Ïóñòü îí çàòðàòèò íà ýòó ïîåçäêó âðåìÿ t. Òîãäà
ïåøåõîä çà ýòî âðåìÿ ìîæåò ïðîéòè ðàññòîÿíèå 5,5t. Åñëè âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä äîãîâîðÿòñÿ
âñòðåòèòüñÿ íà àëëåå, òî òîãäà îíè ñìîãóò ñäåëàòü ýòî ÷åðåç 5,5−5,5t

20+5,5
÷; åñëè æå îíè äîãîâîðÿòñÿ

âñòðåòèòñÿ íà øîññå, òî � ÷åðåç 4+(2π−5,5)−5,5t
15+5,5

÷. Ñðàâíèì ýòè äâà âðåìåíè.

5,5− 5,5t

20 + 5,5
<

4 + (2π − 5,5)− 5,5t

15 + 5,5

Èòàê, ïåøåõîä è âåëîñèïåäèñò âñòðåòÿòñÿ íà àëëåå, ò.å. ÷åðåç

5,5− 5,5t

20 + 5,5
+ t =

22

51
÷.
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Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå KLM íà êàòåòå KM êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ãèïîòåíóçó KL â òî÷êå G. ×åðåç òî÷êó G ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæ-
íîñòè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò êàòåò ML â òî÷êå F . Íàéäèòå äëèíó FL, åñëè KG = 5, à LG = 4.

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà äâóõ ïðîñòûõ íàáëþäåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ∠KGM = 90◦, ïîñêîëüêó
îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð. Âî-âòîðûõ, FG è FM � êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ, ïîýòîìó
FG = FM . Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå MGL íà ãèïîòåíóçå LM îòìå÷åíà òàêàÿ
òî÷êà F , ÷òî FG = FM ; õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà F � ñåðåäèíà ýòîé ãèïîòåíóçû, LF = LM/2.

K

LM

G

F

Çàêîí÷èòü ðåøåíèÿ ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì äâà èç íèõ.
Ïåðâûé ñïîñîá, âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è òåîðåìà Ïèôàãîðà. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-

óãîëüíèêå KLM âûñîòà MG äåëèò ãèïîòåíóçó KL íà îòðåçêè KG = 5 è LG = 4. Ïîëó÷àåì, ÷òî
MG2 = KG · LG = 5 · 4; ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà LM2 = LG2 +MG2 = 42 + 5 · 4 = 36, LF = LM/2 = 3.
Âòîðîé ñïîñîá, òåîðåìà î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé. Ïî òåîðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé äëÿ êàñà-

òåëüíîé LM è ñåêóùåé LK èìååì: LM2 = LG · LK = 4 · (4 + 5) = 36, LF = LM/2 = 3.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
4x2 + 8xy + 16y2 + 2x+ 20y = −7
2x2 − 16xy + 8y2 − 14x+ 20y = −11 .

Îòâåò: x = 1
2
, y = −3

4
.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà 2, è âòîðîå. Ïîëó÷èì,

10x2 + 40y2 − 10x+ 60y = −25;

ïîñëå äåëåíèÿ íà 10 è ïðåîáðàçîâàíèé,
(
x− 1

2

)2
+ 4

(
y + 3

4

)2
= 0. Ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç ýòèõ êâàäðàòîâ ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó, íè÷åãî
êðîìå x = 1

2
, y = −3

4
íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò:{
4 ·
(
1
2

)2
+ 8 · 1

2
·
(
−3

4

)
+ 16 ·

(
3
4

)2
+ 2 · 1

2
+ 20 ·

(
−3

4

)
= −7

2
(
1
2

)2 − 16 · 1
2
·
(
−3

4

)
+ 8 ·

(
3
4

)2 − 14 · 1
2
+ 20 ·

(
−3

4

)
= −11

.

Êîììåíòàðèé. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ÷èñëà ïîäõîäÿò õîòÿ áû â îäíî èç óðàâíåíèé.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

14 sin(3x)− 3 cos(3x) = 13 sin(2x)− 6 cos(2x).

Îòâåò: 2π−α−β
5
≈ 0,7570, ãäå α = arctg 14

3
, β = arctg 13

6
.
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Êîììåíòàðèé 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñïîñîáà ðåøåíèÿ è îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè îòâåò ìîæåò èìåòü ðàçíûé âèä. Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïèñàòü α è β:

α = arcctg
3

14
= arcsin

14√
205

= arccos
3√
205

=
π

2
− arcsin

3√
205

= . . .

β = arcctg
6

13
= arcsin

13√
205

= arccos
6√
205

=
π

2
− arcsin

6√
205

= . . .

Íàïðèìåð, îòâåò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

5

(
π + arcsin

3√
205

+ arcsin
6√
205

)
.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîâåðêè â îòâåòå ïðèâåäåíî ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ. Îò ó÷àñòèíèêîâ
ýòîãî, åñòåñòâåííî, íå òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé 2. Îòâåò ìîæíî óïðîñòèòü äî îäíîé îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè α = arctg 14

3
, β = arctg 13

6
, òî

tg(α + β) =
tgα + tg β

1− tgα tg β
=

14/3 + 13/6

1− 14/3 · 13/6
= −3

4
,

îòêóäà, ïîñêîëüêó α+ β ∈ (0; π), ïîëó÷àåì, ÷òî α+ β = π− arctg 3
4
, à îòâåò ðàâåí 1

5

(
π + arctg 3

4

)
. Îò

ó÷àñòíèêîâ ïîäîáíîãî óïðîùåíèÿ íå òðåáîâàëîñü.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
√
205 =

√
142 + 32 =

√
132 + 62. Ïóñòü α =

= arctg 14
3
, β = arctg 13

6
; òîãäà sinα = 14√

205
, cosα = 3√

205
, sin β = 13√

205
, cosα = 6√

205
, à óðàâíåíèå

ïðèîáðåòàåò âèä
sinα sin 6x+ cosα cos 6x = sin β sin 2x+ cos β cos 2x,

èëè cos(3x+ α) = cos(2x+ β). Ðåøåíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü[
3x+ α = 2x+ β + 2πk, k ∈ Z
3x+ α = −β − 2x+ 2πn, n ∈ Z ,

òî åñòü [
x = β − α + 2πk, k ∈ Z
x = −α−β+2πn

5
, n ∈ Z .

Ïîñêîëüêó 0 < β < α < π
2
, òî íàèìåíüøèìè ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè ñåðèé èç ñîâîêóïíîñòè

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1 = β − α + 2π è x2 =
2π−α−β

5
. Îñòàëîñü ñðàâíèòü x1 è x2. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

x2 =
2π − α− β

5
<

2π

5
< π < β − α + 2π = x1.

Çàäà÷à 7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå x3+16x2+ax+64 = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

Îòâåò: òîëüêî 64.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïàðàìåòð a ïîäõîäèò. Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà x3+16x2+ax+64 = 0 åñòü òðè ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ x1, x2, x3. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè:

x1 + x2 + x3 = −16
x1x2 + x2x3 + x3x1 = a
x1x2x3 = −64

.

Ïîñêîëüêó x1, x2, x3 îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (ïóñòü èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), òî íàé-
äóòñÿ òàêèå b è q, ÷òî x1 = b, x2 = bq, x3 = bq2. Òîãäà èç ðàâåíñòâà x1x2x3 = −64, èìååì b3q3 = −64,
îòêóäà x2 = bq = −4, x1 = −4/q, x3 = −4q.
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Òîãäà −4
(

1
q
+ 1 + q

)
= −16 (*), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé q2 − 3q + 1 = 0. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî âûðà-

æåíèÿ ðàâåí D = 32 − 4 · 1 · 1 > 0, ïîýòîìó òàêîå q, à ñ íèì è x1, x2, x3, íàéäóòñÿ. Òîãäà

a = x1x2+x2x3+x3x1 = x1x2x3

(
1

x1
+

1

x2
+

1

x3

)
= −64·

(
−q
4
− 1

4
− 1

4q

)
= 16

(
q + 1 +

1

q

)
= 4·16 = 64.

(Â ïðåäïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì (*)).

Êîììåíòàðèé. Åñòåñòâåííî, q, x1, x2, x3 ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî:

q1,2 =
3±
√
5

2
.

Âûáåðåì q ñ ¾+¿ (åñëè âûáðàòü ñ ¾−¿, òî x1 è x3 ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà îòâåò);
òîãäà

x1 =
−4 · 2
3 +
√
5
= −2(3−

√
5), x2 = −4, x3 = −2(3 +

√
5).

Ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü a, ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå ÷èñëà â âûðàæåíèå x1x2 + x2x3 + x3x1.

Çàäà÷à 8. Ïðî òåòðàýäð ABCD èçâåñòíî, ÷òî AB = 7, DC = 8, ∠BCD = ∠ADC = 75◦, ∠BDC =
∠ACD = 15◦. Âîêðóã òåòðàýäðà îïèñàíà ñôåðà. Ðàññìîòðèì íà ýòîé ñôåðå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê,
ñóììà ñôåðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê A, B, C, D íå áîëüøå 8π. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü
ýòîãî ìíîæåñòâà? Ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ñôåðå � äëèíà íàèìåíüøåé
äóãè îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè.

Îòâåò: 32π, ò.å. ïîëîâèíà ïëîùàäè ñôåðû ðàäèóñà 4.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠BCD + ∠BDC = ∠ACD + ∠ADC = 90◦, òî òðåóãîëüíèêè BCD è ACD �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé CD. Åñëè O � ñåðåäèíà îòðåçêà CD, òî ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, OA = OB = OC = OD = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû
ðàâåí 4, à òî÷êà O � å¼ öåíòð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(X, Y ) ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X è Y . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

íåîáõîäèìî íàéòè ïëîùàäü ìíîæåñòâà ω íà ñôåðå, ñîñòîÿùåãî â òî÷íîñòè èç òî÷åê M , äëÿ êîòîðûõ

d(M,A) + d(M,B) + d(M,C) + d(M,D) 6 8π. (1)

Ïîñêîëüêó CD � äèàìåòð ñôåðû, òî òî÷êè C, M è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè áîëüøîãî êðóãà;
ñëåäîâàòåëüíî, d(C,M) + d(M,D) = d(C,D) = 4π. Íåðàâåíñòâî (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

d(M,A) + d(M,B) 6 4π. (2)

Ïóñòü B1 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå B îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû O. Òàê êàê B1 è B � êîíöû
äèàìåòðà ñôåðû, òî d(B,M) + d(M,B1) = d(B,B1) = 4π. Ïîäñòàâëÿÿ d(M,B) = 4π − d(M,B1) â
íåðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì

d(M,A) 6 d(M,B1).

Òàê êàê AB = 7 6= 8, òî AB íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì, à ïîòîìó B1 6= A. Èòàê, ω åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ñôåðå, ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî îäíîé òî÷êè íà ñôåðå íå ïðåâîñõîäèò ñôåðè÷åñêîãî
ðàññòîÿíè äî äðóãîé òî÷êè íà ñôåðå. Â ñèëó ñèììåòðèè (îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ñôåðû ïåðïåíäèêóëÿðíî îòðåçêó B1A), ω � ïîëîâèíà ñôåðû è å¼ ïëîùàäü ðàâíà 1

2
·4·π·42 = 32π.

Çàäà÷à 9. Ïðî ôóíêöèè f(x) è g(x) èçâåñòíî, ÷òî f(0) = g(0) > 0 è f ′(x)
√
g′(x) = 3 äëÿ ëþáîãî

x ∈ [0; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x ∈ [0; 1], òî 2f(x) + 3g(x) > 9x.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2f(0) + 3g(0) > 0, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 2f(x) + 3g(x)− 9x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0; 1]. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî
å¼ ïðîèçâîäíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå íåîòðèöàòåëüíà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

23



ÎÌÌÎ 02.02.2020 îòâåòû è êðàòêèå ðåøåíèÿ Âàðèàíò IV

Ïåðâûé ñïîñîá, ïîäñòàíîâêà.

2f ′(x) + 3g′(x)− 9 = 2f ′(x) +
27(

f ′(x)
)2 − 9 =

(
2f ′(x) + 3

)(
f ′(x)− 3

)2(
f ′(x)

)2 > 0,

ïîñêîëüêó f ′(x), êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, íåîòðèöàòåëüíî.
Âòîðîé ñïîñîá, íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ.

2f ′(x) + 3g′(x) = f ′(x) + f ′(x) + 3g′(x) > 3 3
√
f ′(x) · f ′(x) · 3g′(x) = 9,

ãäå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ äëÿ òð¼õ ÷èñåë, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � èç óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 10. Â ñòðàíå 10 ãîðîäîâ, ìåæäó íåêîòîðûìè èç êîòîðûõ ïðîëîæåíà äîðîãà (êàæäàÿ äîðîãà
ñîåäèíÿåò ðîâíî äâà ãîðîäà, ìåæäó äâóìÿ ãîðîäàìè åñòü íå áîëåå îäíîé äîðîãè, ñìåíèòü îäíó äîðîãó
íà äðóãóþ ìîæíî òîëüêî â êàêîì-òî ãîðîäå). Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òî èç îäíîãî ãîðîäà âûõîäèò 9
äîðîã, èç îäíîãî � 8, èç äâóõ � ïî 7, èç äâóõ � ïî 6, èç äâóõ � ïî 4, èç îäíîãî � 2, èç îäíîãî � 1?

Îòâåò: Íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ãîðîäà, à ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè ïðîâåä¼ì â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé.
Áóäåì îïèñûâàòü ãðàô â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an), ãäå ai îçíà÷àåò ñòå-

ïåíü âåðøèíû i. Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë (a1, a2, . . . , an) ðåàëèçóåìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ãðàô, îïèñàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ (a1, a2, . . . , an). Â óñëîâèè ñïðàøèâàåòñÿ, ðåàëèçóåìà
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 7, 7, 6, 6, 4, 4, 2, 1).
Çàìåòèì ñëåäóþùèå äâà ïðîñòûõ ôàêòà:

1. Ïóñòü ai = 0; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an). Äëÿ ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî îòêèíóòü âåðøèíó ñ íîìåðîì i.
2. Ïóñòü ai = n − 1; òîãäà åñëè ðåàëèçóåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an), òî ðåàëèçóåìà è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (a1 − 1, a2 − 1, . . . , ai−1 − 1, ai+1 − 1, . . . , an − 1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai = n− 1, òî
âåðøèíà ñ íîìåðîì i äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
îòêèíóòü å¼ è âñå âûõîäÿùèå èç íå¼ ð¼áðà.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 7, 7, 6, 6, 4, 4, 2, 1) ðåàëèçóåìà. Ïîëüçóÿñü

ôàêòàìè 1 è 2 ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî òîãäà ðåàëèçóåìû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(7, 6, 6, 5, 5, 3, 3, 1, 0), (7, 6, 6, 5, 5, 3, 3, 1), (5, 5, 4, 4, 2, 2, 0), (5, 5, 4, 4, 2, 2), (4, 3, 3, 1, 1), (2, 2, 0, 0), (2, 2)

íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2, 2), î÷åâèäíî, íå ðåàëèçóåìà. Ïðîòèâîðå÷èå; çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9, 8, 7, 7, 6, 6, 4, 4, 2, 1) íå ðåàëèçóåìà.

Äðóãîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ðåøåíèþ ââåä¼ì ãðàô.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè (d1, d2, . . . , dn) � ñòåïåíè âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,

òî äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d1 + d2 + . . .+ dk 6 k(k − 1) + dk+1 + . . .+ dn.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñ íîìåðàìè îò 1 äî k äåëÿòñÿ íà äâà òèïà:
1. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò k + 1 äî n � òàêèõ íå áîëüøå dk+1 + . . .+ dn;
2. èäóùèå â âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 1 äî k � òàêèõ íå áîëüøå k(k−1)

2
, íî êàæäîå ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü

ïî äâà ðàçà.
Â çàäà÷å íàñ ñïðàøèâàþò, ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí (9, 8, 7, 7, 6, 6, 4, 4, 2, 1). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò, è âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ïåðâûõ 6 âåðøèí:

43 = 9 + 8 + 7 + 7 + 6 + 6 6 6 · 5 + 4 + 4 + 2 + 1 = 41,

ïðîòèâîðå÷èå.
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