А.Д. Блинков, А.В. Семенов,


г. Москва.





Турнир Архимеда.


Московская математическая регата 11 классов.


16 декабря 2000 года состоялось очередное соревнование Турнира Архимеда текущего учебного года (календарь математических соревнований ежемесячно публикуется на страницах приложения; в электронном виде – см. на сервере МЦНМО по адресу http://www.mccme.ru/olympiads). В лицее №1511 МКО была проведена математическая регата 11-х классов, в которой приняло участие 17 команд из 12 московских школ. 


Победу в соревновании одержала команда гимназии №1543 ЗАО, в числе призеров – команды школы №1189 СВАО, лицея №1511 МКО, лицея «Вторая школа» ЮЗАО и лицея - гимназии №109 МКО. 


В подготовке заданий для регаты приняли участие учителя московских школ: А.Д. Блинков, А.В. Иванищук, В.В. Кочагин, К.П. Кочетков, А.Г. Мякишев, А.В. Семенов, А.В. Спивак, И.В. Ширстова.





Первый тур (10 минут; каждая задача – 6 баллов).


1.1. Решите систему уравнений: � EMBED Equation.2  ���


1.2. Существует ли пирамида, для которой найдутся ровно семь плоскостей, каждая из которых равноудалена от всех вершин пирамиды?


1.3. Сколько существует натуральных n таких, что 2000 < � EMBED Equation.2  ��� < 2001?


Второй тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).


2.1. Решите уравнение: x2 – 5x – � EMBED Equation.2  ��� + 13 = 0.


2.2. Окружность, касающаяся гипотенузы прямоугольного треугольника и продолжений его катетов, имеет радиус R. Найдите периметр треугольника.


2.3. Написано уравнение: ... x3 + ... x2 + ... x + ... = 0 без коэффициентов. Двое по очереди ставят коэффициенты (действительные числа). Второй игрок стремится к тому, чтобы хотя бы один корень уравнения был целым. Может ли первый ему в этом помешать? 


Третий тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).


3.1. Р(x) = x3 – 6x2 + 12x – 7. Укажите какую-нибудь прямую, на которой график Р(x) отсекает равные отрезки. 


3.2. АВСА1В1С1 – прямая треугольная призма. Ее сечение ВСА1 имеет площадь Q. Найдите объем призмы, если расстояние от С1 до плоскости этого сечения равно h.


3.3. При каких натуральных n число A = 1313...13 (всего 2n цифр) делится на 63?


Четвертый тур (20 минут; каждая задача – 8 баллов).


4.1. При каких значениях а система уравнений � EMBED Equation.2  ���имеет единственное решение?


4.2. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC угол A – прямой, E – точка пересечения диагоналей, точка F – основание перпендикуляра, опущенного из E на сторону АB. Найдите (CFE, если (DFE = (.


4.3. Последовательные нечетные числа сгруппированы следующим образом: 1; (3; 5); (7; 9; 11); (13; 15; 17; 19)… Чему равна сумма чисел в n - ой группе?


Пятый тур (25 минут; каждая задача – 9 баллов).


5.1. Р(x) = (x – 4)((x – 3)((x – 2)((x – 1)(x((x + 1)((x + 2)((x + 3)((x + 4). Найдите сумму коэффициентов при четных степенях Р((x).


5.2. В треугольнике ABC: (C = 10(, (B = 20(. Вне треугольника выбрана точка M так, что треугольник CMB – правильный (точки M и А лежат в разных полуплоскостях относительно ВС). Найдите (MAB и (MAC.


5.3. Не используя микрокалькулятор, сравните значения выражений: arcsin(arccosm) и arccos(arcsinm), если � EMBED Equation.2  ��� 





Ответы и решения.


� EMBED PBrush  ���


1.1. Можно заметить, что x > 0 и y > 0. Тогда, применив неравенство о средних и использовав первое уравнения системы, получим: � EMBED Equation.2  ���. Так как (z(R cos2z ( 0, то из второго уравнения следует, что x + y = 2 и cosz = 0. 


Ответ: x = y = 1; z = � EMBED Equation.2  ���.


Рис. 1


1.2. Да, существует, например, произвольный тетраэдр (см. рис. 1). Плоскости, указанные в условии, проходят либо через середины любых трех ребер (таких плоскостей – четыре), либо параллельно двум скрещивающимся ребрам на одинаковом расстоянии от них (таких плоскостей – три). 


1.3. 2000 < � EMBED Equation.2  ��� < 2001 ( 20002 < n < (2000 + 1)2 ( 20002 < n < 20002 + 2(2000 + 1. Ответ: 4000. 


2.1. I способ. x2 – 5x – � EMBED Equation.2  ��� + 13 = 0 ( (x2 – 6x + 9) + (x – � EMBED Equation.2  ��� +4) = 0 ( (x – 3)2 + (� EMBED Equation.2  ���– 2)2 =0 ( � EMBED Equation.2  ��� Следовательно, уравнение не имеет решений. 


� EMBED PBrush  ���


Рис. 2


II способ. x2 – 5x – � EMBED Equation.2  ��� + 13 = 0 ( x2 – 5x + 13 = � EMBED Equation.2  ��� ( (x – 2,5)2 + 6,75 = � EMBED Equation.2  ���. Построим графики обеих частей уравнения в одной системе координат (см. рис. 2). Докажем, что эти графики не пересекаются. Наименьшее значение квадратного трехчлена равно 6,75 и достигается при x = 2,5 (вершина параболы). При этом же значении x: � EMBED Equation.2  ���( � EMBED Equation.2  ��� При x > 2,5 обе функции возрастают, но квадратичная растет быстрее. Отсутствие точек пересечения на [0; 2,5) – очевидно. Ответ: (. 


� EMBED PBrush  ���


2.2. Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС, в котором угол С – прямой, и окружность, указанную в условии (ее называют вневписанной). Соединим О – центр окружности с точками K и N ее касания с прямыми АС и ВС соответственно; M – точка касания окружности с гипотенузой АВ (см. рис. 3). Так как (C = 90(, (OK)((AC), (ON)((BC) и OK = ON = R, то CKON – квадрат. Используя свойство касательных, проведенных к окружности из одной точки, получим, что AK = AM и BN = BM: Тогда, P(ABC = AC + BC + AB = AC + AM + BC + BM = (AC + AK) + (BC + BN) = CK + CN = 2R.


Рис. 3


2.3. Нет, не может. Одна из возможных стратегий второго игрока: ставить коэффициенты, соответственно равные коэффициентам первого игрока, на «симметричные места». Уравнение ax3 + bx2 + bx + a = 0 имеет целый корень: –1. 


Другая возможная стратегия основана на том, что уравнение ax3 + bx2 + cx + d = 0 имеет корень 1, если a + b + c + d = 0. Второй игрок может добиться выполнения этого равенства, независимо от того, какими были три первых хода, выбрав оставшийся коэффициент противоположно сумме трех предыдущих. В частном случае можно, например, получить такое уравнение: ax3 – ax2 + bx – b = 0.


� EMBED PBrush  ���


Рис. 4


3.1. Запишем данный многочлен в виде: Р(x) = (x – 2)3 + 1. Тогда, график многочлена Р(x) может быть получен из графика функции y = x3 параллельным переносом (см. рис. 4) на � EMBED Equation.2  ���. Так как О (0; 0) является центром симметрии графика y = x3, то M (2; 1) – центр симметрии графика Р(x). Любая прямая, проходящая через центр симметрии графика Р(x) и пересекающая этот график, обладает свойством, указанным в условии, например, y = x – 1. 


� EMBED PBrush  ���


Отметим, что центром симметрии произвольной кубической параболы, уравнение которой Р(x) = ax3 + bx2 + cx + d, является ее точка перегиба, имеющая абсциссу x0 = � EMBED Equation.2  ���. Этот факт можно доказать либо непосредственными алгебраическими преобразованиями, использовав определение центральной симметрии, либо заметив, что график произвольного кубического трехчлена может быть получен из графика функции y = x3 с помощью композиции двух преобразований на координатной плоскости: растяжения (сжатия) от оси x, при котором О(0; 0) является неподвижной точкой, и параллельного переноса.


3.2. Из точки С1 проведем перпендикуляр C1K к плоскости сечения (см. рис. 5). По условию, C1K = h; обозначим: CC1 = H. (((ВСА1); (ABC)) = (((CC1); (C1K)) = (, так как угол между двумя плоскостями равен углу между прямыми, соответственно им перпендикулярными. � EMBED Equation.2  ��� = SАВС(H = (� EMBED Equation.2  ���( cos()((h : cos() = Qh. 


Рис. 5


Другой возможный способ решения: провести, например, отрезок ВС1, и, тем самым, разбить данную призму на три равновеликие пирамиды A1C1BC, A1C1BB1 и A1ABC, каждая из которых имеет объем � EMBED Equation.2  ���Qh.


3.3. Для того, чтобы число делилось на 63, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 7 и на 9. Сумма цифр числа A равна (1 + 3)n = 4n; н.о.д.(4; 9) = 1, значит, A кратно 9 т. и т. т., когда n кратно 9. Число 131313 делится на 7, что можно проверить непосредственно делением в столбик или получить из более общего факта: � EMBED Equation.2  ��� = 10101(� EMBED Equation.2  ��� = 3(7(13(37(� EMBED Equation.2  ���. Следовательно, n = 9k, где k(N.


4.1. Заметим, что, если (x0; y0) является решением данной системы, то и (–x0; y0) также является ее решением. Для того, чтобы решение системы было единственным, необходимо, чтобы x = 0. Подставив это значение во второе уравнение системы, получим, что y = (1, тогда, из первого уравнения, а = 0 или а = 2 соответственно.


Проверим достаточность полученных условий. 


1) При а = 0 запишем данную систему в виде: � EMBED Equation.2  ���Из второго уравнения следует, что |x| ( 1 и |y| ( 1. При x([–1; 1] |x| – x2 = |x|((1 – |x|) ( 0, 2|x| ( 1, поэтому из первого уравнения получим, что y ( 1. Значит, y = 1, тогда x = 0, то есть, решение – единственное. 


2) При а = 2 получим: � EMBED Equation.2  ���Кроме (0; –1) решениями системы также являются: (1; 0) и (–1; 0). Эти решения легко подобрать, если, например, решать систему графически. Таким образом, при а = 2 система имеет более одного решения. 


Ответ: при а = 0.


4.2. I способ. Построим трапецию ABC1D1, симметричную данной относительно прямой AB (см. рис. 6). Е1 – точка пересечения отрезков AC1 и BD1 симметрична точке Е. В любой трапеции отношение расстояний от точки пересечения диагоналей до оснований равно отношению длин этих оснований. Расстояния от точек Е и F до оснований BC и AD соответственно равны, кроме того, BC : AD = C1C : D1D, то есть, F является точкой пересечения диагоналей трапеции D1DCC1. Следовательно, (CFE = (D1FE1 = (DFE = (.


� EMBED PBrush  ���


Рис. 6


II способ. Так как треугольники ЕВС и EDA подобны и расстояния от точек Е и F до оснований BC и AD соответственно равны, то BC : AD = BF : AF. Следовательно, подобны также треугольники CBF и DAF, значит, (CFE = (BCF = (ADF = (DFE = (.


4.3. Группа с номером N будет содержать n чисел. Количество предшествующих нечетных чисел равно: 1 + 2 + ... + (n – 1) = � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, искомую сумму S можно найти следующим образом: от суммы первых � EMBED Equation.2  ��� нечетных чисел отнять сумму первых � EMBED Equation.2  ��� нечетных чисел. Сумма первых k нечетных чисел равна: � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, � EMBED Equation.2  ��� 


Другим возможным способом решения является угадывание или подбор ответа с последующим доказательством его справедливости с помощью метода математической индукции.


� EMBED PBrush  ���


5.1. Применив формулу для вычисления производной произведения, получим: Р((x) = (x – 3)((x – 2)((x – 1)(x((x + 1)((x + 2)((x + 3)((x + 4) + (x – 4)((x – 2)((x – 1)(x((x + 1)((x + 2)((x + 3)((x + 4) + ... + (x – 4)((x – 3)((x – 2)((x – 1)(x((x + 1)((x + 2)((x + 3). Пусть Р((x) = � EMBED Equation.2  ���, тогда Р((1) = � EMBED Equation.2  ���, а Р((–1) = � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, искомая сумма равна � EMBED Equation.2  ���(Р((1) + Р((–1)) = � EMBED Equation.2  ���(–3((–2)((–1)(1(2(3(4(5 + (–5)((–4)((–3)((–2)((–1)(1(2(3) = –6(5! = –6! = –720.


5.2. Проведем окружность с центром в точке M и радиусом МВ (см. рис. 7). На этой же окружности лежат точки B и А, так как MB = MC и (А = 180( – ((C + (B) = 150(. То есть, M – центр окружности, описанной около (ABC. Проведя отрезок MA, и применив теорему об угле, вписанном в окружность, получим, что (ВMA = 20(; (CMA = 40(. Значит, (MAB = 80(, (MAC = 70(.


Рис. 7


5.3. Докажем, что при данном значении m, оба выражения имеют смысл. На � EMBED Equation.2  ��� синус возрастает, а косинус убывает, � EMBED Equation.2  ���, поэтому, � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, 0 < cos1 < m < sin1 < 1. Так как функция y = arcsinx возрастает на [–1; 1], то arcsin(cos1) < arcsinm < arcsin(sin1) ( � EMBED Equation.2  ��� – arccos(cos1) < arcsinm < 1 ( � EMBED Equation.2  ��� – 1 < arcsinm < 1. Аналогично, так как функция y = arccosx убывает на [–1; 1], то arccos(sin1) < arccosm < arccos(cos1) ( � EMBED Equation.2  ��� – arcsin(sin1) < arccosm < 1 ( � EMBED Equation.2  ��� – 1 < arccosm < 1. 


Для сравнения значений данных выражений воспользуемся тем, что при x((0; 1) arcsinx > x. (Это неравенство получается из неравенства sinx < x при x((0; � EMBED Equation.2  ���) применением свойств взаимно обратных функций.) Получим, что arcsinm > m, значит, arccos(arcsinm) < arccosm, так как арккосинус – убывает. Используя то же самое неравенство при x = arccosm, получим, что arcsin(arccosm) > arccosm. Следовательно, arcsin(arccosm) > arccos(arcsinm).
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