А.Д. Блинков, А.В. Семенов,


г. Москва.





Турнир Архимеда.


Московская математическая регата 7 классов.


10 марта 2001 года состоялось очередное соревнование Турнира Архимеда текущего учебного года (календарь математических соревнований ежемесячно публикуется на страницах газеты; в электронном виде – см. на сервере МЦНМО по адресу http://www.mccme.ru/olympiads). В школе №218 МКО была проведена математическая регата 7-х классов, в которой приняло участие рекордное количество команд: тридцать две, которые представляли 18 школ Москвы и Подмосковья. Впервые участвовали две команды, представлявшие учащихся математических кружков.


Победу в соревновании одержала команда лицея «Вторая школа» ЮЗАО, в числе призеров – обе команды кружков Малого Мехмата, команда гимназии №1514 ЮЗАО, школы №218, и школы №1101 ЮЗАО. 


В подготовке заданий для регаты приняли участие учителя московских школ: А.Д. Блинков, Ю.А. Блинков, А.З. Гурвиц, А.В. Семенов, Л.Е. Федулкин, П.В. Чулков, Е. Шершнев, Н.В. Якунина. Наряду с задачами, составленными специально, были использованы задачи Санкт-Петербургских математических олимпиад, а также задачи Р.К. Гордина, Р.Г. Женодарова и И.Ф. Шарыгина.





Первый тур (10 минут; каждая задача – 6 баллов).


� EMBED PBrush  ���


1.1. При каких значениях m уравнения mx – 1000 = 1001 и 1001x = m – 1000x имеют общий корень?


1.2. Куб сложен из 27 одинаковых кубиков (см. рис.). Сравните площадь поверхности этого куба и площадь поверхности фигуры, которая получится, если из него вынуть все «угловые» кубики.


1.3. Назовем натуральное число «замечательным», если оно самое маленькое среди натуральных чисел с такой же, как у него, суммой цифр. Чему равна сумма цифр две тысячи первого замечательного числа?


Второй тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).


2.1. Докажите, что � EMBED Equation.2  ���.


2.2. Через вершины А и С треугольника АВС проведены прямые, перпендикулярные биссектрисе угла АВС. Они пересекают прямые СВ и ВА в точках К и М соответственно. Найдите длину АВ, если ВМ = 8 см, KC = 1 см и АВ > ВС.


2.3. В клетках шахматной доски записаны в произвольном порядке натуральные числа от 1 до 64 (в каждой клетке записано ровно одно число и каждое число записано ровно один раз). Может ли в ходе шахматной партии сложиться ситуация, когда сумма чисел, написанных в клетках, занятых фигурами, ровно вдвое меньше суммы чисел, записанных в клетках, свободных от фигур?


Третий тур (20 минут; каждая задача – 8 баллов).


� EMBED PBrush  ���


3.1. Вася задумал три различные цифры, отличные от нуля. Петя записал все возможные двузначные числа, в десятичной записи которых использовались только эти цифры. Сумма записанных чисел равна 231. Найдите цифры, задуманные Васей.


3.2. Дана пирамида АВСD (см. рис.). Известно, что (ADB = (DBC; (ABD = (BDC; (BAD = (ABC. Найдите площадь поверхности пирамиды (сумму площадей четырех треугольников), если площадь треугольника АВС равна 10 см2.


3.3. На острове проживают 1234 жителя, каждый из которых либо рыцарь (который всегда говорит правду) либо лжец (который всегда лжет). Однажды, все жители острова разбились на пары, и каждый про своего соседа по паре сказал: «Он – рыцарь!», либо «Он – лжец!». Могло ли в итоге оказаться, что тех и других фраз произнесено поровну?


Четвертый тур (25 минут; каждая задача – 9 баллов).


4.1. Расположите в порядке возрастания числа: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���. Ответ обоснуйте.


4.2. Отрезки АС и BD пересекаются в точке О. Периметр треугольника АВС равен периметру треугольника АВD, а периметр треугольника ACD равен периметру треугольника BCD. Найдите длину АО, если ВО = 10 см.


4.3. Какое наибольшее количество прямоугольников 4(1 можно разместить в квадрате 6(6 (не нарушая границ клеток)?





Ответы и решения.


� EMBED PBrush  ���


1.1. Корнями данных уравнений являются числа � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� соответственно. � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� ( m2 = 20012 ( m = (2001. Ответ: при m = (2001.


Рис. 1


1.2. Пусть АВСDA1B1C1D1 – один из «угловых» кубиков (см. рис. 1). Тогда, ровно три его грани, имеющие общую вершину (например, А1), принадлежат поверхности куба. Если этот кубик вынуть, то вместо этих граней на поверхности полученной фигуры образуются три таких же грани (к ним прилегали оставшиеся три грани вынутого кубика с общей вершиной D). 


Ответ: площади поверхностей фигур равны.


1.3. Так как все «замечательные» числа в десятичной записи имеют различные суммы цифр, то две тысячи первое замечательное число имеет сумму цифр 2001. Ответ: 2001.


� EMBED PBrush  ���


2.1. Вычислим: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���, сумма остальных дробей в левой части неравенства – положительна, значит, значение левой части больше, чем � EMBED Equation.2  ���.


Рис. 2


2.2. В треугольниках ABK и MBC биссектрисы одновременно являются и высотами (см. рис. 2), поэтому эти треугольники – равнобедренные. Так как АВ > ВС, то точка M лежит на стороне АВ, а точка K – продолжении стороны ВС. Значит, BC = BM = 8 (см); AB = BK = BC + CK = 9 (см). Ответ: AB = 9 см.


2.3. Рассмотрим сумму всех чисел: 1 + 2 + ... + 63 + 64 = (1 + 64)(32 = 65(32. Для того, чтобы выполнялось условие задачи, необходимо, чтобы эта сумма была кратна трем, но это невозможно, так как ни 65, ни 32 не делится на 3. Ответ: не может.


Одна из команд Малого Мехмата предложила иной вариант  решения: 


Рассмотрим все  остатки при делении данных чисел на 3. Двадцать одно из этих чисел кратно трем; еще двадцать одно число при делении на 3 дает остаток 2, а остаток 1 при делении на 3 имеют двадцать два числа. Следовательно, указанная сумма не может быть кратна трем.


3.1. Пусть а, b и с – три цифры, задуманные Васей. Существует девять двузначных чисел, в десятичной записи которых используются только эти цифры: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���. Найдем их сумму, разложив каждое из чисел в виде суммы разрядных слагаемых: (10a + a) + (10b + b) + (10c + c) + (10a + b) + (10b + a) + (10a + c) + (10c + a) + (10b + c) + (10c + b) = 33a + 33b + 33c = 33(a + b + c). По условию, 33(a + b + c) = 231, то есть, a + b + c = 7. Существует единственная тройка различных и отличных от нуля цифр, сумма которых равна 7. Ответ: Вася задумал цифры 1; 2 и 4.


3.2. Используя признаки равенства треугольников, докажем, что все грани пирамиды – равные треугольники. 1) (ADB = (CBD (II признак равенства треугольников), следовательно, AD = BC и AB = CD. 2) (ADB = (ACB (I признак равенства треугольников). 3) (ABС = (CDA (III признак равенства треугольников). Следовательно, все четыре треугольника имеют одинаковые площади. Ответ: 40 см2.


3.3. Ответ: нет, не могло. Предположим, что описанная ситуация возможна, тогда, каждая из фраз произнесена по 1234 : 2 = 617 раз. При любом разбиении жителей на пары существует только три возможных вида пар: 1) два рыцаря; 2) два лжеца; 3) рыцарь и лжец. В парах первого и второго вида каждый произнес: «Он – рыцарь!», а в парах третьего вида каждый произнес: «Он – лжец!». Таким образом, каждая из фраз произнесена четное количество раз, что противоречит тому, что их должно быть по 617.


4.1. Сначала рассмотрим показатели степеней с основанием 2 и сравним их: � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ��� = 16 < 222 < � EMBED Equation.2  ��� = 484 < 512 = � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, � EMBED Equation.2  ���< � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���. Затем, оценим остальные степени: � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ��� > � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���= � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ответ: � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���< � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED PBrush  ���


Рис. 3


4.2. Так как PABC = PABD, то АС + ВС = AD + BD (см. рис. 3). Аналогично, так как PACD = PBCD, то АС + AD = BC + BD. Приведем второе равенство к виду АС – BC = BD – AD и сложим его с первым: 2АС = 2BD, то есть, АС = BD. Значит, AD = BC, следовательно, (ADB = (BСА (по III признаку равенства треугольников), следовательно, (ABD = (BAC, то есть, (AОB – равнобедренный; АО = ВО = 10 см. Ответ: 10 см.


4.3. Ответ: 8. Один из примеров расположения – см. рис. 4. 


Для доказательства того, что невозможно расположить больше, раскрасим квадрат в четыре цвета так, чтобы любой прямоугольник располагался на четырех клетках, закрашенных в различные цвета (см. рис. 5). Клеток, имеющих цвет №4 будет только 8, поэтому и прямоугольников можно разместить не более восьми. 


Другой вариант доказательства – раскраска квадрата в два цвета (см. рис. 6). При такой раскраске любой прямоугольник располагается на двух черных и двух белых клетках. Но, при такой раскраске, черных клеток – 20, а светлых – только 16, поэтому больше восьми прямоугольников в данном квадрате расположить невозможно.
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Рис. 4


Рис. 5


Рис. 6
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