А.Д. Блинков, А.В. Семенов,

г. Москва.



Турнир Архимеда.

Московская математическая регата 9 классов.

25 ноября 2000 года состоялось первое соревнование Турнира Архимеда текущего учебного года (календарь математических соревнований ежемесячно публикуется на страницах приложения; в электронном виде – см. на сервере МЦНМО по адресу http://www.mccme.ru/olympiads). В школе №7 Юго-Западного округа была проведена математическая регата 9-х классов, в которой приняло участие 27 команд из 19 школ г. Москвы и Московской области. Правила проведения математических регат и принципы составления заданий были неоднократно опубликованы: см., например, приложение «Математика», №49/99 или №14/00. 

Победу в соревновании одержала первая команда гимназии №1514 ЮЗАО, в числе призеров – вторая команда этой же гимназии и команды школ №91 ЦАО, №5 г. Долгопрудного, №109 МКО и №1101 ЮЗАО. 

В подготовке заданий для регаты приняли участие учителя московских школ: А.В. Алферов, А.Д. Блинков, Ю.А. Блинков, А.А. Волкова, М.М. Горшкова, В.А. Гугнин, А.З. Гурвиц, К.П. Кочетков, А.В. Семенов, А.В. Спивак, Л.Е. Федулкин.



Первый тур (10 минут; каждая задача – 6 баллов).
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1.1. Решая задачу: «Какое значение принимает выражение x2000 + x1999 + x1998 +

+ 1000x1000  +1000x999 + 1000x998 + 2000x3 + 2000x2 + 2000x + 3000 (x – действительное число), если x2 + x + 1 = 0?», Вася получил ответ 3000. Прав ли Вася? Ответ обосновать.

1.2. Являются ли подобными два прямоугольника: картина в рамке и картина без рамки, если ширина рамки всюду одинакова (см. рис.1)? 

Рис. 1

1.3. Дано число: 123456789101112 ... . Какая цифра стоит на 2000-м месте?



Второй тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).

2.1. Квадратный трехчлен ax2 + bx + c не имеет корней и а + b + c > 0. Найдите знак коэффициента с. 

2.2. Биссектриса треугольника делит одну из его сторон на отрезки 3 см и 5 см. В каких границах изменяется периметр треугольника?

2.3. Назовем натуральное число «замечательным», если оно – самое маленькое среди всех натуральных чисел с такой же, как у него, суммой цифр. Сколько существует трехзначных «замечательных» чисел?



Третий тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).

3.1. На координатной плоскости изобразите все точки, координаты которых являются решениями уравнения: y2 – |y| = x2 – |x|. 

3.2. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки E, F и G – середины сторон AB, BC и AD соответственно, причем, GE(AB, GF(BC. Найдите угол ACD.

3.3. Тридцать студентов с пяти курсов придумали 40 задач для олимпиады, причем однокурсники – одинаковое количество задач, а студенты с разных курсов – разное. Сколько студентов придумало по одной задаче?



Четвертый тур (20 минут; каждая задача – 8 баллов).

4.1. Докажите, что если каждое из двух чисел является суммой квадратов двух целых чисел, то и их произведение является суммой квадратов двух целых чисел.

4.2. Диагонали равнобокой трапеции АВСD с боковой стороной АВ пересекаются в точке Р. Верно ли, что центр окружности, описанной около трапеции, лежит на окружности, описанной около треугольника ABP?

Корни уравнения x2 + ax + 1 = b – целые, отличные от нуля, числа. Докажите, что число a2 + b2 является составным.



Пятый тур (25 минут; каждая задача – 9 баллов).

5.1. Про квадратный трехчлен f(x) = ax2 – ax + 1 известно, что |f(x)| ( 1 при 0 ( x ( 1. Найдите наибольшее возможное значение а.

5.2. Дан тупоугольный треугольник АВС. На стороне АС, лежащей против тупого угла, укажите такие точки D, что отрезок BD является средним геометрическим отрезков AD и CD. 

5.3. Докажите, что среди чисел вида 19991999 ... 199900 ... 0 найдется хотя бы одно, которое делится на 2001.



Ответы и решения.

1.1. Ответ: нет, не прав. Трехчлен x2 + x + 1 не имеет действительных корней. Следовательно, при заданном условии вычислить значение выражения невозможно. 
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1.2. Пусть a и b – измерения меньшего прямоугольника, x – ширина рамки. Если два данных прямоугольника подобны, то � EMBED Equation.2  ���. Решая пропорцию, получим, что ax = bx. Так как x > 0, то равенство выполняется только, если a = b. 

Ответ: прямоугольники подобны тогда, и только тогда, когда они являются квадратами.

Рис. 2

1.3. Найдем, с какого момента в десятичную запись данного числа начнут входить трехзначные числа: 2000 – 9(1 – 90(2 = 1811. 1811:3 = 603 (остаток 2), то есть, на 2000-м месте стоит вторая цифра 604-го по счету трехзначного числа. Это число – 703, поэтому, искомая цифра – 0.
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2.1. Данный трехчлен не имеет корней, значит, его график не пересекает ось x. Так как y(1) = а + b + c  > 0, то график располагается в верхней полуплоскости (см. рис. 2), следовательно, y(0) = с > 0.

Рис. 3

2.2. Пусть BD – биссектриса треугольника АВС, AD = 3 см; CD = 5 см (см. рис. 3). По свойству биссектрисы треугольника, AB = 3x см, BC = 5x см, где x – коэффициент пропорциональности. Периметр треугольника равен: P = 8 + 8x = 8(x + 1) см. Применив неравенство треугольника, получим: 5x – 3x < 8 < 5x + 3x ( 1 < x < 4. Следовательно, 16 < P < 40. 
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Ответ: периметр треугольника больше 16 см, но меньше 40 см. 

2.3. «Замечательными» являются трехзначные числа, сумма цифр которых находится в границах от 19 до 27 (меньшую сумму цифр могут иметь двузначные или однозначные числа). Следовательно, трехзначных «замечательных» чисел – девять.

3.1. y2 – |y| = x2 – |x| ( y2 – x2 = |y| – |x| ( (|y| – |x|)((|y| + |x|) = |y| – |x| ( (|y| – |x|)((|y| + |x| – 1) = 0 ( |y| + |x| = 1 или |y| = |x|. Ответ: см. рис. 4.

Рис. 4
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3.2. Так как каждый из отрезков GE и GF является одновременно высотой и медианой в треугольниках AGB и BGC соответственно (см. рис. 5), то DG = AG = BG = CG. Следовательно, G – центр окружности, описанной около данного четырехугольника. (ACD = 90(, так как это вписанный угол, опирающийся на диаметр окружности. 

Рис. 5

3.3. Выберем пять студентов, по одному с каждого курса. Так как количество придуманных ими задач – различно, то этими студентами придумано не менее, чем 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 задач. Тогда, остальные 25 студентов придумали не более, чем 40 – 15 = 25 задач. То есть, каждый из них придумал по одной задаче, следовательно, всего по одной задаче придумали 26 человек. 
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4.1. Пусть, x = a2 + b2; y = c2 + d2, где а, b, c и d – целые числа. Тогда, xy = (a2 + b2)((c2 + d2) = a2c2 + b2c2 + a2d2 + b2d2 = (a2c2 + 2abcd + b2d2) + (b2c2 – 2abcd + a2d2) = (ac + bd)2 + (bc – ad)2, что и требовалось доказать (числа ac + bd и bc – ad являются целыми).

Рис. 6

� EMBED PBrush  ���

4.2. Ответ: верно. Пусть О – центр окружности, описанной около трапеции (см. рис. 6). Тогда, по свойству угла, вписанного в окружность, (AOB = 2(ADB = (PAD + (PDA = (APB (так как трапеция – равнобокая). Из равенства углов AOB и APB следует, что точки A, B, О и P лежат на одной окружности, значит, O лежит на окружности, описанной около треугольника ABP. 

Рис. 7

4.3. Запишем данное квадратное уравнение в стандартном виде: x2 + ax + (1 – b) = 0. По теореме Виета: x1 + x2 = – a, x1(x2 = 1 – b, где x1 и x2 – корни данного уравнения. Значит, a = – (x1 + x2), b = 1– x1(x2. Следовательно, a2 + b2 = (x1 + x2)2 + (1– x1(x2)2 = x12 + x22 + 1 + x12(x22 = 

= (x12 + 1)((x22 + 1). Полученное число является составным, так как, если x1 и x2 – целые, то каждый из множителей принимает целое значение, отличное от единицы.
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5.1. Так как f(0) = f(1) = 1, то графиком трехчлена является парабола, симметричная относительно прямой x = 0,5 (см. рис. 7). Из условия |f(x)| ( 1 при 0 ( x ( 1 следует, что «ветви» параболы направлены вверх, а наибольшее значение а достигается в случае, когда наименьшее значение функции равно –1. Из того, f(0,5) = –1, получаем, что а = 8. 

Рис. 8

5.2. Рассмотрим окружность, описанную около треугольника АВС (см. рис. 8). На стороне АС выберем произвольную точку М. На луче BM от точки М отложим отрезок MK, равный BM. Через точку K проведем прямую, параллельную АС, которая пересечет окружность в двух точках, P1 и P2. D1 и D2 – точки пересечения хорд BP1 и BP2 с отрезком АС, которые делят эти хорды пополам (теорема Фалеса). Они и будут искомыми, так как для каждой из них выполняется равенство DA(DC = DB(DP, из которого, учитывая, что DB = DP, получаем, что BD2 = AD(CD. 

5.3. Рассмотрим 2002 числа вида: 1999; 19991999; 199919991999 ... Среди них найдутся хотя бы два числа, имеющие одинаковые остатки от деления на 2001 (так как существует ровно 2001 остаток от деления на 2001). Тогда, разность этих двух чисел делится на 2001 и является числом, имеющим требуемый в условии вид.
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