1.1. (6 баллов) Сколько корней имеет уравнение �EMBED Equation.2���?


Ответ: пять.


�EMBED Equation.2��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. 


Таким образом, корнями данного уравнения являются числа: –1,5; –0,5; 0,5; 1,5; 2. 
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1.2. (6 баллов) В треугольнике АВС проведены перпендикуляры к стороне АВ в точке В и к стороне АС в точке С, которые пересекаются в точке А1. Аналогично, В1 – точка пересечения перпендикуляра к стороне АВ в точке А и к стороне ВС в точке С, а С1 – точка пересечения перпендикуляра к стороне АС в точке А и к стороне ВС в точке В. Докажите, что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке.


Рис. 1 


Рассмотрим четырехугольник AB1CB (см. рис. 1). Так как (B1AB = (B1CB = 90(, то этот четырехугольник – вписанный, причем ВВ1 – диаметр окружности, которая совпадает с окружностью, описанной около треугольника АВС. Аналогично, СС1 и АА1 также являются диаметрами окружности, описанной около треугольника АВС. Все диаметры окружности пересекаются в одной точке – центре окружности.





1.3. (6 баллов) На какую наибольшую степень двойки делится число 32003 + 1?


Ответ: на вторую.


Первый способ. Сумма двух одинаковых нечетных степеней раскладывается на множители по формуле �EMBED Unknown���. Применяя эту формулу к сумме 32003 + 12003, получим первый множитель 4, а второй множитель – нечетное число.


Второй способ. Используя формулу бинома Ньютона для выражения (2 + 1)2003, получим: 32003 + 1 = (2 + 1)2003 + 1 = 22003 + 2003�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�22002 + … +�EMBED Unknown����SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�23 + �EMBED Unknown����SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�22+ 2003�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2 + 1 + 1 = 22003 + 2003�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�22002 + … +1001�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2003�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�22 + 2004�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2 = 4�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�(22001 + 2003�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�22000 + … + 1001�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2003 + 1002). Так как все слагаемые в скобках – четные числа, за исключением предпоследнего, то значение выражения, стоящего в скобках – нечетное число.


Третий способ. 9 �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 12�є� 1 (mod 8) �SYMBOL 222 \f "Symbol" \s 12�Ю� 32003 = 3�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�32002 = 3�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�91001�SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 12�є� 3�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�11001 = 3 �SYMBOL 222 \f "Symbol" \s 12�Ю� 32003 + 1 �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 12�є� 4 (mod 8), то есть, данное число кратно 4, но не кратно 8.





2.1. (7 баллов) Известно, что число p является корнем уравнения � EMBED Equation.2  ���. Найдите значение выражения � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: 2003. 
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Из условия следует, что � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���, поэтому, � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, � EMBED Equation.2  ���.





2.2. (7 баллов) Существует ли правильный многоугольник, одна из диагоналей которого равна сумме двух других?


Рис. 2а


Ответ: да, существует.


Рассмотрим, например, правильный двенадцатиугольник А1А2...А12, вписанный в окружность (см. рис. 2а). Соединив его вершины через одну, получим правильный шестиугольник А1А3...А11, в котором сторона (то есть, диагональ двенадцатиугольника) будет равна радиусу описанной около него окружности. 


Сумма длин двух таких диагоналей равна длине диаметра А1А7 описанной окружности, который, в свою очередь, является большей диагональю двенадцатиугольника.
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Другой возможный пример: рассмотрим правильный девятиугольник А1А2...А9, вписанный в окружность (см. рис. 2б), и докажем, что для него выполняется равенство: A1A2 + A2A4 = A2A7. 


Рис. 2б


Геометрическое доказательство. Пусть A1A2 = a, A2A4 = b, A1A4 = A4A7 = A7A1 = c, A2A7 = d. Для вписанного четырехугольника A1A2A4A7 по теореме Птолемея, получим: ac + bc = dc ( a + b = d, что и требовалось доказать. 


Тригонометрическое доказательство. Пусть R – радиус окружности. Так как A1A2 = 2R(sin20(, A2A4 = 2R(sin40(, A2A7 = 2R(sin80(, то доказываемое равенство равносильно равенству sin20( + sin40( = sin80(. Полученное равенство верно, так как sin20( + sin40( = 2sin30(cos10( = cos10( = sin80(.


Понятно, что если построены примеры для правильных девятиугольника и двенадцатиугольника, то диагонали, удовлетворяющие условию, есть в любых правильных многоугольниках, количество сторон которых кратно 9 или 12. 





2.3. (7 баллов) Про функцию f(x) известно, что при любых а и b выполняется равенство: � EMBED Equation.2  ���. Верно ли, что f(x) – четная функция?


Ответ: верно.


Из условия следует, что функция f(x) определена для всех х и �EMBED Unknown���. Так как при любых b �EMBED Unknown���, то f(x) – четная функция.





3.1. (7 баллов) Решите уравнение: x4 + 4xy2 + 2y4 + 1 = 0.


Ответ: (–1; –1); (–1; 1). 


Пусть y2 = z ( 0. Получим уравнение 2z2 + 4xz + (x4 + 1) = 0, которое можно считать квадратным относительно переменной z. � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, квадратное уравнение имеет корни тогда, и только тогда, когда � EMBED Equation.2  ���. 


При � EMBED Equation.2  ��� получим уравнение z2 + 2z + 1 = 0, решением которого является z = –1. То есть, в этом случае исходное уравнения корней не имеет.


При � EMBED Equation.2  ��� получим уравнение z2 – 2z + 1 = 0, решением которого является z = 1. Следовательно, y = (1.





3.2. (7 баллов) Существуют ли прямоугольник и точка S (не обязательно лежащая в его плоскости) такие, что расстояния от точки S до вершин прямоугольника в каком - либо порядке равны 1, 3, 5 и 7?
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Ответ: нет.


Рис. 3


Предположим, что существует прямоугольник ABCD (E – точка пересечения его диагоналей) и точка S, удовлетворяющие условию (см. рис. 3). На продолжении отрезка SE за точку Е отложим отрезок EF, равный SE, и соединим точки S и F с вершинами прямоугольника. Тогда четырехугольник SAFC – параллелограмм. По свойству диагоналей параллелограмма: 2(SA2 + SC2) = SF2 + AC2. Аналогично, 2(SB2 + SD2) = SF2 + BD2. Учитывая, что АС = BD, получим, что SA2 + SC2 = SB2 + SD2. Данные числа 1, 3, 5 и 7 не удовлетворяют этому равенству, в каком бы порядке мы их не взяли.


Фактически при решении задачи была построена пирамида FABCD, симметричная пирамиде SABCD относительно точки Е. 





3.3. (7 баллов) Верно ли, что существует бесконечное множество натуральных чисел, которые нельзя представить в виде суммы двух квадратов натуральных чисел?


Ответ: верно.


Квадрат любого натурального числа при делении на 4 дает в остатке либо 0, либо 1. Действительно, если n – четно, то есть, n = 2k, где k(N, то n2 = 4k2 – кратно 4. Если n – нечетно, то есть, n = 2k – 1, где k(N, то n2 = 4k2 – 4k + 1 = 4(k2 – k) + 1 – остаток 1 при делении на 4. Поэтому, сумма квадратов двух натуральных чисел при делении на 4 может иметь остатки: 0, 1 или 2. Следовательно, все числа вида 4m + 3, где m(N, не представимы в виде суммы двух квадратов натуральных чисел.





4.1. (8 баллов) Известно, что для сторон а, b и с треугольника АВС выполняется равенство: а + b = 3c. Найдите � EMBED Equation.2  ���, где А и B – углы, противолежащие сторонам а и b соответственно.


Ответ: 2.
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Рис. 4


Первый способ. Рассмотрим окружность радиуса r, вписанную в данный треугольник АВС. Соединим ее центр О с вершинами А и В треугольника, а точки касания окружности со сторонами обозначим A’, B’ и С’ (см. рис. 4). По свойству касательных, проведенных из одной точки к окружности, получим, что AB’ = AC’ = x; BA’ = BC’ = y. Тогда x = р – а; y = p – b, где p – половина периметра треугольника АВС. 


Так как АО и ВО – биссектрисы углов А и В соответственно, то из треугольников АОС’ и BOC’ получим, что �EMBED Equation.2���; �EMBED Equation.2���. Так как � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� – площадь треугольника АВС, то � EMBED Equation.2  ���. Тогда �EMBED Equation.2���. (Отметим, что полученное соотношение справедливо для любого треугольника!)


По условию, а + b = 3c, поэтому, � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, �EMBED Equation.2���. 


Второй способ. Из равенства а + b = 3c следует, что � EMBED Equation.2  ���, где R – радиус окружности, описанной около АВС. Используя следствие из теоремы синусов, получим, что � EMBED Equation.2  ���. 


Преобразуем полученное тригонометрическое равенство: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Так как � EMBED Equation.2  ���, то получим, что � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Так как � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, то �EMBED Equation.2���.
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4.2. (8 баллов) Точка М – середина стороны ВС выпуклого четырехугольника АВСD, (АМD = 120(. Докажите, что АВ + � EMBED Equation.2  ���BC + CD ( AD.


Рис. 5


Пусть точка N симметрична точке B относительно прямой AM, а точка K симметрична точке С относительно прямой MD (см. рис. 5). 


Так как (АМD = 120(, то (AMN + (DMK = (BMA + (CMD = 60°. Кроме того, NM = MB = MC = MK. Таким образом, (MNK – равносторонний, поэтому NK = � EMBED Equation.2  ���BC. АВ + � EMBED Equation.2  ���BC + CD = АN + NK + KD ( AD, что и требовалось доказать.





4.3. (8 баллов) Вася записал по кругу несколько натуральных чисел, так что любые два соседних числа различаются на единицу. После этого он подсчитал сумму A всех чисел, которые больше каждого из двух своих соседей и сумму B всех чисел, которые меньше каждого из двух своих соседей. Эти две суммы Вася сообщил Пете. Сможет ли Петя по числам A и B установить количество чисел, записанных по кругу?


Ответ: да, сможет. 


Назовем числа, входящие в первую сумму, «пиками», а числа, входящие во вторую сумму, – «впадинами». Выберем какой-нибудь пик X1, и будем двигаться от него по кругу, например, по часовой стрелке. Числа будут уменьшаться до тех пор, пока мы не попадем во впадину Y1. Количество чисел от «пика» до «впадины» будет равно X1 – Y1 (если считать «пик», но не считать «впадину»). Продолжим движение по кругу, пока не попадем на следующий пик X2. Количество чисел от «впадины» до нового «пика» равно X2 – Y1 (если считать «впадину», но не считать «пик»). 


Пусть общее количество «пиков» равно n, тогда количество «впадин» также n. Продолжая движение по кругу и подсчет чисел, получим, что искомое количество чисел равно: (X1 – Y1) + (X2 – Y1) + (X2 – Y2) + (X3 – Y2) + …+ (Xn – 1 – Yn – 1) + (Xn – Yn – 1) + (Xn – Yn) + (X1 – Yn) = 2(X1 + X2 + … + Xn– Y1 – Y2 – … –Yn) = 2(A – B). Таким образом, зная числа А и В, можно определить количество чисел на окружности.





5.1. (9 баллов) Докажите, что из любых пяти чисел можно выбрать два числа x и y таких, что выполняется неравенство: � EMBED Equation.2  ���.


Введем обозначения: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, (, � EMBED Equation.2  ���, причем, без ограничения общности можно считать, что � EMBED Equation.2  ���. Тогда, согласно принципу Дирихле, среди чисел � EMBED Equation.2  ��� найдутся два числа, разность между которыми не превышает � EMBED Equation.2  ���. Действительно, если промежуток длиной ( разбить на четыре равные части, то из пяти чисел � EMBED Equation.2  ��� хотя бы два окажутся в одной части. Эти два числа обозначим � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, причем � EMBED Equation.2  ���. 


Пусть � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, тогда �EMBED Equation.2���, причем �EMBED Equation.2���, откуда �EMBED Equation.2���. Следовательно, �EMBED Equation.2���, что и требовалось доказать.
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5.2. (9 баллов) В выпуклом четырехугольнике АВСD Е – точка пересечения диагоналей. � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, AD = 3. Найдите ВС.


Ответ: BC = 3.


Рис. 6


Пусть АВСD – данный четырехугольник (см. рис. 6). Так как SABE = SDCE, то SABD = SACD, следовательно, AD || BC. Пусть SAED = x, тогда, так как SADE : SABE = DE : BE = SDCE : SBCE и � EMBED Equation.2  ���, то SBCE = � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, SABCD = 2 + x + � EMBED Equation.2  ���. По условию � EMBED Equation.2  ���, то есть, 2 + x + � EMBED Equation.2  ��� ( 4 ( x + � EMBED Equation.2  ��� ( 2 ( x = 1. Это означает, что SABCD = 4, причем SAED = SBCE = 1 = SABE = SDCE. Следовательно, ABCD – параллелограмм, поэтому, BC = AD = 3.
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Рис. 7


5.3. (9 баллов) Внутри квадрата со стороной 1 располагается некоторая ломаная длиной 1000, не имеющая самопересечений. Существует ли прямая, имеющая общие точки не менее, чем с пятьюстами звеньями этой ломаной?


Ответ: существует.


Рассмотрим данный квадрат АВСD и произвольное звено MK данной ломаной длины р (см. рис. 7). Сумма длин ортогональных проекций этого звена на стороны AD и СD квадрата равна: ОМ + OK ( р. Следовательно, сумма длин проекций всех звеньев ломаной на стороны AD и СD не менее 1000, значит, хотя бы на одну из этих сторон – не менее 500. Поскольку длина стороны квадрата равна 1, а сумма длин проекций на нее всех звеньев ломаной не менее 500, то на этой стороне найдется точка, которая принадлежит не менее чем пятистам проекциям. Прямая, проходящая через эту точку перпендикулярно выбранной стороне, является искомой.
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