1.1. (6 баллов) Решите неравенство: � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: все действительные числа кроме числа –1.


Так как � EMBED Equation.2  ���, то, используя верное неравенство � EMBED Equation.2  ���, получим, что данное неравенство выполняется при всех значениях x, при которых входящие в него выражения имеют смысл. То есть, множеством решений этого неравенства являются все значения x кроме � EMBED Equation.2  ���.
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1.2. (6 баллов) В треугольнике АВС биссектрисы AD и СE пересекаются в точке О; (АВС = 60(. Докажите, что OD = OE.


Рис. 1


Пусть АВС – данный треугольник, AD и СE – его биссектрисы (см. рис. 1). Из условия (АВС = 60( следует, что � EMBED Equation.2  ���. Так как (DOE + (DBE = 180(, то четырехугольник BDOE – вписанный. 


О – точка пересечения биссектрис треугольника АВС, значит, ВО – биссектриса угла АВС, поэтому она делит дугу ED пополам. Так как равные дуги окружности стягиваются равными хордами, то OD = OE, что и требовалось доказать.





1.3. (6 баллов) Пусть f(x) – некоторая функция, определенная на всей числовой прямой. Известно, что функция f(f(x)) – возрастающая. Верно ли, что функция f(x) – монотонная?


Ответ: нет, не верно.


Например, функция � EMBED Equation.2  ��� не является монотонной, но f(f(x)) = x –возрастающая функция.





2.1. (7 баллов) Найдите все целые решения уравнения � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: (0; 2002).


Исходное уравнение равносильно системе: � EMBED Equation.2  ���. По условию, x – целое число, поэтому � EMBED Equation.2  ��� – также целое. 


Рассмотрим уравнение � EMBED Equation.2  ���. Для того, чтобы оно имело целые решения необходимо, чтобы � EMBED Equation.2  ��� являлось полным квадратом. Так как второе слагаемое, в свою очередь, при целых значениях y является полным квадратом, то следующее за ним натуральное число является квадратом тогда и только тогда, когда � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. В этом случае, � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���, то есть, � EMBED Equation.2  ���.





2.2. (7 баллов) В треугольной пирамиде АВСD ребра АВ и CD имеют длины а и b соответственно. Найдите сумму квадратов длин двух отрезков, один из которых соединяет середины АС и BD, а другой – середины ВС и AD.


Ответ: � EMBED Equation.2  ���.


Пусть в пирамиде АВСD точки M, N, Q и Р – середины ребер АС, BD, ВС и AD соответственно (см. рис. 2). Так как MQ – средняя линия в �SYMBOL 68 \f "Symbol" \s 12�D�ABC, то MQ || AB и MQ = � EMBED Equation.2  ���. 


� EMBED PBrush  ���


Рис. 2


Аналогично, NP || AB и NP = � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, MNPQ – параллелограмм, причем MP = QN = � EMBED Equation.2  ���. 


В параллелограмме сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов сторон, следовательно, MN2 + PQ2 = MQ2 + MP2 + PN2 + NQ2 = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.





2.3. (7 баллов) Саша вычислил значение 2002!. В числе, полученном Сашей, Андрей слева направо поставил знаки действий: между первой и второй цифрами знак «–», между второй и третьей цифрами знак «+», между третьей и четвертой – «–», и так далее, до конца. Затем, Саша вычислил результат этих действий. В полученном Сашей числе Андрей опять поставил между цифрами знаки «–» и «+» по такому же правилу. Саша опять вычислил результат, и так далее. После некоторого количества таких операций было получено однозначное число. Какое?


Ответ: 0.


Число 2002! кратно 11. Известно, что число кратно 11 тогда и только тогда, когда разность двух сумм цифр в его десятичной записи: стоящих на нечетных местах и стоящих на четных местах, кратна 11. Поэтому, комбинация цифр, составленная Андреем, опять дает число кратное 11, и так далее. Таким образом, каждое из чисел, получаемых в результате описанных операций, кратно 11. Существует единственное однозначное число, кратное 11, – это число 0.





3.1. (7 баллов) Для действительных чисел x, y и z выполняются два условия: x + y + z = 5 и xy + yz + zx = 8. Докажите, что � EMBED Equation.2  ���.


Выразим из первого условия, например, переменную y через x и z: � EMBED Equation.2  ��� и подставим во второе равенство. Получим, что � EMBED Equation.2  ���. Это условие можно рассматривать как квадратное уравнение относительно переменной z с параметром x: � EMBED Equation.2  ���. Такое уравнение имеет решения, если � EMBED Equation.2  ���. 


Решив это квадратичное неравенство, получим, что � EMBED Equation.2  ���, что и требовалось доказать.
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Рис. 3а


3.2. (7 баллов) Десять точек A1, A2, ..., A10 делят окружность единичного радиуса на 10 равных дуг. Найдите разность: A1A4 – A1A2.


Ответ: 1.


Последовательно соединив данные точки отрезками, получим правильный десятиугольник, вписанный в окружность. Так как равные дуги окружности стягиваются равными хордами, то A1A2A3A4 – равнобокая трапеция. Внутренний угол правильного десятиугольника имеет величину 144(, поэтому углы этой трапеции – 144( и 36(. 


Далее укажем два способа решения: «геометрический» и «тригонометрический». 


Первый способ. Соединим точки A1, A3 и A4 с точкой О – центром окружности (см. рис. 3а). K – точка пересечения отрезков A1A4 и ОА3. Каждая из данных равных дуг имеет величину 36(, поэтому, (ОА3A4 = (ОА4A3 = 72(. Следовательно, треугольники OKA4 и KА4A3 – равнобедренные, значит, A1A4 – A1A2 = A1A4 – A4K = A1K. 


Так как (ОА1A4 = (ОА4A1 = 36(; (OKA1 = 72(, то треугольник OA1K – также равнобедренный, поэтому A1K = A1O = 1.
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Рис. 3б


Второй способ. Пусть A1A2 = a, тогда, проведя в трапеции A1A2A3A4 высоты A2K и А3H, получим, что A1A4 = a + 2a�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�cos36�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� (см. рис. 3б). Значит, A1A4 – A1A2 = (a +2a�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�cos36�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�) – a = 2a�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�cos36�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�. 


Из формулы � EMBED Equation.2  ���, выражающей сторону правильного n - угольника через радиус описанной окружности, получим, что a = 2sin18�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, тогда 2a�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�cos36�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� = 2cos36�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°��SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 12�Ч�2sin18�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = 1.





3.3. (7 баллов) На окружности единичного радиуса произвольным образом отмечено 100 точек. Верно ли, что на этой окружности обязательно найдется еще одна точка, сумма расстояний от которой до всех отмеченных, не меньше ста?


Ответ: да, верно.


Пусть А1, А2, …, А100 – отмеченные точки. Выберем на окружности какие - либо две диаметрально противоположные точки M и K. Применив неравенство треугольника для каждого из (АiMK, получим, что для любой из точек Аi, где i = 1, 2, … 100, справедливо, что AiM + AiK �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�і� MK = 2. 


При сложении этих ста неравенств получим, что сумма расстояний от всех отмеченных точек до точек M и K не меньше, чем 200. Следовательно, сумма расстояний хотя бы от одной из точек M или K до всех отмеченных не меньше ста.





4.1. (8 баллов) Решите уравнение: � EMBED Equation.2  ���


Ответ: 0; � EMBED Equation.2  ���. 


Первый способ. Пусть � EMBED Equation.2  ���, тогда получим систему уравнений: � EMBED Equation.2  ���. Вычитая из первого уравнения второе, получим: � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. 


В первом случае получим уравнение � EMBED Equation.2  ���, корнями которого являются числа 0 и � EMBED Equation.2  ���. Уравнение � EMBED Equation.2  ��� решений не имеет, так как неполный квадрат любых двух чисел принимает только неотрицательные значения.


К такому же результату можно прийти, если сразу указать, что � EMBED Equation.2  ��� является корнем данного уравнения, а в случае, когда � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� вместо вычитания уравнений полученной системы разделить одно из них на другое. 


Второй способ. Преобразуем данное уравнение: � EMBED Equation.2  ��� Тогда его можно записать в виде � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���. 


Полученное равенство � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� означает, что функцией, обратной к � EMBED Equation.2  ���является она сама. Графики взаимно обратных функций, построенные в одной системе координат, симметричны относительно прямой y = x, при этом, так как функция � EMBED Equation.2  ��� является возрастающей (сумма возрастающих функций), то пересекаться эти графики могут только на указанной прямой. Следовательно, корнями исходного уравнения являются только корни уравнения � EMBED Equation.2  ���, а именно, числа 0 и � EMBED Equation.2  ���.


Отметим, что для этого способа решения существенным условием является возрастание функции � EMBED Equation.2  ���. 


Существуют убывающие функции, графики которых пересекаются с графиками им обратных функций в точках, не лежащих на прямой y = x. Например, система уравнений � EMBED Equation.2  ��� помимо одного решения вида (t; t) имеет еще два решения: � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, причем обнаружить эти точки пересечения путем построения графиков можно только в том случае, если выбран очень крупный масштаб!





4.2. (8 баллов) Диагональ ВD вписанного четырехугольника АВСD является биссектрисой угла AВC. Найдите площадь этого четырехугольника, если BD = 6 см, (АВС = 60(.


Ответ: � EMBED Equation.2  ��� см2.
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Так как равные дуги окружности стягиваются равными хордами, то в данном четырехугольнике АВСD AD = DC (см. рис. 4).


Рассмотрим поворот с центром D на угол АDC по часовой стрелке. При таком повороте: образами точек А и B являются точки С и B’ соответственно, то есть, образом треугольника ABD является равный ему треугольник CB’D. 


Так как четырехугольник АВСD – вписанный, то �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Р�BCD +�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Р�BAD = 180(, значит точки B, C и B�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў� лежат на одной прямой. Таким образом, четырехугольник АВСD и треугольник BDB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў� – равновелики. 


Рис. 4


Так как в треугольнике BDB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў�: DB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў� = DB = 6 см; �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Р�B�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў� = �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Р�B = 30�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, то SABCD = S(BDB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў�= � EMBED Equation.2  ���.





4.3. (8 баллов) Из бесконечной последовательности � EMBED Equation.2  ��� выберите 6 чисел, которые составляют арифметическую прогрессию.


Ответ: Например, � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���.


Рассмотрим последовательность дробей � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; ...; � EMBED Equation.2  ���, которая является арифметической прогрессией с разностью � EMBED Equation.2  ���. Для того, чтобы эти дроби входили в заданную бесконечную последовательность необходимо и достаточно, чтобы знаменатель Р был кратен каждому из числителей. 


Пусть а1 = d = 1, тогда число Р кратно каждому из чисел: 1, 2, ..., n – 1. Таким образом, для того, чтобы выбрать n чисел, удовлетворяющих условию, достаточно выбрать Р = n!. В нашем случае выбраны числа: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.





5.1. (9 баллов) Решите уравнение: � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: � EMBED Equation.2  ���, где n(Z.


Преобразуем данное уравнение к виду: � EMBED Equation.2  ���. Заметим, что � EMBED Equation.2  ��� не являются решениями этого уравнения, так как если � EMBED Equation.2  ���, то и � EMBED Equation.2  ���, что одновременно невозможно. Аналогично, � EMBED Equation.2  ��� также не являются решениями данного уравнения.


Рассмотрим функцию � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���. Так как для этих значений t � EMBED Equation.2  ���, то на каждом из промежутков � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� функция � EMBED Equation.2  ��� возрастает. Кроме того, эта функция при � EMBED Equation.2  ��� принимает только отрицательные значения, а при � EMBED Equation.2  ���– только положительные, поэтому никакое значение � EMBED Equation.2  ��� из одного промежутка не может совпасть ни с каким из значений � EMBED Equation.2  ��� из другого промежутка.


Таким образом, функция � EMBED Equation.2  ��� принимает каждое из своих значений ровно при одном значении аргумента. Значит, из того, что � EMBED Equation.2  ��� следует, что � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���, где n – целое число.
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Рис. 5


5.2. (9 баллов) В основании пирамиды, имеющей объем V, лежит параллелограмм. Длины боковых ребер этой пирамиды различны и отличны от длин ребер основания. Найдите объем треугольной пирамиды, составленной из боковых граней данной пирамиды.


Ответ:0,5V.


Пусть SABCD – данная пирамида (см. рис. 5). Построим отрезок SK, параллельный и равный отрезку ВС. Тогда SKCB – параллелограмм, значит KC = SB. SKDA – также параллелограмм, поэтому, SA = KD. Таким образом, (SKС = (SBС; (SKD = (SAD; (KСD = (SBA, следовательно, SKCD – искомая треугольная пирамида.


VSKCD = VSBCD, так как их основания равны (�SYMBOL 68 \f "Symbol" \s 12�D�SKC = �SYMBOL 68 \f "Symbol" \s 12�D�SBC), а высоты, проведенные в этих пирамидах из вершины D, совпадают. Так как VSBCD = 0,5V, то VSKCD = 0,5V.


Указанное построение треугольной пирамиды не является единственно возможным, но так как боковые ребра данной пирамиды различны и не равны ребрам основания, то все пирамиды, которые можно составить из боковых граней данной пирамиды, будут равны. 


В частности, можно строить искомую треугольную пирамиду, используя в качестве «неподвижной» не грань SCD, а на любую другую боковую грань. 





5.3. (9 баллов) Найдите наибольшее и наименьшее значения выражения � EMBED Equation.2  ���, если � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: наименьшее – � EMBED Equation.2  ���; наибольшее – � EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ��� = x ( 0; � EMBED Equation.2  ��� = y ( 0; � EMBED Equation.2  ��� = z ( 0. Тогда, по условию, x2 + y2 + z2 = 4(a + b + c) + 3 = 7. Найдем наименьшее и наибольшее значения суммы S = x + y + z при неотрицательных значениях переменных x, y и z. 


Укажем два способа решения: «алгебраический» и «геометрический». 


Первый способ. 1) S2 = (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz = 7 + 2(xy + yz + xz) ( 7, так как xy + yz + xz ( 0. Равенство достигается, например, при x = y = 0; z = � EMBED Equation.2  ���. 


Следовательно, наименьшее значение S, а значит, и данного выражения, равно � EMBED Equation.2  ��� (например, если а = b = –0,25; c = 1,5).


2) Используя неравенство о среднем арифметическом и среднем квадратичном трех чисел, получим: � EMBED Equation.2  ���, причем равенство достигается тогда и только тогда, когда x = y = z. 


Следовательно, наибольшее значение S, а значит, и данного выражения, равно � EMBED Equation.2  ��� (при а = b = c = � EMBED Equation.2  ���). 


Второй способ. Уравнение x2 + y2 + z2 = 7 в декартовой системе координат задает сферу с центром в точ
