1.1. (6 баллов) Какие значения может принимать выражение (а|b| – b|a|)((b|c| – c|b|)((c|a| – a|c|), где а, b и с – действительные числа?


Ответ: 0. 


Если хотя бы одно из чисел: a, b или с равно 0, то ответ 0 – очевиден. 


Предположим, что среди этих чисел нет нулей, тогда, среди них можно выбрать два числа одного знака. Пусть, например, числа a и b имеют одинаковый знак. Тогда, � EMBED Equation.2  ���, в чем несложно убедиться, рассмотрев два случая: 1) � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���; 2) � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Таким образом, в данном произведении хотя бы один из множителей равен 0, то есть, значение данного выражения равно 0.





1.2. (6 баллов) Существует ли прямоугольный треугольник, который можно разрезать на три равных треугольника?


Ответ: существует, например, прямоугольный треугольник с острым углом 30(.


� EMBED PBrush  ���


Рис. 1 


Рассмотрим (АBC с прямым углом С, в котором (ABC = 30( (см. рис. 1). Проведем биссектрису АK этого треугольника и из точки K опустим перпендикуляр KD на гипотенузу. 
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Прямоугольные треугольники AKC и AKD равны, так как (CAK = (DAK = 30(, а AK – их общая гипотенуза, а прямоугольные треугольники BKD и AKD равны, так как (DBK = (DAK = 30(, а DK – их общий катет. Следовательно, указанный треугольник АBC разрезан на три равных треугольника, что и требовалось доказать.


Другие прямоугольные треугольники, обладающие указанным свойством, составителям неизвестны.





1.3. (6 баллов) При каком наименьшем значении n число � EMBED Equation.2  ��� кратно 17?


Ответ: при n = 16. 


Запишем число, десятичная запись которого состоит из нескольких двоек, и будем делить его «в столбик» на 17 до тех пор, пока на очередном шаге не получим остаток 0. При этом, двойки в делимом дописываются по необходимости. Получится следующий пример:





2.1. (7 баллов) Двое рабочих могут успеть за день либо напилить пять поленниц дров, либо наколоть восемь таких поленниц. Какое наибольшее количество дров они могут напилить, чтобы успеть наколоть их в тот же день?


Ответ: � EMBED Equation.2  ��� поленницы.


Первый способ. Пусть x – искомое количество дров. На распиливания одной поленницы уходит � EMBED Equation.3  ��� дня, а на то, чтобы затем ее наколоть – � EMBED Equation.3  ��� дня, поэтому, на обработку x пленниц будет затрачено � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� дней соответственно. Так как вся работа должна быть сделана за день, то � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� ( 1. Решая это неравенство, получим, что x ( � EMBED Equation.2  ���. Это означает, что наибольшее количество дров, которое можно распилить, а затем –наколоть, составляет � EMBED Equation.2  ��� поленницы.


Второй способ. Заметим, что оптимальная организация работы состоит в том, чтобы работать без пауз. Так как НОК (5; 8) = 40, то найдем, за какое время (при наилучшей организации работы) рабочие напилят и наколют 40 поленниц дров. Исходя из условия, 40 поленниц дров рабочие будут 8 дней пилить и 5 дней колоть. Следовательно, всю работу они сделают за 13 дней, значит, за день они смогут полностью обработать � EMBED Equation.2  ��� поленницы.





��
�
Рис. 2�
�
2.2. (7 баллов) Найдите угол А треугольника АВС, если он равен одному из углов между биссектрисами, проведенными из вершин В и С.


Ответ: 60(.


Пусть СЕ – биссектриса (ВСА; BF – биссектриса (ABC; D – точка их пересечения (см. рис. 2). Введем обозначения: (А = (, (ABC = 2(, (ВСА = 2(. Исходя из условия, требуется рассмотреть два случая:


1) Если (А = (BDC, то из (АВС ( = 180( ( (2( + 2(), а из (BDC ( = 180( ( (( + (). Значит, ( + ( = 0, то есть, этот случай невозможен. 


2) Если (А = (BDЕ, то из (АВС ( = 180( ( 2 (( + () и ( = ( + (, так как (BDЕ – внешний для (BDC. Следовательно, ( = 180( ( 2(, то есть, ( = 60(.





2.3. (7 баллов) Найдите наименьшее число, записываемое одними единицами, которое кратно стозначному числу, записываемому одними тройками.


Ответ: � EMBED Equation.2  ���.


Так как � EMBED Equation.2  ��� и эти множители – взаимно просты, то искомое число N должно быть кратно каждому из них. 


Для того, чтобы число N было кратно трем, необходимо, чтобы сумма цифр в его десятичной записи делилась на 3, то есть, количество единиц в записи числа N должно быть кратно трем. 


Для того, чтобы число N было кратно второму сомножителю, необходимо, чтобы количество единиц в его десятичной записи делилось на 100. Предположим, что это не так, тогда разобьем число, десятичная запись которого содержит только единицы, слева направо на группы по сто цифр в каждой (в последней группе может оказаться k цифр, где k ( 100):


11...11 = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Тогда, если k < 100, то записанное число не делится на � EMBED Equation.2  ���, значит, и N не делится на это число.


Таким образом, количество единиц в десятичной записи числа N должно быть не менее трехсот, причем число � EMBED Equation.2  ���, очевидно, удовлетворяет условию. 





3.1. (8 баллов) Сравните дроби: � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


Ответ: � EMBED Equation.2  ���. 


Первый способ. Используем следующие свойства дробей: 1) если числитель и знаменатель дроби умножить на одно и то же, отличное от нуля, число, то значение дроби не изменится; 2) если к числителю и знаменателю правильной дроби прибавить одно и то же положительное число, то значение дроби увеличится. 


Поэтому, � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���. Можно и короче: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���.


Второй способ. Для того, чтобы сравнить данные дроби, достаточно сравнить числа � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. 


Пусть � EMBED Equation.2  ���, тогда � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, X – Y = � EMBED Equation.2  ���, поэтому X < Y, значит, � EMBED Equation.2  ���.





3.2. (8 баллов) А и В – фиксированные точки на плоскости. Укажите геометрическое место точек М этой плоскости, для которых А, В и М являются вершинами равнобедренного треугольника.


� EMBED PBrush  ���


Ответ: объединение двух окружностей с центрами в точках А и В и радиусами, равными АВ, и серединного перпендикуляра а к отрезку АВ с «выколотыми» точками А, В, С, A1 и B1 (см. рис. 3).


Искомые точки М могут являться как вершинами, противолежащими основанию равнобедренного треугольника, так и концами основания.


Рис. 3 


1) Точка М является вершиной равнобедренного треугольника АВМ с основанием АВ тогда и только тогда, когда она равноудалена от точек А и В, но не лежит на отрезке АВ. Следовательно, М принадлежит серединному перпендикуляру а к отрезку АВ, но не совпадает с точкой С – серединой этого отрезка.


2) Точка М является вершиной равнобедренного треугольника АВМ с основанием ВМ тогда и только тогда, когда она удалена от точки А на расстояние АВ, но не лежит на прямой АВ. Следовательно, М принадлежит окружности с центром в точке А и радиусом АВ, но не совпадает с точками В или В1, где B1 – точка, симметричная точке В относительно А.


Аналогично, точка М является вершиной равнобедренного треугольника АВМ с основанием АМ тогда и только тогда, когда она принадлежит окружности с центром в точке B и радиусом АВ, но не совпадает с точками A или A1, где A1 – точка, симметричная точке А относительно В.


Таким образом, искомое геометрическое место точек является объединением полученных фигур.





3.3. (8 баллов) Известно, что числа 2n + 1 и 3n + 1, где n – натуральное число, являются точными квадратами. Может ли число 5n + 3 быть простым?


Ответ: нет, не может.


Так как число 2n + 1 является точным квадратом, то точным квадратом является и число 8n + 4 = 4((2n + 1). Пусть 8n + 4 = m2; 3n + 1 = k2, где m и k – натуральные числа, тогда 5n + 3 = (8n + 4) – (3n + 1) = m2 – k2 = (m + k)(m – k).


Предположим, что m – k = 1, то есть, m = k + 1. Тогда, используя очевидное неравенство k2 + 1 ( 2k, получим: 5n + 3 = 2k + 1 ( k2 + 2 = 3n + 3, что невозможно ни при каких натуральных n. 


Таким образом, m – k ( 1, то есть, при любых натуральных n число 5n + 3 – составное.











4.1. (9 баллов) Является ли простым или составным число 49 + 610 + 320?


Ответ: составным. 


Преобразуем: � EMBED Equation.2  ���. Следовательно, данное число является составным.





4.2. (9 баллов) В равнобедренном треугольнике АВС угол В, противолежащий основанию, равен 20(. На стороне АВ отмечена точка D так, что BD = AC. Найдите угол АCD.


Ответ: (АCD = 70(.


Пусть АВС – данный треугольник. Вычислим углы при основании: (А = (В = (180( ( 20() : 2 = 80(. Дальнейшие рассуждения требуют дополнительных построений, которые могут различаться, но так или иначе используют равенство: 80( ( 20( = 60(.


Первый способ.�
Второй способ.�
�
Построим равносторонний (АМС (см. рис. 4а), тогда (АВМ = (СВМ (по III признаку), следовательно, (АВМ = 10(. 


Так как (ВАМ = 20( = (DВС, то (DBC = (MAB (по I признаку), значит, (ВСD = (АВМ = 10(.


Следовательно, (АCD = 80( ( 10( = 70(.�
Построим последовательно точки Е, F и D’ так, что АС = CE = EF = FD’ (см. рис. 4б).


Последовательно вычисляем углы: (АЕС = 80(; (АСЕ = 20(; (ЕСВ = 60(; (СЕF = (CFE = 60(; (D’EF = 40(; (ED’F = 40(; (D’FB = 40( – 20( = 20(, следовательно, BD’ = D’F = AC, то есть, точка D’ совпадает с данной точкой D. 


Так как (DFC – равнобедренный, то (DCF = 20( : 2 = 10(, тогда (АCD = 80( ( 10( = 70(.�
�
��
��
�
Рис. 4а�
Рис. 4б�
�
Третий способ.�
Четвертый способ.�
�
Достроим (АBC до параллелограмма АВFC и построим равносторонний треугольник BMF (см. рис. 4в). Тогда, из равенства треугольников DBC и МВС (по I признаку), следует, что (DCB = (MCB = (MCF = 10(, следовательно, (АCD = 80( ( 10( = 70(.�
Построим перпендикуляры к АС в точках А и С и отложим (ABF = (ABЕ = 20( (см. рис. 4г). Тогда, (EBF = 60( и (ABF = (CBE (по II признаку), значит, (FBE – равносторонний. 


(BCD = (BCE (по I признаку), (BCD = 90( ( 80( = 10(, следовательно, (АCD = 80( ( 10( = 70(.�
�
��
��
�
Рис. 4в�
Рис. 4г�
�
Пятый способ.�
Шестой способ.�
�
Вне треугольника АВС построим равносторонний треугольник АСК и проведем DM (( AK (см. рис. 4д). 


Тогда, (АDМ = 180( ( 80( ( 60( = 40(; (BMD = 40( ( 20( = 20(. Следовательно, DМ = DВ = АС = AK, то есть, ADMK – параллелограмм. Значит, (DМК = 180( ( 40( = 140(; (СМК = 20( =(СКМ; МС =КС = АС = DM. Тогда, (DCМ = 20( : 2 = 10(, следовательно, (АCD = 80( ( 10( = 70(.�
Построим равносторонний треугольник АМС, соединим точки М и D, а на стороне ВС выберем точку K так, чтобы KD = BD (см. рис. 4е). Тогда, СMDK – параллелограмм, поэтому, (АDМ = (АBС, (DАM = 80( ( 60( = 20(; значит, АМ = MD. Таким образом, MDКС – ромб; (DСК = 0,5(МСD = 10(; следовательно, (АCD = 60( + 10( = 70(.�
�
��
��
�
Рис. 4д�
Рис. 4е�
�



4.3. (9 баллов) Заведующая библиотекой, увидев, что 8 томов «Малой энциклопедии козлов» стоят в беспорядке, указала на это библиотекарю. Тот в ответ заявил: «Беспорядок – небольшой, так как каждый том стоит либо на своем месте, либо на соседнем». Сколькими способами можно расставить тома энциклопедии в соответствии с этим условием?


Ответ: 34 (считая и тот случай, когда все тома стоят на своем месте).


Решим более общую задачу. Пусть энциклопедия состоит из n томов. Количество расстановок n-томной энциклопедии, удовлетворяющих условию задачи, обозначим Sn. Рассмотрим варианты расстановки последнего тома энциклопедии. 


Если мы его поставим на свое место, то остальные n – 1 томов можно поставить на первые n – 1 мест Sn – 1 способом. Если же мы поставим n-ый том на n – 1-е место, то n-ое место мы обязаны занять n – 1-ым томом, при этом количество расстановок остальных n – 2-х томов на первые n – 2 места равно Sn – 2. 


Таким образом, Sn = Sn – 1 + Sn – 2. Ясно, что S1 = 1, S2 = 2 (два тома можно либо поставить правильно, либо поменять местами). Далее, S3 = S2 + S1 = 2 + 1 = 3; S4 = 3 + 2 = 5; S5 = 5 + 3 = 8; S6 = 8 + 5 = 13; S7 = 13 + 8 = 21; S8 = 21 + 13 = 34.


Числовая последовательность (Sn), полученная в процессе решения задачи, называется последовательностью чисел Фибоначчи. Она задается начальными условиями S1 = 1; S2 = 2 и рекуррентным соотношением Sn = Sn – 1 + Sn – 2 для всех n > 2, то есть, каждый член этой последовательности, начиная с третьего, равен сумме двух предшествующих.
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