1.1. К простому числу прибавили 400 и получили квадрат натурального числа. Каким могло быть исходное простое число?

Ответ: 41.

Пусть р – искомое простое число, тогда р + 400 = n2, где n – натуральное. Следовательно, р = n2 – 400 ( р = (n – 20)(n + 20). Так как 
n
 + 20 
–
 натуральное
 число
, 
отличное от 1, 
а число
 
р 
–
 прост
ое
, 
то
 
n – 20
 
= 1
. Значит, n = 21, 
тогда 
р
 
=
 41
.
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1.2. СA и СB – касательные к окружности в точках A и B соответственно, AD – ее диаметр. Прямые DB и AС пересекаются в точке E. Докажите, что С – середина отрезка AE.


Рис. 1а
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Первый способ. Соединим центр О данной окружности с точками В и С (см. рис. 1а). Из равенства прямоугольных треугольников ОАС и ОВС следует, что ОС – биссектриса внешнего угла АОВ треугольника ВОD. Так как (ВОD – равнобедренный (ОB = OD), то ОС||BD, тогда, по теореме Фалеса, С – середина отрезка АЕ, что и требовалось доказать.


Рис. 1б


Второй способ. Соединим точки А и В, тогда (АВD = 90(, так как этот угол – вписанный и опирается на диаметр окружности (см. рис. 1б). Так как СA = СB, то в прямоугольном треугольнике АВЕ точка С, лежащая на гипотенузе АЕ, равноудалена от вершин А и В. Значит, эта точка лежит на серединном перпендикуляре к катету АВ, то есть, является серединой гипотенузы, что и требовалось доказать.





1.3. Можно ли число 2002 представить в виде суммы двух натуральных слагаемых, произведение которых делится на 2002?

Ответ: нет, нельзя.

Пусть 2002 = m + n, где m и n – натуральные числа, причем mn делится на 2002. Разложим 2002 на простые множители: 2002 = 2(7(11(13. Так как mn делится на 2002 и 2 – простое число, то хотя бы одно из чисел m или n делится на 2, а так как их сумма также кратна 2, то каждое из этих чисел делится на 2. 



Аналогичными рассуждениями получим, что каждое из чисел m и n делится также на 7, на 11 и на 13. Таким образом, каждое из них делится на 2002, но тогда их сумма больше чем 2002. Полученное противоречие показывает, что искомое представление невозможно.







2.1. Докажите, что при 
всех 
x > 0, y > 0 
выполняется неравенство 
� EMBED Equation.2  
�
�
�.


Если x > 0, y > 0, то � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Последнее неравенство выполняется при всех положительных значениях x и y, поэтому, 
выполняется
 и данное неравенство.

Можно также составить частное левой и правой части доказываемого неравенства и аналогичными преобразованиями доказать, что значение частного не превосходит 1. Этого достаточно для доказательства 
данного 
неравенства, так как оно содержит только положительные числа.


Как 
у
казанные
, так и другие возможные
 способы доказательства
,
 
сводятся к дока
зательству
 
неравенств 
� EMBED Equation.2  
�
�
�
 и 
� EMBED Equation.2  
�
�
�
, которые
, в свою очере
дь
, 
яв
ля
ются 
следстви
я
ми 
верного 
неравенства 
� EMBED Equation.2  
�
�
�
. 



Отметим
 также
, что традиционный способ
 доказательства
 неравенств
, связанный с преобразованием разности 
его
 
левой и правой 
част
и
, приводит к очень громоздким выкладкам. 
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2.2. К окружности, вписанной в треугольник, проведены касательные, параллельные его сторонам. Точки пересечения касательных со сторонами треугольника являются вершинами шестиугольника АВСDEF. Верно ли, что противолежащие стороны этого шестиугольника попарно равны?


Ответ: верно.
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Рис. 2а


Первый способ. 
Продолжим
 стороны АВ и DC до пересечения в точке М
 (см. рис. 2
а
). Тогда, AMDK – описанный параллелограмм, то есть – ромб. Следовательно, О – середина АD. 



Аналогично доказывается, что О – середина BE и середина CF.
 
Равенство противолежащих сторон шестиугольника следует из равенства треугольников по двум сторонам и углу между ними: 



(AOB = (DOE; (BOC = (EOF; (COD = (FOA
 
(см. рис. 2б)
.



Рис. 2б


Второй способ. Параллельные касательные к окружности симметричны относительно ее центра O, поэтому, точки их пересечения также попарно симметричны относительно О
 (см. рис. 2б
). Значит, отрезки AB и ED, BC и EF, СD и FA попарно симметричны, следовательно, AB = ED, BC = EF, СD = FA, что и требовалось доказать.





2.3. Укажите все натуральные значения n такие, что (n – 1)! делится на n. (Напомним, что m! = 1(2(...((m – 1)(m)


Ответ: все составные числа, большие 5. 

Никакое простое число решением являться не может, так как 
в этом случае
, 
данное 
число (n – 1)! не содержит 
простой 
множитель n. 

Пусть n – составное число, большее пяти, тогда n = a(b, где a и b – различные натуральные числа, отличные от 1, или n = p2, где р – простое. 

В первом случае (n – 1)! = 1(2(...((n – 2)((n – 1) содержит сомножители a и b, значит, делится на n. Во втором случае, если n > 5, то (n – 1)! содержит сомножители p и 2p (так как 2p < p2 = n), то есть, делится на n. 

Осталось проверить число 4 – единственное составное, меньшее 5. Оно не является решением, так как 3! = 6 не делится на 4.








3.1. Существуют ли иррациональные числа x и y такие, что числа x + y2 и x + 2y – рациональные?

Ответ: существуют, например, x = � EMBED Equation.2  ���; y = 1 – � EMBED Equation.2  ���.

Пусть x + y2 = p, x + 2y = q, где p и q – рациональные числа. Вычитая почленно, получим, что y2 – 2y + r = 0, где r = q – р ( Q. Выберем значение r так, чтобы это квадратное уравнение имело иррациональные корни, например, r = –1. Тогда, корни уравнения: y = 1 ( � EMBED Equation.2  ���. Для того, чтобы выражение x + 2y принимало какое - либо рациональное значение, например, q = 2, можно выбрать x = � EMBED Equation.2  ���. Тогда, первое из данных условий выполняется автоматически при p = q – r = 3.

Из приведенного рассуждения следует, что 
пар 
(x; y), удовлетворяющих условию, – бес
конеч
н
ое множество
, в частности, к указанному значению 
x 
можно прибавить любое
 рациональное число
. 
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Рис. 3



3.2. В трапеции АВСD меньшее основание ВС равно боковой стороне CD. Докажите, что если AD > 2BC, то (ABD – тупой.



Проведем 
в данной 
трапеци
и 
АВСD
 
отрезок 
ВЕ
, параллельный стороне 
CD
 
(см. рис. 3
)
,
 который
 разбивае
т
 
т
рапецию
 на 
ромб 
ВС
D
E 
и
 треугольник 
АВ
Е
.



На 
ст
ороне 
А
Е
 
треу
гольника 
АВ
Е
 
отложим 
отрезок 
M
E
,
 равный
 стороне 
ромба.
 



Т
ак как 
B
E
 = 
M
E
 = 
D
E
, то 
(MBD = 90(
.
 
По условию, 
AD > 2BC
, поэтому, 
точка 
M
 
лежит между 
А
 и 
Е
.
 
Сл
едовательно, 
(ABD 
> 
(
M
BD 
= 90(
, то есть, 
(ABD – тупой
, что и требовалось доказать.
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3.3. Какое наименьшее количество точек надо расположить внутри выпуклого пятиугольника АВСDE, чтобы внутри любого треугольника с вершинами в точках А, В, С, D и E лежала хотя бы одна точка?

Ответ: три точки.

Один из возможных примеров указанного расположения точек показан на рис. 4. Еще четыре возможные расстановки – аналогичны. 


Рис. 4


Меньшим количеством точек обойтись не удастся, так как существуют три треугольника с вершинами А, В, С, D и E, не имеющие общих внутренних точек, например, ABC, ACD и ADE. 



В каждом из этих треугольников должна быть отмечена хотя бы одна точка.








4.1. Представьте многочлен x7 + x5 + 1 в виде произведения двух многочленов.

Ответ: x7 + x5 + 1 = (x2 + x + 1)(x5 – x4 + x3 – x + 1).

Первый способ. x7 + x5 + 1 = (x7 + x5 + x3) – (x3 – 1) = x3(x4 + x2 + 1) – (x – 1)(x2 + x + 1) = (x2 + x + 1)(x3(x2 – x + 1) – x + 1) = (x2 + x + 1)(x5 – x4 + x3 – x + 1), так как x4 + x2 + 1 = (x4 + 2x2 + 1) – x2 = (x2 + 1)2 – x2 = (x2 + x + 1)(x2 – x + 1).

Второй способ. x7 + x5 + 1 = (x7 + x6 + x5) – (x6 – 1) = x5(x2 + x + 1) – (x3 + 1)(x3 – 1) = x5(x2 + x + 1) – (x3 + 1)(x – 1)(x2 + x + 1) = (x2 + x + 1)(x5 – x4 + x3 – x + 1).

Если исходить из предположения, что все коэффициенты искомых множителей – целые числа, то ответ можно получить, воспользовавшись методом «неопределенных коэффициентов».





4.2. Существует ли четырехугольник, не имеющий ни центра 
симметрии, 
ни оси симметрии, который можно разрезать на два равных четырехугольника?
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Ответ: существует.


Рассмотрим, например, квадрат АВСD и через его центр О проведем две взаимно перпендикулярные прямые, не параллельные сторонам квадрата и не содержащие вершины (см. рис. 5). При повороте с центром О на 90( в любом направлении образом квадрата АВСD является тот же квадрат, а образом одной из проведенных прямых – другая. 


Рис. 5


Например, если рассмотреть поворот с центром О, при котором образом вершины А является вершина В, то D ( А, а В ( С. В этом случае, образом точки М является точка K, а образом точки K – точка Р. Следовательно, при таком повороте, ОМАK ( ОKBP, поэтому, эти четырехугольники равны. Значит, четырехугольник ABPM – искомый.

Из приведенного рассуждения следует, что примером искомого четырехугольника может являться прямоугольная трапеция, в которой сумма оснований равна меньшей боковой стороне. Серединный перпендикуляр к большей боковой стороне разбивает ее на два равных четырехугольника.





4.3. В компании из n человек есть «шпион» – человек, который знает каждого члена этой компании, но его не знает никто из них. Вы можете спр
осить
 любого из членов компании про любого другого человека, 
знает он его или нет, и получить
 честный ответ Сможете ли вы выявить «шпиона», задав (n – 1) вопрос?

Ответ: да.

Первый способ. Выберем произвольным образом двух человек и спросим у одного из них про другого. В случае положительного ответа, тот, о ком спрашивали – не «шпион», в случае отрицательного – тот, кого спрашивали – не «шпион». Значит, одного человека можно исключить из числа «подозреваемых» и их останется (n – 1). Повторяя эту операцию, мы на каждом «шаге» будем уменьшать количество «подозреваемых» на одного. Таким образом, после того, как будет задано (n – 1) вопросов, останется один «подозреваемый», который и является «шпионом».

Метод, использованный при доказательстве, называется «метод спуска».


Второй способ. Докажем утверждение методом математической индукции, присвоив членам компании номера от 1 до n. Для n = 2 утверждение очевидно. Пусть утверждение верно для компании, в которой (n – 1) человек. Спросим первого человека, знает ли он человека с номером n. Если знает, то человек с номером n – не «шпион». Тогда, по предположению индукции, мы сумеем найти «шпиона» среди людей с номерами от 1 до n – 1, задав (n – 2) вопроса. Если же первый не знает n - го, то первый – не «шпион», значит, задав (n – 2) вопроса, мы сумеем найти «шпиона» среди людей с номерами от 2 до n. Таким образом, задав (n – 1) вопрос, можно выявить «шпиона».

Отметим, что меньшим количеством вопросов выявить «шпиона» невозможно. Доказать это можно, например, так. За любой вопрос мы сможем получить следующую информацию: не более, чем про одного человека узнать, что он не «шпион» и увеличить количество людей, которых знает второй человек, не более, чем на 1. «Шпион» будет найден в одном из двух случаев: 1) если мы выяснили, что количество людей, которых знает какой - то человек, равно (n – 1); 2) если мы выяснили, что (n – 1) человек не являются «шпионами». За один вопрос каждый из этих параметров увеличивается не более, чем на 1, поэтому, и вопросов потребуется не менее, чем (n – 1).







5.1. Найдите все наборы, состоящие из 11 чисел, если известно, что каждое из этих чисел равно квадрату суммы остальных десяти чисел.

Ответ: (0; 0; ...; 0); (0,01; 0,01; ...; 0,01).

Так как каждое из чисел x0, x1, ..., x10 является квадратом, то все числа в наборе – неотрицательны и их сумма также неотрицательна. Далее возможны различные способы рассуждений.


Первый способ
. 
Пусть
 
x
 
–
 
л
юбое
 из чисел
 
искомого 
набора
, а 
s
 
–
 сумма
 всех чисел
 
эт
ого 
набора
. Тогда
, по условию,
 
x
 
–
 к
о
рень 
уравн
е
ния 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, 
которое
,
 
в данном случае 
(т
ак
 
к
ак
 
x
 ( 
0
 
и
 
s
 ( 
x
)
,
 
равносильно уравнению 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
. 



П
ри 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
л
е
вая часть 
полученного
 уравнения 
–
 
возрастает 
а правая 
– 
убывает
,
 
с
ледовательно,
 
уравнение имеет не более одного корня
. Это означает,
 что
 
искомый
 
набор
 состоит из одинаковых чисел
.
 



Решив уравнение x = (10x)2, получим, что x = 0 или x = 0,01.



Д
оказать, что 
уравнение 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
при 
x
 ( 
0
 
и
 
s
 ( 
x
 
имеет не более одного корня можно
 
по другому
: 
уравнение 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 равносильно квадратному уравнению 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
,
 один из корней которого 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
–
 посторонний, т
ак
 
к
ак
 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
. Следовательно, 
при 
указа
нных условиях
,
 
уравнен
ие 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
более одного 
корня
 
иметь не может
.



Второй способ. Из условия следует, что � EMBED Equation.2  
�
�
� = x1 + x2 + ... + x9 + x10 и � EMBED Equation.2  
�
�
� = x0 + x2 + ... + x9 + x10. Вычтем из одного из этих равенств другое: � EMBED Equation.2  
�
�
� – � EMBED Equation.2  
�
�
� = x1 – x0 ( x0 + � EMBED Equation.2  
�
�
� = x1 + � EMBED Equation.2  
�
�
�. Так как функции y = x и y = � EMBED Equation.2  
�
�
� – возрастающие, то возрастающей является и функция y = � EMBED Equation.2  
�
�
�, значит, каждое свое значение она принимает только при одном значении аргумента. Следовательно, равенство x0 + � EMBED Equation.2  
�
�
� = x1 + � EMBED Equation.2  
�
�
� выполняется тогда и только тогда, когда x0 = x1. 
Аналогичными рассуждениями доказывается, что x1 = x2, и так далее, то есть, все числа искомого набора между собой равны. 
Таким образом, 
мы получим уже решенное уравнение x = (10x)2.



Трети
й способ
. 
«
У
поря
до
чим
»
 чис
ла
 
в на
боре
: 
п
усть
,
 x10 ( x9 ( ... ( x1 ( x0. По условию, x0 = (x1 + x2 + ... + x9 + x10)2
 и
 x1 = (x0 + x2 + ... + x9 + x10)2, поэтому, (x0 + x2 + ... + x9 + x10)2 ( (x1 + x2 + ... + x9 + x10)2 ( x0 + x2 + ... + x9 + x10 ( x1 + x2 + ... + x9 + x10 ( x0 ( x1. Таким образом, x0 = x1. 
Рассуждая аналогично, получим, что 
искомый 
на
бор состоит из одинаковых чисел, то есть, 
вновь приходим к уравнению
 
x = (10x)2.






5.2. Внутри отрезка АВ взяты точки С и D так, что АС = BD. Докажите, что для любой точки О, не лежащей на прямой АВ, выполняется неравенство ОА + ОВ > ОС + OD.
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Рис. 6а


� EMBED PBrush  
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Рис. 6б


Пусть М – середина отрезка АВ, тогда, эта точка является и серединой отрезка CD, так как по условию, АС = BD. (Заметим, что это не зависит от порядка расположения точек С и D на отрезке АВ.) Рассмотрим точку P, симметричную точке О относительно М. Соединим точки О и P с точками А, В, М, С и D (см. рис. 6а), тогда М – точка пересечения диагоналей параллелограммов АОВР и СODP. По свойству параллелограмма: ОА + ОВ = ОА + АР; ОС + OD = ОС + СР. 



Таким образом, задача сводится к доказательству следующего утверждения: сумма расстояний от вершин О и Р треугольника АОР до вершины А больше, чем сумма расстояний от этих же вершин до точки С, лежащей на медиане АМ.



Обобщим это утверждение. Рассмотрим произвольный треугольник АВС и докажем, что для любой точки K, лежащей внутри треугольника, выполняется неравенство: АВ + AC > KB + KC. Пусть N – точка пересечения луча BK со стороной АС (см. рис. 6б). Тогда, в (ABN: АВ + AN > BN = KB + KN; в (KNC: KN + NC > KC. Сложим полученные неравенства почленно: АВ + AN + KN + NC > BK + KN + KC ( АВ + AC + KN > KB + KN + KC ( АВ + AC > KB + KC, что и требовалось доказать.



Отметим, что рассмотренная вспомогательная задача является леммой, используемой при доказательстве многих утверждений, связанных с неравенством треугольника. 



Например, с ее помощью доказывается 
«
классическое
»
 
неравенство р < AK + BK + CK < 2p, где K – произвольная точка внутри (ABC, а p – его полупериметр.



Действительно, так как АK + BK > AB, BK + CK > BC, CK + AK > CA, то, сложив эти неравенства, получим, что 2(АK + BK + СK) > 2p ( АK + BK + СK > p. С другой стороны, используя доказанную лемму, получим три неравенства: АВ + AC > KB + KC, ВА + BC > KA + KC, CA + CB > KA + KB. Сложив эти неравенства, получим, что 4р > 2(KA + KB + KC) ( AK + BK + CK < 2p, что и требовалось доказать.






5.3. Сколько различных 
значений
 можно получить, расставляя 
всеми возможными способами 
скобки в выражении
 
2 : 3 : 5 : 7 : 11 : 13 : 17 : 19 : 23 : 29?

Ответ: 256.



При любой расстановке скобок данное выражение можно представить в виде дроби. Тогда, так как все данные числа – простые, результат вычислений будет однозначно определяется тем, куда «попало» каждое из этих чисел: в числитель или в знаменатель. 
Очевидно, 
что н
езависимо от расстановки скобок, число 2 попадает в числитель, а число 3 – в знаменатель
. Каждое из следующих чисел может «попасть» как в числитель, так и в знаменатель, например, если 2 : (3 : 5) ..., то число 5 – в числителе, а если (2 : 3) : 5 ..., то число 5 – в знаменателе. 



Докажем, что существуют расстановки скобок, при которых каждое из чисел 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 «попадает» как в числитель, так и в знаменатель, независимо от расположения остальных чисел. Для этого, 
например, 
разобьем все данные числа, начиная с числа 3, на группы следующим образом: каждая группа начинается с числа, которое должно «попасть» в знаменатель, и может содержать еще несколько (в том числе, и ноль) чисел, идущих следом за ним, которые все должны «попасть» в числитель. Эти группы заключаем в скобки и больше нигде скобок не ставим. Тогда, первое число каждой группы попадет в знаменатель, так как на него непосредственно делится двойка, а остальные числа группы «попадут» в числитель, так как на них делится первое число из этой группы, «попавшее» в знаменатель.



Таким образом, количество чисел, которые могут являться значением данного выражения при всех возможных расстановках скобок
,
 равно 28 = 256.



Эту задачу можно обобщить для любого количества 
чисел, причем 
они 
не 
обязательно 
должны быть 
простыми. 
Р
асставляя 
всеми возможными способами 
скобки в выражении
 
a
1
 : a
2
 :
 
... 
: 
a
n
, 
где кажд
ые два 
числа – взаимно просты, можно получить
 2
n – 2
 
различных значения
.
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