7 êëàññ


1.1. (6 áàëëîâ) Ãðóçîâèê åäåò ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷, à çà íèì åäåò ëåãêîâîé àâòîìîáèëü – ñî ñêîðîñòüþ 80 êì/÷. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà ýòè àâòîìîáèëè áóäóò ÷åðåç äâå ìèíóòû ïîñëå òîãî, êàê ëåãêîâîé àâòîìîáèëü äîãîíèò ãðóçîâèê?


Îòâåò: 500 ìåòðîâ.


Ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ àâòîìîáèëåé ðàâíà 80 – 65 = 15 (êì/÷) = 250 (ì/ìèí). ×åðåç äâå ìèíóòû ïîñëå òîãî, êàê àâòîìîáèëè ïîðàâíÿþòñÿ, îíè áóäóò íàõîäèòüñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 250(2 = 500 (ì).


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


1.2. (6 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê íà òðè ÷àñòè è ñëîæèòü èç íèõ íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.


Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì äâà èç íèõ. Ïóñòü ÀÂÑD – äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 1 à, á). 


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü K – ñåðåäèíà ìåíüøåé ñòîðîíû ÂÑ (ñì. ðèñ. 1à). Ðàçðåæåì ïðÿìîóãîëüíèê ïî ïðÿìîé AK è ïðèëîæèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABK òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òðåóãîëüíèê ÀMD – èñêîìûé, ïðè÷åì åùå îäèí ðàçðåç ìîæíî ñäåëàòü ïðîèçâîëüíî.


Ðèñ. 1à


Ðèñ. 1á


Âòîðîé ñïîñîá. Âûáåðåì íà ìåíüøåé ñòîðîíå ÂÑ äâå òî÷êè Å è F  òàê, ÷òî EF = � EMBED Equation.2  ���BC è ÂÅ ( ÑF. Ðàçðåæåì ïðÿìîóãîëüíèê ïî ïðÿìûì ÀÅ è BF  è ïðèëîæèì ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÀÂÅ è DCF òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òðåóãîëüíèê ÀPD – èñêîìûé.


Âûáîð ìåíüøåé ñòîðîíû (â îáîèõ ñïîñîáàõ) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëó÷åííûé òðåóãîëüíèê íå áóäåò ðàâíîáåäðåííûì. 


1.3. (6 áàëëîâ) Â àðõèïåëàãå êàæäûé îñòðîâ ñîåäèíåí ìîñòîì ðîâíî ñ ñåìüþ äðóãèìè. Ñêîëüêî â ýòîì àðõèïåëàãå îñòðîâîâ, åñëè ìîñòîâ – 84?


Îòâåò: 24 îñòðîâà. 


Ïóñòü â àðõèïåëàãå x îñòðîâîâ. Ïîñòðîèì îêîëî êàæäîãî ìîñòà ïî äâå òàìîæíè – ó âûõîäà íà êàæäûé èç äâóõ îñòðîâîâ, êîòîðûå ñîåäèíÿåò ýòîò ìîñò. Òîãäà âñåãî áóäåò ïîñòðîåíî 84(2 = 168 òàìîæåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê êàæäûé îñòðîâ ñîåäèí¸í ñ ñåìüþ äðóãèìè, òî íà êàæäîì îñòðîâå – ïî ñåìü òàìîæåí, òî åñòü âñåãî èõ – 7x. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���. 








2.1. (7 áàëëîâ) Èñïîëüçóÿ òîëüêî öèôðû 1 è 7 (êàæäóþ èç íèõ – íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàç), çíàêè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ñêîáêè, ñîñòàâüòå âûðàæåíèå, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî 2006. 


Îòâåò: íàïðèìåð, 17((117 + 1) = 2006 èëè 17(117 + 17 = 2006 èëè 17((17(7 – 1) = 2006. 


Ðèñ. 2


2.2. (7 áàëëîâ) Òî÷êà Â ëåæèò íà îòðåçêå ÀÑ, ïðè÷åì AB = 2 ñì, BC = 1 ñì. Íà ïðÿìîé ÀÂ óêàæèòå âñå òàêèå òî÷êè Ì, äëÿ êîòîðûõ AM + BM = CM.


Îòâåò: òî÷êè Ì1 è Ì2, ëåæàùèå îò À íà ðàññòîÿíèè 1 ñì (ñì. ðèñ. 2).
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Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ ïðåäïîëàãàåìîãî ðàñïîëîæåíèÿ èñêîìûõ òî÷åê íà ïðÿìîé ÀÂ ïî îòíîøåíèþ ê òðåì äàííûì òî÷êàì À, Â è Ñ.


1) Òî÷êà Ì ëåæèò ëåâåå òî÷êè À, òîãäà ÀÌ + ÂÌ = ÀÌ + BA + ÀÌ = 2ÀÌ + 2; ÑÌ = CÀ + ÀM = AM + 3, ñëåäîâàòåëüíî, ÀÌ = 1. Èñêîìàÿ òî÷êà – Ì1 (ñì. ðèñ. 2).


2) Òî÷êà Ì ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ÀÂ. Òîãäà ÀÌ + ÂÌ = ÀÂ = 2; ÑÌ = ÑÂ + ÂÌ = ÂÌ + 1, ñëåäîâàòåëüíî, ÂÌ = 1 = ÀÌ. Èñêîìàÿ òî÷êà – Ì2 (ñì. ðèñ. 2).


3) Òî÷êà Ì ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ÂÑ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò, òàê êàê ÀÌ + ÂÌ ( ÀÂ = 2, à ÑÌ ( 1.


4) Òî÷êà Ì ëåæèò ïðàâåå òî÷êè Ñ. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå íåò ðåøåíèé, ïîñêîëüêó ÂÌ > CM.


Ïðè æåëàíèè ñëó÷àè 3) è 4) ìîæíî îáúåäèíèòü. 


Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü ïðÿìóþ ÀÂ êîîðäèíàòíîé, ãäå À(0), òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è áóäóò òî÷êè Ì(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ |x| + |x – 2| = |x – 3|. 


2.3. (7 áàëëîâ) Æåíÿ è Àíòîí ó÷àòñÿ â îäíîì êëàññå. Ó Àíòîíà îäíîêëàññíèêîâ â÷åòâåðî áîëüøå, ÷åì îäíîêëàññíèö. À ó Æåíè îäíîêëàññíèö íà 17 ìåíüøå, ÷åì îäíîêëàññíèêîâ. Êòî Æåíÿ: äåâî÷êà èëè ìàëü÷èê?


Îòâåò: äåâî÷êà.


Ïóñòü ó Àíòîíà x îäíîêëàññíèö, òîãäà îäíîêëàññíèêîâ – 4x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Æåíÿ – ìàëü÷èê, òîãäà îäíîêëàññíèö è îäíîêëàññíèêîâ ó íåãî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó Àíòîíà. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî 4x – x = 17. Òàê êàê 17 íå äåëèòñÿ íà 3, òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé, òî åñòü íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Æåíÿ – äåâî÷êà, òîãäà ó íåå (x – 1) îäíîêëàññíèöà è (4x + 1) îäíîêëàññíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, (4x + 1) – (x – 1) = 17 ( 4x – x + 2 = 17 ( x = 5. Òàêèì îáðàçîì, ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.








3.1. (7 áàëëîâ) Êàæäûé èç äâóõ ìàëü÷èêîâ, Âàíÿ è Âèòÿ, çàäóìàë ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, âîçâåë åãî â êóá è âû÷åë çàäóìàííîå èì ÷èñëî. Ïîëó÷åííûå èìè ðàçíîñòè îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè. Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî Âàíÿ è Âèòÿ çàäóìàëè ðàçëè÷íûå ÷èñëà? 


Îòâåò: íåò, íå ìîãëî.
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Ïóñòü à è b – çàäóìàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òîãäà ïî óñëîâèþ à3 – à = b3 – b. Ïðåîáðàçóåì: (à3 – b3) – (à – b) = 0 ( (à – b)(à2 + ab + b2) – (à – b) = 0 ( (à – b)(à2 + ab + b2 – 1) = 0. Òàê êàê ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ à è b âòîðàÿ ñêîáêà ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè a = b.


3.2. (7 áàëëîâ) Â ïÿòèóãîëüíîé çâåçäå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå, (ÀÑÅ = (ÀDB è (DBÅ = (BEC. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî BD = CE. Äîêàæèòå, ÷òî (ACD = (ADC.
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Ðèñ. 3


Ïóñòü ÀÑ è AD ïåðåñåêàþò îòðåçîê ÂÅ â òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè CEK è DBM ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, CK = DM è (ÑKÅ = (DMB. Òîãäà (AKÅ = (AMB (óãëû, ñìåæíûå ñ ðàâíûìè). Ïîëó÷èì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå AMK ðàâíû óãëû, ïðèëåæàùèå ê ñòîðîíå MK, ïîýòîìó ýòîò òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé (AK = AM). Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÑ = AK + CK = AM + DM = AD, òî åñòü òðåóãîëüíèê ÀÑD – òàêæå ðàâíîáåäðåííûé (ñ îñíîâàíèåì CD). Ïîýòîìó (ACD = (ADC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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3.3. (7 áàëëîâ) Äâîå ïî î÷åðåäè ñòàâÿò êðåñòèêè â êëåòêè äîñêè ðàçìåðîì 4(4. Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà îáðàçóåòñÿ êâàäðàò 2(2, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò êðåñòèê. Êòî âûèãðàåò: íà÷èíàþùèé èëè åãî ïàðòíåð, è êàê íóæíî èãðàòü, ÷òîáû âûèãðàòü?


Îòâåò: âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê.


Ðèñ. 4à


Ðàçäåëèì äîñêó íà äâå ðàâíûå ÷àñòè ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 4à). Íà êàæäûé õîä ïåðâîãî èãðîêà âòîðîé äîëæåí îòâå÷àòü òî÷íî òàêèì æå õîäîì, íî íà äðóãîé ÷àñòè äîñêè. Íàïðèìåð, åñëè ïåðâûé èãðîê çàêðàñèë ëåâûé âåðõíèé óãîë, òî âòîðîé äîëæåí çàêðàñèòü íà ëåâîé âåðòèêàëè âòîðóþ êëåòêó ñíèçó.
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Ðèñ. 4á


Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà ïðèâåä¸ò ê åãî âûèãðûøó. Ïîñëå êàæäîãî õîäà âòîðîãî èãðîêà êàðòèíêà íà îáåèõ ïîëîâèíàõ äîñêè áóäåò îäèíàêîâîé. Åñëè ïîñëå õîäà ïåðâîãî èãðîêà â îäíîé èç ïîëîâèí äîñêè íå îáðàçîâàëîñü êâàäðàòà 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 12�´�2, çàïîëíåííîãî êðåñòèêàìè, òî è ïîñëå õîäà âòîðîãî â äðóãîé ïîëîâèíå äîñêè òàêîãî êâàäðàòà îáðàçîâàòüñÿ íå ìîæåò. 


Äîïóñòèì, ÷òî òàêîé êâàäðàò îáðàçîâàëñÿ ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà íà «ñòûêå» äâóõ ïîëîâèí äîñêè. Íî òîãäà òàêîé æå êâàäðàò îáðàçîâàëñÿ ðàíåå, ïîñëå õîäà ïåðâîãî èãðîêà íà îäíîé èç ïîëîâèí äîñêè (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 4á; ïîñëåäíèå õîäû èãðîêîâ îáîçíà÷åíû ñèíèì è êðàñíûì öâåòîì ñîîòâåòñòâåííî). 


Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, äåëÿùåé äîñêó íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ. 


Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå, åñëè äîñêà äëÿ èãðû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàçìåðà 4(n.








4.1. (8 áàëëîâ) Ó÷èòåëüíèöà íàïèñàëà íà äîñêå òðè ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, è âåëåëà Äèìå îäíî èç íèõ óìåíüøèòü íà òðåòü, äðóãîå óâåëè÷èòü íà ÷åòâåðòü, à òðåòüå óìåíüøèòü íà îäíó ïÿòóþ è ðåçóëüòàòû çàïèñàòü â òåòðàäè. Îêàçàëîñü, ÷òî â òåòðàäè Äèìà çàïèñàë òå æå ÷èñëà, ÷òî è íà äîñêå, íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî Äèìà îøèáñÿ.


Ïóñòü x, y è z – ÷èñëà, çàïèñàííûå ó÷èòåëüíèöåé. Òîãäà ÷èñëà, çàïèñàííûå Äèìîé, â êàêîì-òî ïîðÿäêå ðàâíû � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Äèìà íå îøèáñÿ. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî ðàçíîìó. 


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ Äèìîé, äîëæíî áûòü ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, çàïèñàííûõ ó÷èòåëüíèöåé, òî åñòü � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê xyz ( 0 è � EMBED Equation.2  ���, òî çàïèñàííîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò.


Âòîðîé ñïîñîá. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñðåäè çàïèñàííûõ ÷èñåë íåò íóëåé, ïîëó÷èì äâà âàðèàíòà âîçìîæíûõ ðàâåíñòâ: 1) � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���; 2) � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���.


1) Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 4x = 5y, à èç âòîðîãî – ÷òî 5y = 4z, ïîýòîìó x = z, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó ðàâåíñòâó.


2) Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 4z = 5y, à èç âòîðîãî – ÷òî 5x = 4z, ïîýòîìó x = y, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó ðàâåíñòâó.


Òàêèì îáðàçîì, Äèìà îøèáñÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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4.2. (8 áàëëîâ) Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê íà 10 òðåóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà èç íèõ íå èìåëè îáùåé ñòîðîíû?


Ðèñ. 5


Îòâåò: äà, ìîæíî.


Ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 5.


4.3. (8 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ðàçëè÷íûõ öèôð (â äåñÿòè÷íîé çàïèñè) è äåëÿùååñÿ íà ëþáóþ ñâîþ öèôðó.


Îòâåò: 9867312.


Ñðåäè öèôð èñêîìîãî ÷èñëà íå ìîæåò áûòü íóëÿ (íà íóëü äåëèòü íåëüçÿ), ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî – íå áîëåå ÷åì äåâÿòèçíà÷íîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 5, íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü îêàí÷èâàëàñü ýòîé öèôðîé, íî òîãäà ýòî ÷èñëî íå áóäåò äåëèòñÿ íà ÷åòíûå öèôðû, òî åñòü áóäåò íå áîëåå ÷åì ïÿòèçíà÷íûì. Ïîýòîìó èñêëþ÷àåì öèôðó 5, è ðàññìàòðèâàåì ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç îñòàëüíûõ öèôð. Åñëè ÷èñëî – âîñüìèçíà÷íîå è íå ñîäåðæèò öèôð 0 è 5, òî ñóììà åãî öèôð ðàâíà 40, òî åñòü îíî íå äåëèòñÿ íè íà 3, íè íà 9 è áóäåò â ýòîì ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì øåñòèçíà÷íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì âûãîäíåå èñêëþ÷èòü îäíó öèôðó òàê, ÷òîáû îñòàâøàÿñÿ ñóììà öèôð äåëèëàñü íà 9.


Ïîýòîìó èñêëþ÷àåì öèôðó 4 è ðàññìàòðèâàåì ÷åòíûå ñåìèçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, êðîìå 0, 5 è 4. Íàèáîëüøåå ñðåäè òàêèõ ÷èñåë – 9876312, åãî ñóììà öèôð ðàâíà 36, ïîýòîìó îíî äåëèòñÿ íà 9 è íà 3. Òàê êàê 312 äåëèòñÿ íà 8, òî ðàññìàòðèâàåìîå ÷èñëî òàêæå äåëèòñÿ íà 8. Íà 6 îíî äåëèòñÿ ïîòîìó, ÷òî äåëèòñÿ íà 2 è íà 3. Íî ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 7. Çíà÷èò íàäî òàê ïåðåñòàâèòü öèôðû ýòîãî ÷èñëà, ÷òîáû ñîõðà
