8 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: x2 – xy + y2 + x – y + 1 > xy.


Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (x – y)2 + (x – y) + 1 > 0. Ïóñòü à = x – y, òîãäà ýòî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: a2 + a + 1 > 0. Ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî äîêàçàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð: 


1) a2 + a + 1 = a2 + a + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = (a + � EMBED Equation.2  ���)2 + � EMBED Equation.2  ��� > 0.


2) Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó 2a2 + 2a + 2 > 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ à èìååì: 2a2 + 2a + 2 = (a2 + 2a + 1) + a2 + 1 = (à + 1)2 + a2 + 1 > 0.


3) Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ à âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a2 ( 0, ïîýòîìó ïðè à > – 1 ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî a + 1 > 0. Ïðè à ( –1 èìååì: a2 + a + 1 = à(à + 1) + 1 > 0, òàê êàê ÷èñëà à è à + 1 îäíîãî çíàêà (èëè îäíî èç íèõ ðàâíî íóëþ).


4) «Âåòâè» ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f(a) = a2 + a + 1 íàïðàâëåíû ââåðõ, à äèñêðèìèíàíò D = 1 – 4 < 0, ïîýòîìó ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ à âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(a) > 0.


Ïîñëåäíèé ñïîñîá âûõîäèò çà ðàìêè ïðîãðàììû 8 êëàññà.





�


Ðèñ. 1


1.2. Ñóùåñòâóåò ëè òðàïåöèÿ, â êîòîðîé ðàçíîñòü äëèí áîêîâûõ ñòîðîí áîëüøå, ÷åì ðàçíîñòü äëèí îñíîâàíèé?


Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóåò.


Ïóñòü ñóùåñòâóåò òðàïåöèÿ ABCD, óêàçàííàÿ â óñëîâèè (ñì. ðèñ. 1). ×åðåç âåðøèíó À ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ áîêîâîé ñòîðîíå BC, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò îñíîâàíèå CD â òî÷êå Q. Òîãäà ABCQ – ïàðàëëåëîãðàìì (ïî îïðåäåëåíèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, AQ = ÂÑ è QC = AB, çíà÷èò, DQ = DC – AB. Äëÿ òðåóãîëüíèêà AQD äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî: AD + DQ > AQ ( AD + DC – AB > BC ( DC – AB > BC – AD. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è, ïîýòîìó òàêîé òðàïåöèè íå ñóùåñòâóåò. 





1.3. Äâå êîìàíäû ðàçûãðàëè ïåðâåíñòâî ïî äåñÿòè âèäàì ñïîðòà. Çà ïîáåäó â êàæäîì èç âèäîâ êîìàíäà ïîëó÷àëà ÷åòûðå î÷êà, çà íè÷üþ – äâà î÷êà è çà ïîðàæåíèå – îäíî. Ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ îáåèìè êîìàíäàìè, îêàçàëàñü ðàâíà 46. Ñêîëüêî áûëî íè÷üèõ? 


Îòâåò: 4.


Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè â êàêîì-òî èç âèäîâ ñïîðòà êîìàíäû ñûãðàëè âíè÷üþ, òî ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ èìè çà ýòîò âèä, ðàâíà 4, à ïðè äðóãîì ðåçóëüòàòå ýòà ñóììà ðàâíà 5, òî åñòü â ñëó÷àå íè÷üåé òàêàÿ ñóììà íà 1 ìåíüøå. Åñëè áû íè÷üèõ íå áûëî âîâñå, òî ñóììà î÷êîâ, íàáðàííûõ îáåèìè êîìàíäàìè, áûëà áû ðàâíà 5(10 = 50. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå îíà íà 4 î÷êà ìåíüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî ÷åòûðå íè÷üè.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü íè÷üèõ áûëî n, òîãäà ðåçóëüòàòèâíûõ âñòðå÷ áûëî (10 – n). Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 4n + 5(10 – n) = 46 ( n = 4.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ñ äðîáÿìè ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü äâå îïåðàöèè: 1) ÷èñëèòåëü óâåëè÷èâàòü íà 8, 2) çíàìåíàòåëü óâåëè÷èâàòü íà 7. Âûïîëíèâ n óêàçàííûõ îïåðàöèé â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, èç äðîáè � EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷èëè äðîáü, åé ðàâíóþ. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè n ýòî âîçìîæíî?


Îòâåò: ïðè n = 113.


Ïóñòü ïåðâàÿ îïåðàöèÿ âûïîëíåíà m ðàç, à âòîðàÿ – k ðàç, ïðè÷åì m + k = n. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���. Ïðåîáðàçîâàâ åãî, ïîëó÷èì, ÷òî 64m = 49k. 


Òàê êàê ÷èñëà 64 è 49 – âçàèìíî ïðîñòûå, òî èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî m êðàòíî 49, òî åñòü m ( 49. Àíàëîãè÷íî, k êðàòíî 64, òî åñòü k ( 64. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n = 113 äîñòèãàåòñÿ, åñëè m = 49, k = 64.





2.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè îêàçàëñÿ ðàâíîóäàëåí îò âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà è ñåðåäèíû ãèïîòåíóçû. Íàéäèòå îñòðûå óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 30( è 60(.


Ïóñòü D – ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, Î – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê, K è M – òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ ìåíüøèì êàòåòîì BC è ãèïîòåíóçîé AB ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). 


Ðèñ. 2


Ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííîé ê ãèïîòåíóçå, CD = � EMBED Equation.2  ���ÀÂ = BD. Ïî óñëîâèþ, OC = OD, ïîýòîìó ðàâíû ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè OKC è OMD (ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå). Äàëåå äîêàæåì, ÷òî BC = BD. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî KC = MD. Êðîìå òîãî, ðàâíû îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè BK è BM. Ñëåäîâàòåëüíî, BC = BK + KC = BM + MD = BD.


Âòîðîé ñïîñîá. Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî (KCO = (ÌDÎ. Êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèê COD – ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò (OCD = (ODC. Òàêèì îáðàçîì, (BCD = (BCO + (OCD = (BDO + (ODC = (BDC. Ñëåäîâàòåëüíî, BC = BD.


Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî òðåóãîëüíèê BCD – ðàâíîñòîðîííèé, òî åñòü (CBA = 60(, òîãäà (CAB = 30(. 


Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà BC = BD ìîæíî îáîéòèñü è áåç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ OKC è OMD. À èìåííî, ìîæíî ñðàçó ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè ÂÎÑ è BOD, â êîòîðûõ OÑ = OD, OB – îáùàÿ ñòîðîíà, è ðàâíû îñòðûå óãëû OÂC è OBD, ëåæàùèå íàïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí. Ñëåäîâàòåëüíî,  óãëû ÂCÎ è BDÎ ëèáî ðàâíû, ëèáî èõ ñóììà ðàâíà 180( (òàê íàçûâàåìûé «÷åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ»). Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê îáà óãëà – îñòðûå. Òîãäà (OÂC = (OBD, ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑ = BD.


Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðèâåäåííîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî âû÷èñëèòü âñå óãëû, îòìå÷åííûå íà ÷åðòåæå, òàê êàê òðåóãîëüíèêè OKC è OMD íå òîëüêî ïðÿìîóãîëüíûå, íî è ðàâíîáåäðåííûå. Ïîýòîìó (KCO = (ÌDÎ = 45(, (OCD = (ODC = 15(.





2.3. Â êëåòêàõ òàáëèöû 11(11 ðàññòàâëåíû ïëþñû è ìèíóñû. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé èç 11 ñòðîê ïëþñîâ áîëüøå, ÷åì ìèíóñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû â äâóõ ñòîëáöàõ ïëþñîâ òàêæå áîëüøå, ÷åì ìèíóñîâ.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïî óñëîâèþ, â êàæäîé ñòðîêå áîëüøå  ïëþñîâ, ÷åì ìèíóñîâ. Çíà÷èò, â êàæäîé ñòðîêå íå ìåíåå, ÷åì 6 ïëþñîâ, è îáùåå êîëè÷åñòâî ïëþñîâ íå ìåíåå, ÷åì 6(11 = 66. 


Ïóñòü íå íàéäåòñÿ äâóõ ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ ïëþñîâ áîëüøå, ÷åì ìèíóñîâ, òîãäà íàéäóòñÿ 10 ñòîëáöîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå áîëüøå, ÷åì 5 ïëþñîâ. Çíà÷èò, â ýòèõ ñòîëáöàõ íå áîëåå, ÷åì 5(10 = 50 ïëþñîâ, ïîýòîìó â îñòàâøåìñÿ ñòîëáöå äîëæíî áûòü íå ìåíåå, ÷åì 66 – 50 = 16 ïëþñîâ. Íî â ñòîëáöå ëèøü 11 êëåòîê – ïðîòèâîðå÷èå.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü îáùåå êîëè÷åñòâî ïëþñîâ â òàáëèöå ðàâíî ð, à îáùåå êîëè÷åñòâî ìèíóñîâ ðàâíî m. Òàê êàê â êàæäîé ñòðîêå ïëþñîâ áîëüøå, ÷åì ìèíóñîâ, òî p – m ( 11. Ïóñòü íå íàéäåòñÿ äâóõ ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ ïëþñîâ áîëüøå, ÷åì ìèíóñîâ, òîãäà m – p’ ( 10, ãäå p’ – êîëè÷åñòâî ïëþñîâ â òåõ äåñÿòè ñòîëáöàõ, â êîòîðûõ ïëþñîâ ìåíüøå, ÷åì ìèíóñîâ. Åùå â îäíîì ñòîëáöå íå ìîæåò áûòü áîëåå 11 ïëþñîâ, ïîýòîìó p’ + 11 ( p. 


Ñëîæèì ïî÷ëåííî òðè çàïèñàííûõ íåðàâåíñòâà, òîãäà p + 11 ( p + 21 – ïðîòèâîðå÷èå.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Â êèíîôèëüìå «Ñàìîãîíùèêè» òðè äðóãà ãîíÿò ñàìîãîí. Ó Òðóñà òå÷¸ò æèäêîñòü êðåïîñòüþ a% è ñòàíäàðòíàÿ áóòûëü íàïîëíÿåòñÿ çà à ÷àñîâ, ó Áàëáåñà òå÷¸ò æèäêîñòü êðåïîñòüþ b% è òàêàÿ æå áóòûëü íàïîëíÿåòñÿ çà b ÷àñîâ, à ó Áûâàëîãî – ñ% è çà ñ ÷àñîâ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà äðóçüÿ íàïðàâèëè òðóáêè àïïàðàòîâ â îäíó áóòûëü è íàïîëíèëè å¸ çà ñóòêè. Íàéäèòå êðåïîñòü ïîëó÷èâøåéñÿ ñìåñè. (Êðåïîñòü æèäêîñòè – ýòî ïðîöåíò ñîäåðæàíèÿ â íåé ñïèðòà).


Îòâåò: 72%.


Ïåðâûé ñïîñîá («àðèôìåòè÷åñêèé»). Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî èç òðóáîê òå÷åò ÷èñòûé ñïèðò, à äîïîëíåíèå åãî âîäîé ïðîèñõîäèò îòäåëüíî. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç ñàìîãîííûõ àïïàðàòîâ Òðóñà, Áàëáåñà è Áûâàëîãî çàêà÷èâàåò çà 1 ÷àñ êîëè÷åñòâî ñïèðòà, ïîçâîëÿþùåå ïîâûñèòü åãî èòîãîâîå ñîäåðæàíèå íà 1%. Òàêèì îáðàçîì, êðåïîñòü ïîëó÷àþùåéñÿ ñìåñè ðàñòåò íà 3% â ÷àñ, ïîýòîìó çà 24 ÷àñà (ïîñëå äîáàâëåíèÿ âîäû) ïîëó÷èòñÿ æèäêîñòü, êðåïîñòüþ 72%.


Âòîðîé ñïîñîá («àëãåáðàè÷åñêèé»). Ñàìîãîííûé àïïàðàò Òðóñà íàïîëíÿåò çà ÷àñ � EMBED Equation.2  ��� ÷àñòü áóòûëè, Áàëáåñà ( � EMBED Equation.2  ��� ÷àñòü áóòûëè, à Áûâàëîãî ( � EMBED Equation.2  ��� ÷àñòü áóòûëè. Ïîñêîëüêó âñÿ áóòûëü íàïîëíèëàñü çà ñóòêè, òî � EMBED Equation.2  ��� ñîñòàâëÿåò � EMBED Equation.2  ��� ÷àñòü áóòûëè. Ïðè ýòîì â æèäêîñòè, âûðàáîòàííîé çà 1 ÷àñ, ñïèðò áóäåò ñîñòàâëÿòü � EMBED Equation.2  ��� îò âñåé áóòûëè. Ñëåäîâàòåëüíî, â èòîãîâîì ïðîäóêòå ñîäåðæàíèå ñïèðòà ñîñòàâèò � EMBED Equation.2  ��� ÷àñòè áóòûëè, òî åñòü êðåïîñòü ïîëó÷èâøåéñÿ ñìåñè ðàâíà 72%.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè íå ó÷èòûâàòü óñëîâèå, ÷òî âòðî¸ì äðóçüÿ íàïîëíèëè áóòûëü ÇÀ ÑÓÒÊÈ, òî ïîëó÷èì îòâåò � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� (%). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà a, b è ñ ñâÿçàíû óñëîâèåì � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ýòî âûðàæåíèå ïðèâîäèò ê îòâåòó 72%. 





3.2. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è B âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂÑD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P, à áèññåêòðèñû óãëîâ C è D ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q (òî÷êè Q è P ðàçëè÷íû). Ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû AB. Íàéäèòå óãîë DAB, åñëè (ABC = (. 


Îòâåò: (  èëè 180( – (.


Òàê êàê òî÷êà P ïðèíàäëåæèò áèññåêòðèñå óãëà ABC, òî îíà ðàâíîóäàëåíà îò åãî ñòîðîí, òî åñòü îò ïðÿìûõ BÀ è BÑ, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Òî÷êà Ð ëåæèò òàêæå è íà áèññåêòðèñå óãëà DAB, ïîýòîìó îíà ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AB è AD (ñì. ðèñ. 3 à, á). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà Ð ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AD è BÑ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà Q òàêæå ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AD è BÑ. 





�


Ðèñ. 3à


Ïóñòü Ì – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÀÂ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. 


1) Ïðÿìûå AD è BÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Å. Òîãäà òî÷êè P è Q ëåæàò íà áèññåêòðèñå óãëà ÀÅÂ (ñì. ðèñ. 3à). Ïî óñëîâèþ, ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ì, ïîýòîìó îòðåçîê ÅÌ ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà AEB, çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî åñòü (DAB = (ABC = (.


Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà Å ëåæèò â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÂ, DAB è ABC – óãëû, ñìåæíûå ðàâíûì óãëàì.


2) Ïðÿìûå AD è BÑ ïàðàëëåëüíû (ñì. ðèñ. 3á). 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3á


Â ýòîì ñëó÷àå, ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì èëè òðàïåöèÿ. Òî÷êè P è Q ðàâíîóäàëåíû îò ïðÿìûõ AD è BÑ (ïî äîêàçàííîìó âûøå), ïîýòîìó ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí AB è ÑD. Òîãäà (DAB = 180( – (ABC = 180( – (. 




















3.3. ßâëÿåòñÿ ëè êâàäðàòîì êàêîãî-íèáóäü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ 2007 ïðîñòûõ ÷èñåë, óâåëè÷åííîå íà 1?


Îòâåò: íåò, íå ÿâëÿåòñÿ.


Ïåðâûé ñïîñîá. Âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êðîìå ÷èñëà 2, íå÷¸òíû. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ 2007 ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíî íå÷¸òíîìó ÷èñëó, óìíîæåííîìó íà 2. Çíà÷èò, ïðè äåëåíèè íà 4 ýòî ïðîèçâåäåíèå äà¸ò îñòàòîê 2. Ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 ñòàíåò ðàâåí 3. 


Äîêàæåì, ÷òî êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò èìåòü îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m – ÷¸òíîå ÷èñëî, òî m2 äåëèòñÿ íà 4, à åñëè m – íå÷¸òíîå ÷èñëî, òî îíî èìååò âèä: m = 4n ( 1, ãäå n – íàòóðàëüíîå. Òîãäà m2 = 16n2 ( 8n + 1, òî åñòü m2 ïðè äåëåíèè íà 4 äà¸ò îñòàòîê 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äåëåíèè êâàäðàòà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 4 ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ òîëüêî îñòàòêè 0 èëè 1.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü N – ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ 2007 ïðîñòûõ ÷èñåë è íàøëîñü òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî m2 = N + 1. Òîãäà N = (m – 1)(m + 1). 


Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¸òíîñòü. Òàê êàê N ñîäåðæèò ìíîæèòåëü 2, òî N – ÷¸òíîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà m – 1 è m + 1 òàêæå ÷¸òíûå, ïîýòîìó è ÷èñëî N äîëæíî äåëèòñÿ íà 4, ÷òî íåâîçìîæíî.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 + px + q = 0 c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî p + q = 218. Ñêîëüêî òàêèõ óðàâíåíèé èìåþò öåëûå êîðíè?


Îòâåò: 4 óðàâíåíèÿ.


Ïóñòü äàííîå óðàâíåíèå èìååò öåëûå êîðíè m è n, ïðè÷åì m ( n. Òîãäà, ïî òåîðåìå Âèåòà, m + n = –p; mn = q. Ïî óñëîâèþ, p + q = 218, ïîýòîìó – m – n + mn = 218 ( mn – m – n + 1 = 219 ( m(n – 1) – (n – 1) = 219 ( (m – 1)(n – 1) = 73(3.


Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà çàïèñàíî ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë, è m – 1 ( n – 1, òî âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà: � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. 


�


Êàæäàÿ íàéäåííàÿ ïàðà êîðíåé îïðåäåëÿåò ðîâíî îäíî óðàâíåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà÷è. 





4.2. Õîðäû ÀÑ è BD îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. M è N – öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ABK è CDK ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî OM = KN.


Òàê êàê ÀÂ ÿâëÿåòñÿ îáùåé õîðäîé îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè Î è Ì, òî ïðÿìàÿ ÎÌ åé ïåðïåíäèêóëÿðíà (ñì. ðèñ. 4 à, á).


Ïåðâûé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ KN òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé ÀÂ. 


Ðèñ. 4à


� EMBED PBrush  ���


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïðÿìûå KN è AB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q (ñì. ðèñ. 4à). Òîãäà (QAK = 180( – (BAÑ = 180( – (ÑDB, òàê êàê âïèñàííûå óãëû BAÑ è ÑDB îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð NS ê õîðäå CK. Òîãäà óãîë (SNK = � EMBED Equation.2  ���(ÑNK = 180( – (ÑDB, òàê êàê óãîë ÑDB, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì N äîïîëíÿåò ïîëîâèíó öåíòðàëüíîãî óãëà ÑNK äî 180(. Òàêèì îáðàçîì, (SNK = (QAK, ïîýòîìó (KQA = 180( – ((QAK + (AKQ) = 180( – ((SNK + (NKS) = (KSN = 90(. 


Èç òîãî, ÷òî KN(AB è MO(AB, ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå MO è KN ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ ON ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé MK. Çíà÷èò, OMNK – ïàðàëëåëîãðàìì, ñëåäîâàòåëüíî ðàâíû åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, òî åñòü KN = OM, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


Ðèñ. 4á


� EMBED PBrush  ���Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü X, Y è Z – îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê N, M è O ñîîòâåòñòâåííî íà õîðäó BD (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà, òàê êàê X, Y è Z – ñåðåäèíû îòðåçêîâ DK, BK è BD ñîîòâåòñòâåííî, òî XK = � EMBED Equation.2  ���DK = � EMBED Equation.2  ���(BD – BK) = BZ – BY = ZY. 


Ïóñòü S è R – îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè M íà îòðåçêè OZ è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà MSZY – ïðÿìîóãîëüíèê, ïîýòîìó SM = ZY.


Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà âïèñàííûõ è öåíòðàëüíûõ óãëîâ, ïîëó÷èì: (XNK = � EMBED Equation.2  ���(DNK = (DCK = (DCA = (DBA. Óãëû SOM è DBA – îñòðûå è èõ ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ïîýòîìó, (SOM = (DBA.


Òàêèì îáðàçîì, (XNK = (SOM è XK = SM, ñëåäîâàòåëüíî ðàâíû ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè XNK è SOM. Çíà÷èò, KN = OM, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.





4.3. Íà ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè â óçëàõ ñåòêè ïîñòàâèëè ïÿòü òî÷åê è êàæäûå äâå èç íèõ ñîåäèíèëè îòðåçêîì. Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî íè îäèí èç ýòèõ îòðåçêîâ íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ êàêîãî-íèáóäü èç óçëîâ ñåòêè?


Îòâåò: íåò, íå ìîãëî.


Ââåä¸ì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå îñè ïðîõîäèëè ïî ëèíèÿì ñåòêè è åäèíè÷íûé îòðåçîê áûë ðàâåí ñòîðîíå êëåòêè. Â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàæäûé óçåë ñåòêè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, è íàîáîðîò, ëþáàÿ òî÷êà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ÿâëÿåòñÿ óçëîì ñåòêè. 


Ïóñòü × îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòà ÷¸òíà, à Í – ÷òî îíà íå÷¸òíà. Òîãäà äëÿ óçëîâ ñåòêè âîçìîæíû ðîâíî ÷åòûðå  êîìáèíàöèè ÷¸òíîñòåé ïåðâîé è âòîðîé êîîðäèíàò: (×; ×), (Í; ×), (×; Í) è (Í; Í). 


Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ñðåäè ïÿòè îòìå÷åííûõ òî÷åê íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå òî÷êè X(x1; x2) è Y(y1; y2), ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû îäèíàêîâîé ÷¸òíîñòè. Ïóñòü Ñ – ñåðåäèíà îòðåçêà XY, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê ÷èñëà x1 è y1, x2 è y2 èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¸òíîñòü, òî îáå êîîðäèíàòû òî÷êè Ñ – öåëûå ÷èñëà. 


Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè îòðåçêà XY åñòü óçåë ñåòêè. 
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