9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ó äåâÿòèêëàññíèêà – 10 ó÷åáíûõ ïðåäìåòîâ. Åãî ñðåäíèé áàëë çà ÷åòâåðòü ðàâåí 4,6. Ñêîëüêî ó íåãî òðîåê, ÷åòâåðîê è ïÿòåðîê, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèñóòñòâóþò âñå ýòè îöåíêè, à äâîåê ó íåãî íåò?


Îòâåò: îäíà òðîéêà, äâå ÷åòâåðêè, ñåìü ïÿòåðîê.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü a, b è c – êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê, ÷åòâåðîê è òðîåê ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà: 5a + 4b + 3c = 46 è a + b + c = 10. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì: b = 16 – 2a. Ñëåäîâàòåëüíî, b – ÷åòíîå ÷èñëî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �EMBED Equation.3���, îñóùåñòâëÿåì ïåðåáîð: 


1) Åñëè b = 8, òî à = 4, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ a + b + c = 10.


2) Åñëè b = 6, òî à = 5, ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ a + b + c = 10.


3) Åñëè b = 4, òî à = 6, ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ a + b + c = 10.


4) Åñëè b = 2, òî à = 7, ñ = 1. 


Âòîðîé ñïîñîá Ñóììà âñåõ îöåíîê äåâÿòèêëàññíèêà ðàâíà 46. Åñëè áû äåâÿòèêëàññíèê ó÷èëñÿ íà îäíè ïÿòåðêè, òî ýòà ñóììà áûëà áû ðàâíà 50, òî åñòü íà 4 áàëëà áîëüøå, ÷åì â ðåàëüíîñòè. Çàìåíà îöåíêè «5» íà «3» óìåíüøàåò îáùóþ ñóììó íà 2 áàëëà, à çàìåíà «5» íà «4» – íà 1 áàëë. 


Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 4 â âèäå ñóììû äâîåê è åäèíèö: 4 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1. Òàê êàê âñå îöåíêè ó ó÷åíèêà ïðèñóòñòâóþò, òî âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé 4 = 2 + 1 + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæåí åäèíñòâåííûé íàáîð îöåíîê, êîòîðûé è ïðèâåäåí â îòâåòå. 





� EMBED PBrush  ���


1.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ îäíà èç ñòîðîí ðàâíà 5 ñì, à îäíà èç âûñîò ðàâíà 3 ñì?


Îòâåò: òðè.


Â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå äâå âûñîòû ñîâïàäàþò ñ êàòåòàìè, à òðåòüÿ âûñîòà ïðîâåäåíà ê ãèïîòåíóçå. 


Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû.


Ðèñ. 1


1) Åñëè ãèïîòåíóçà ðàâíà 5 ñì, òî âûñîòîé äëèíû 3 ñì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî îäèí èç êàòåòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà m, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî åñòü 2,5 ñì, à âûñîòà h, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, íå áîëüøå ýòîé ìåäèàíû (ñì. ðèñ. 1).


Òðåóãîëüíèê ñ êàòåòîì 3 ñì è ãèïîòåíóçîé 5 ñì ñóùåñòâóåò è íàçûâàåòñÿ åãèïåòñêèì. 


2) Åñëè îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 5 ñì, òî äëèíó 3 ñì ìîæåò èìåòü êàê äðóãîé êàòåò, òàê è âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òðåóãîëüíèêè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (ïî ïðèçíàêàì ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ).





1.3. Ìîæåò ëè ñóììà � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� áûòü êâàäðàòîì êàêîãî-ëèáî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà? 


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.


×èñëî � EMBED Equation.2  ��� îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 9, à ÷èñëî � EMBED Equation.2  ��� îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 4. Ïîýòîìó  ñóììà � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 3. Êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ìîãóò îêàí÷èâàòüñÿ öèôðîé 3 (à òàêæå öèôðàìè 2, 7 è 8), ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåáîðîì.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå x4 + a = 0 (x – ïåðåìåííàÿ, à – íåêîòîðîå ÷èñëî) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå x4 + a = x2?


Îòâåò: äâà êîðíÿ.


Óðàâíåíèå x4 = – a èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a < 0. Â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå t2 – t + a = 0 èìååò äâà êîðíÿ, òàê êàê D = 1 – 4a > 0. Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû Âèåòà ñëåäóåò, ÷òî çíàêè ýòèõ êîðíåé ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó óðàâíåíèå x4 + a = x2 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x2 = b, ãäå b > 0, êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ. 


Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ðàññóæäåíèÿ î êîðíÿõ âñïîìîãàòåëüíîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàññìîòðåòü ãðàôèêè ôóíêöèé y = x2 è y = x4 + a, ãäå a < 0. Ýòè ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ (ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò).





�


2.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû âûñîòû BD è CE. Íàéäèòå óãîë BDE, åñëè ÂÑ = 2ÂÅ.


Îòâåò: 30(.


Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÂÑÅ êàòåò ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëåäîâàòåëüíî, (ÂÑÅ = 30( (ñì. ðèñ. 2).


Òàê êàê (ÂÅÑ = (BDÑ = 90(, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÂÅDC – âïèñàííûé (öåíòð Î îïèñàííîé îêîëî íåãî îêðóæíîñòè – ñåðåäèíà ñòîðîíû ÂÑ). Óãëû BDE è BCE – âïèñàííûå è îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó ÂÅ, ïîýòîìó (BDE = (BCE = 30(.


Ðèñ. 2


Äîêàçàòü ðàâåíñòâî óãëîâ BDE è BCE ìîæíî è ïî-äðóãîìó, íå èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíîé îêðóæíîñòè. Íàïðèìåð, èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ADB è AEC ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà òðåóãîëüíèêè ADE è ABC ïîäîáíû (îáùèé óãîë è ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñòîðîí, îáðàçóþùèõ ýòîò óãîë). Ñëåäîâàòåëüíî, (ADE = (ABC. Òîãäà (BDE = (BCE, òàê êàê îíè äîïîëíÿþò ðàâíûå óãëû äî ïðÿìûõ óãëîâ.





2.3. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ÷åòûðåõ öåëûõ ÷èñåë êðàòíà øåñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êóáîâ ýòèõ ÷èñåë òàêæå êðàòíà øåñòè.


Çàìåòèì, ÷òî åñëè n – öåëîå ÷èñëî, òî n3 – n êðàòíî 6. Äåéñòâèòåëüíî, n3 – n = n(n2 – 1) = (n – 1)n(n + 1), ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2 è ðîâíî îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3.


Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü (a3 + b3 + c3 + d3) – (a + b + c + d) = (a3 – à) + (b3 – b) + (c3 – c) + (d3 – d) êðàòíà 6. Ïî óñëîâèþ ñóììà öåëûõ ÷èñåë a + b + c + d êðàòíà 6, Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà èõ êóáîâ a3 + b3 + c3 + d3 òàêæå êðàòíà 6.


Îòìåòèì, ÷òî ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî áûëî ïðîâåñòè èíà÷å, à èìåííî: ðàññìàòðèâàÿ âñå âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà íà 6, ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà n3 è n èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 6.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a > b > c âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���.


Ïóñòü a – b = m > 0, b – c = n > 0. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì, ÷òî a – c = m + n. Ïåðåíåñåì â äîêàçûâàåìîì íåðàâåíñòâå ñëàãàåìîå ñ â ëåâóþ ÷àñòü è ñäåëàåì óêàçàííûå çàìåíû. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: �EMBED Equation.3���. 


Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê ïðè âñåõ x > 0 ñïðàâåäëèâî, ÷òî �EMBED Equation.3���. Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî òàêæå âåðíî.


Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû òàêæå è «ëîáîâûå» ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà, íî îíè ñâÿçàíû ñî çíà÷èòåëüíûìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè.





�


3.2. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû òî÷êè À è Â, èç êîòîðûõ ïðîâåäåíû ðàâíûå îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ÀÐ è ÂQ òàê, ÷òî ÀÂ è ÐQ íå ïàðàëëåëüíû. Â êàêîì îòíîøåíèè ïðÿìàÿ ÀÂ äåëèò îòðåçîê ÐQ?


Îòâåò: â îòíîøåíèè 1 : 1.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü çàäàííûå îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3à. Òîãäà Ò – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ÀÐ è BQ, R – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå Ð îòíîñèòåëüíî òî÷êè À. 


Ðèñ. 3à


�


Ïîëó÷èì, ÷òî ÒÀ = ÒÂ (îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè), çíà÷èò, RT = RA + AT = PA + BT = QB + BT = QT. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ÀÒÂ è RTQ – ðàâíîáåäðåííûå ñ îáùèì óãëîì ïðè âåðøèíå, ïîýòîìó ïðÿìûå ÀÂ è RQ ïàðàëëåëüíû. Òàê êàê À – ñåðåäèíà îòðåçêà RP, òî (ïî òåîðåìå Ôàëåñà) ïðÿìàÿ ÀÂ ïåðåñåêàåò îòðåçîê PQ â åãî ñåðåäèíå.


Ðèñ. 3á


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ïðÿìàÿ ÀÂ ïåðåñåêàåò îòðåçîê PQ â òî÷êå Ì, Î – öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè, òîãäà ðàäèóñû ÎÀ è ÎÂ ïåðïåíäèêóëÿðíû êàñàòåëüíûì ÀÐ è BQ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3á). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÎÀÐ è ÎÂQ ðàâíû (ïî äâóì êàòåòàì), ñëåäîâàòåëüíî, ÎÐ = OQ è (ÀÎÐ = (BÎQ. Òîãäà (ÀÎB = (PÎQ, òî åñòü â ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêàõ ÀÎB è PÎQ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíàõ, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ ðàâíû óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ. Èç òîãî, ÷òî (ÎÀB = (ÎPQ, ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÎÀÐÌ – âïèñàííûé, òîãäà (ÎÀP + (ÎMP = 180(, çíà÷èò, (ÎMP = 90(.


Òàêèì îáðàçîì, ÎÌ – âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà POQ, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, ïîýòîìó ÎÌ – ìåäèàíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî åñòü Ì – ñåðåäèíà ÐQ. 


Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà ÎÐ = OQ è (ÀÎB = (PÎQ ìîæíî áûëî òàêæå ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ ïîâîðîò ñ öåíòðîì â òî÷êå Î, ïðè êîòîðîì òî÷êà Â ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè À. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îáðàçîì îòðåçêà ÀÐ ïðè òàêîì ïîâîðîòå ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê BQ.


Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè äðóãîì ðàñïîëîæåíèè çàäàííûõ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.





3.3. Â êðóãîâîì ôóòáîëüíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n êîìàíä (n ( 5), çà ïîáåäó íà÷èñëÿëîñü 3 î÷êà, çà íè÷üþ – 1, çà ïîðàæåíèå – 0. Â èòîãå âñå êîìàíäû íàáðàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ õîòÿ áû òðè êîìàíäû, èìåþùèå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïîáåä.


Ïóñòü ïî èòîãàì òóðíèðà êàæäàÿ èç n êîìàíä íàáðàëà m î÷êîâ, òî åñòü âñåãî áûëî íàáðàíî mn î÷êîâ. Â òóðíèðå áûëî ïðîâåäåíî � EMBED Equation.3  ��� ìàò÷åé, â êîòîðûõ áûëî ðàçûãðàíî íå áîëåå, ÷åì � EMBED Equation.3  ���î÷êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ���, òî åñòü � EMBED Equation.3  ���.


Ïóñòü m = 3k + p, ãäå k – êîëè÷åñòâî ïîáåä, ð – êîëè÷åñòâî íè÷üèõ. Òîãäà � EMBED Equation.3  ���. Òàê êàê m ôèêñèðîâàíî è p = m – 3k, òî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ âèäà (k; p) íå áîëüøå, ÷åì � EMBED Equation.3  ���. Ïðè ýòîì, êðàéíèå ñëó÷àè (ñîîòâåòñòâóþùèå k = 0 è � EMBED Equation.2  ���) íå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ îäíîâðåìåííî, òî åñòü óêàçàííûõ íàáîðîâ ìåíüøå, ÷åì � EMBED Equation.3  ���. Òîãäà, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, íàéäóòñÿ õîòÿ áû òðè êîìàíäû, èìåþùèå îäèíàêîâûé íàáîð èç ïîáåä è íè÷üèõ.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Ñòîðîíû à, b è c òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì a8 + b8 + c8 = 2a4b4 + 2b4c4 + 2c4a4. Îïðåäåëèòå âèä òðåóãîëüíèêà (ïî óãëàì).


Îòâåò: ïðÿìîóãîëüíûé.


Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå ðàâåíñòâî: a8 + b8 + c8 + 2a4b4 – 2b4c4 – 2c4a4 = 4a4b4 ( (a4 + b4 – c4)2 – (2a2b2)2 = 0 ( (a4 + b4 + 2a2b2 – c4)(a4 + b4 – 2a2b2 – c4) = 0 ( ((a2 + b2)2– (c2)2)((a2 – b2)2– (c2)2)= 0 ( (a2 + b2 + c2)(a2 + b2 – c2)(a2 – b2 + c2)(a2 – b2 – c2) = 0. 


Òàê êàê a2 + b2 + c2 > 0, òî ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç òðåõ ðàâåíñòâ: a2 + b2 = c2 èëè a2 + c2 = b2 èëè b2 + c2 = a2, òî åñòü òðåóãîëüíèê – ïðÿìîóãîëüíûé.





4.2. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü è ê íåé ïåðïåíäèêóëÿðíî ãèïîòåíóçå ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå, ïåðåñåêàþùèå ãèïîòåíóçó â òî÷êàõ D è E. Ïîä êàêèì óãëîì âèäåí îòðåçîê DE èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà?


�


Îòâåò: Ïîä óãëîì â 45(.


Ïóñòü ÀÂÑ – äàííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ((Ñ = 90(), I – öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè, À1, Â1 è Ñ1 – òî÷êè åå êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, îòðåçêè RD è TE – êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè (P è Q – òî÷êè êàñàíèÿ, ñì. ðèñ. 4 à, á). 


Ðèñ. 4à


×åòûðåõóãîëüíèêè IB1CA1, IPDC1 è IQEC1 ÿâëÿþòñÿ ðàâíûìè êâàäðàòàìè ñî ñòîðîíîé r, ðàâíîé ðàäèóñó âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê  îêðóæíîñòè (èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç íèõ èìååò ïî òðè ïðÿìûõ óãëà è  ïàðó ñìåæíûõ ñòîðîí, ðàâíûõ ðàäèóñó).


Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


�


Ðèñ. 4á


Ïåðâûé ñïîñîá. Òî÷êè Ñ, D è Å íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè, ðàâíîì � EMBED Equation.3  ���, îò òî÷êè I, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I, ñîäåðæàùàÿ ýòè òî÷êè (ñì. ðèñ. 4à). Â ýòîé îêðóæíîñòè ïðÿìîé óãîë DIE – öåíòðàëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî èñêîìûé óãîë DÑE ðàâåí 45( (îí âïèñàííûé è îïèðàåòñÿ íà òó æå äóãó DE ýòîé îêðóæíîñòè).


Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè DRC è ETC – ðàâíîáåäðåííûå (ñì. ðèñ. 4á). Äåéñòâèòåëüíî, DR = DP + RP = RB1 + B1C = CR, àíàëîãè÷íî, ET = CT. Òîãäà � EMBED Equation.3  ��� = �EMBED Equation.3��� � EMBED Equation.3  ���. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.3���. Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Equation.3���.





� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5à


4.3. Äàí êâàäðàò 4(4 è ÷åòûðå ðàçíûõ öâåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü êëåòêè êâàäðàòà òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå ïðèñóòñòâîâàëè âñå öâåòà?


Îòâåò: 242 = 576 ñïîñîáàìè.


Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì öâåòà: êðàñíûé, ñèíèé, áåëûé è ÷åðíûé. Òîãäà äëÿ âåðõíåé ñòðîêè òàáëèöû ñóùåñòâóåò 4! = 24 ñïîñîáà ðàñêðàñêè. Äëÿ êàæäîãî èç 24 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè âåðõíåé ñòðîêè ñóùåñòâóåò 3! = 6 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè ëåâîãî ñòîëáöà.


� EMBED PBrush  ���


Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè âåðõíåé ñòðîêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êëåòêè ïîêðàøåíû òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 5à. 


Ðèñ. 5ä


Ðèñ. 5ã


Ðèñ. 5â


Ðèñ. 5á


Ïóñòü ëåâûé ñòîëáåö ïîêðàøåí â òàêîì æå ïîðÿäêå (ÁÑÊ×), òîãäà âòîðóþ ñòðîêó ìîæíî ïîêðàñèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè, ïåðâûé èç êîòîðûõ äàåò äâà ñëó÷àÿ (ñì. ðèñ. 5 á, â), à äâà äðóãèõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðàñêðàñêó òàáëèöû (ñì. ðèñ. 5 ã, ä). Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ñóùåñòâóåò 24(6((3 + 1) = 242 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè òàáëèöû.


Ïðè ëþáîì äðóãîì ñïîñîáå ðàñêðàñêè ëåâîãî ñòîëáöà ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû, òîëüêî âìåñòî âòîðîé ñòðîêè ðàññìàòðèâàåòñÿ òà ñòðîêà, â êîòîðîé ñàìàÿ ëåâàÿ êëåòêà – ñèíÿÿ.





� EMBED PBrush  ���


Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


Ðèñ. 6


5.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ �EMBED Unknown���, åñëè ÷èñëà a è b íåîòðèöàòåëüíû è a + b = 1. 


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ êàòåòàìè BÑ = 1 è AÑ = b è ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AED ñ êàòåòàìè ÀD = 1 è DE = a, ðàñïîëîæèâ èõ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Ñóììà äëèí ýòèõ îòðåçêîâ íàèìåíüøàÿ, åñëè òî÷êà À ëåæèò íà îòðåçêå ÂÅ, òîãäà èñêîìîå çíà÷åíèå ðàâíî � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà À ëåæèò íà îòðåçêå ÂÅ, òî òðåóãîëüíèêè ÀÅD è ÂÀÑ ïîäîáíû, ïîýòîìó � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè � EMBED Equation.2  ���.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü a = 0,5 + t; b = 0,5 – t, ãäå 0 ( t ( 0,5. Òîãäà S = �EMBED Unknown��� = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, S2 = 2t2 + 2,5 + � EMBED Equation.2  ��� = 2t2 + 2,5 + � EMBED Equation.2  ���. = 2t2 + 2,5 + � EMBED Equation.2  ���. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå S2 äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 0 è ðàâíî 5.


Òàê êàê S > 0, òî � EMBED Equation.2  ���. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� – âîçðàñòàþùàÿ, òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå S òàêæå äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 0 è ðàâíî � EMBED Equation.2  ���.





�


5.2. Ðåáåíîê, íàõîäÿùèéñÿ íà ìîñòó, òÿíåò çà âåðåâêó èãðóøå÷íûé àâòîìîáèëü÷èê, êîòîðûé êàòèòñÿ ïî äîðîãå ïîä ìîñòîì (ñì. ðèñóíîê). Èçâåñòíî, ÷òî, «ïðèòÿãèâàÿ» ìàøèíêó, îí íàìîòàë 10 ñì âåðåâêè. Âåðíî ëè, ÷òî èãðóøêà òàêæå ñäâèíåòñÿ íà 10 ñì? Îòâåò îáîñíóéòå.


Îòâåò: íåò, íå âåðíî. 


Ðèñ. 7


�


Ïóñòü òî÷êà Â – ìåñòîíàõîæäåíèå ìàëü÷èêà è ìàøèíêà ñäâèãàåòñÿ èç òî÷êè Ñ1 â òî÷êó Ñ2 íà ðàññòîÿíèå d (ñì. ðèñ. 7). Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèÿ: s – íà÷àëüíàÿ äëèíà âåðåâêè, �EMBED Equation.3��� – äëèíà, íà êîòîðóþ ìàëü÷èê íàìîòàë âåðåâêó. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàëü÷èêîì è èãðóøêîé (ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ åå â òî÷êó Ñ2) ñòàíåò ðàâíûì s – l. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì: ÂÑ2 + Ñ2Ñ1 > BC1, òî åñòü d + (s – l) > s. Ñëåäîâàòåëüíî, d > l, çíà÷èò, èãðóøêà ñäâèíåòñÿ íà ðàññòîÿíèå, áîëüøåå, ÷åì 10 ñì.








� EMBED PBrush  ���





5.3. Õîäîì ôèøêè, ñòîÿùåé íà íåêîòîðîé êëåòêå K äîñêè 8(8, íàçîâåì åå ïðûæîê íà ñâîáîäíóþ êëåòêó, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà K îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäü äðóãîé ñòîÿùåé íà äîñêå ôèøêè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ôèøåê ìîæíî ïîñòàâèòü íà êëåòêè ýòîé äîñêè òàê, ÷òîáû ëþáàÿ ôèøêà ìîãëà ñäåëàòü õîä? 


Ðèñ. 8


Îòâåò: 60 ôèøåê.


Çàíóìåðóåì âñå âåðòèêàëè äîñêè ñëåâà íàïðàâî, à ãîðèçîíòàëè – ñíèçó ââåðõ. Ðàññìîòðèì ôèøêè, çà
