10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Èçâåñòíî. ÷òî ðàçíîñòü êóáîâ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0 ðàâíà 2011. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå ax2 + 2bx + 4c = 0?


Îòâåò: äâà êîðíÿ.


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò äâà êîðíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî äèñêðèìèíàíò D = b2 – 4ac > 0. Óïðîùåííûé äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ax2 + 2bx + 4c = 0 òàêæå ðàâåí b2 – 4ac, çíà÷èò îíî òàêæå èìååò äâà êîðíÿ. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1


1.2. Òî÷êè K è L – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è ÂÑ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ÀÂÑDEF. Îòðåçêè KD è LE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ì. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà DEM ðàâíà 12. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà KBLM.


Îòâåò: 12.


Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê KBCD ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ÷åòûðåõóãîëüíèêà LCDE ïðè ïîâîðîòå âîêðóã öåíòðà ÀÂÑDEF íà óãîë 60(, òî ýòè ÷åòûðåõóãîëüíèêè ðàâíû, à çíà÷èò, è ðàâíîâåëèêè (ñì. ðèñ. 1). Âû÷èòàÿ èç ïëîùàäè êàæäîãî èç íèõ ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà LCDM, ïîëó÷èì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = 12.





1.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî, êðàòíîå 45, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíèö è íóëåé.


Îòâåò: 1111111110.


×èñëî êðàòíî 45, åñëè îíî êðàòíî êàæäîìó èç äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë: 9 è 5. Òàê êàê èñêîìîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9, òî åãî ñóììà öèôð äîëæíà äåëèòñÿ íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî åäèíèö â èñêîìîì ÷èñëå êðàòíî äåâÿòè. ×èñëî, êðàòíîå ïÿòè, ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 0 èëè íà 5, íî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïî óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî äîëæíî áûòü íàèìåíüøèì, îíî äîëæíî ñîäåðæàòü 9 åäèíèö è îêàí÷èâàòüñÿ íóëåì.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x, êðîìå 1, è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó: � EMBED Equation.2  ���. Íàéäèòå f(–1).


Îòâåò: –1.


Ïîäñòàâèì â äàííîå ðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ x = 0 è x = –1. Ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü � EMBED Equation.2  ��� = –1.


Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ðåøèòü è áîëåå îáùóþ çàäà÷ó: íàéòè f(x) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ( 1. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíèì â èñõîäíîì ðàâåíñòâå õ íà �EMBED Unknown���. Ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� = .� EMBED Equation.2  ��� Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Unknown���, òî åñòü �EMBED Unknown���.


Ýòîò «ôîêóñ» îêàçàëñÿ âîçìîæíûì â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè x ( 1 äëÿ ôóíêöèè �EMBED Unknown��� âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ �EMBED Unknown��� è åé îáðàòíàÿ ñîâïàäàþò.
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Ðèñ. 2


2.2. Îñíîâàíèÿ îïèñàííîé òðàïåöèè ðàâíû 2 è 11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîäîëæåíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä îñòðûì óãëîì.


Ïóñòü ABCD – äàííàÿ òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè BC = 2 è AD = 11 (ñì. ðèñ. 2). Ïðîâåä¸ì CM || BA, òîãäà óãîë ìåæäó ïðîäîëæåíèÿìè áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè ðàâåí óãëó DCM. Ïóñòü CM = AB = x, òîãäà DC = 13 – x (òàê êàê ABCD – îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ). 


Â òðåóãîëüíèêå DCM: MD2 = (AD – BC)2 = 81; CM2 + CD2 = x2 + (13 – x)2. Òàê êàê CM2 + CD2 – MD2 = 2x2 – 26x +88 = 2(x – 6,5)2 + 1,75 > 0, òî CM2 + CD2 > MD2, çíà÷èò, óãîë DCM – îñòðûé, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


2.3. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî 8 ÷åëîâåê è â èòîãå îíè íàáðàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ (êàæäûé èãðàë ñ êàæäûì îäèí ðàç, ïîáåäà – 1 î÷êî, íè÷üÿ – 0,5 î÷êà, ïîðàæåíèå – 0). Øàõìàòèñò, çàíÿâøèé âòîðîå ìåñòî, íàáðàë ñòîëüêî æå î÷êîâ, ñêîëüêî ÷åòâåðî ïîñëåäíèõ íàáðàëè âìåñòå. Êàê ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé øàõìàòèñòû, çàíÿâøèå òðåòüå è ñåäüìîå ìåñòî?


Îòâåò: âûèãðàë øàõìàòèñò, çàíÿâøèé òðåòüå ìåñòî.


Çàìåòèì, ÷òî çàíÿâøèå ÷åòûðå ïîñëåäíèõ ìåñòà, ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì 6 ïàðòèé, ðàçäåëèâ ìåæäó ñîáîé 6 î÷êîâ. Ïîýòîìó, ó øàõìàòèñòà, çàíÿâøåãî âòîðîå ìåñòî, íå ìîæåò áûòü ìåíåå øåñòè î÷êîâ. 


Äîêàæåì, ÷òî áîëåå øåñòè î÷êîâ ó íåãî áûòü íå ìîæåò. Äåéñòâèòåëüíî, 6,5 èëè 7 î÷êîâ ó íåãî ìîæåò áûòü òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå: åñëè îí âûèãðàë ó âñåõ èãðîêîâ, çàíÿâøèõ áîëåå íèçêèå ìåñòà, è íå ïðîèãðàë ïîáåäèòåëþ, íî òîãäà êîëè÷åñòâî î÷êîâ ïîáåäèòåëÿ òóðíèðà áóäåò íå áîëüøå, ÷åì ó çàíÿâøåãî âòîðîå ìåñòî. 


Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî øàõìàòèñò, çàíÿâøèé âòîðîå ìåñòî, íàáðàë ðîâíî 6 î÷êîâ, çíà÷èò, èãðîêè, çàíÿâøèå ÷åòûðå ïîñëåäíèõ ìåñòà, ïðîèãðàëè âñå ïàðòèè èãðîêàì, çàíÿâøèì ìåñòà âûøå íèõ.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå x2 + y2, åñëè x2 – y2 + 6x + 4y + 5 = 0.


Îòâåò: 0,5. 


� EMBED PBrush  ���


Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå ðàâåíñòâî: x2 – y2 + 6x + 4y + 5 = 0 ( (x2 + 6x + 9) – (y2 – 4y + 4) = 0 ( (x + 3)2 – (y – 2)2 = 0 ( (x + y + 1)(x – y + 5) = 0. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ðèñ. 3


Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ è íàéäåì íà íåì òî÷êó, äëÿ êîòîðîé âûðàæåíèå x2 + y2 ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òàê êàê ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè � EMBED Equation.3  ���, òî åãî ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå äâóõ ïðÿìûõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò îñü y â òî÷êàõ (0; –1) è (0; 5) (ñì. ðèñ 3.). Èñêîìîå âûðàæåíèå x2 + y2 âûðàæàåò êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M(x; y) äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîýòîìó, åãî çíà÷åíèå áóäåò íàèìåíüøèì, åñëè M – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Î(0; 0) íà áëèæàéøóþ ê ýòîé òî÷êå ïðÿìóþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáå ïðÿìûå îòñåêàþò îò îñåé êîîðäèíàò ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ êàòåòàìè 1 è 5, ïîëó÷èì, ÷òî áëèæå ê òî÷êå Î(0; 0) íàõîäèòñÿ ïðÿìàÿ y = –x – 1, òîãäà � EMBED Equation.3  ��� = 0,5.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü x2 + y2 = à, òîãäà óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: «Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè �EMBED Equation.3��� ñèñòåìà óðàâíåíèé �EMBED Equation.3���


èìååò ðåøåíèÿ?». Ýòà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè: � EMBED Equation.3  ��� èëè � EMBED Equation.3  ���


Äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàéäåì òðåáóåìîå çíà÷åíèå à. 


1) � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ ò. è ò. ò., êîãäà èìååò ðåøåíèÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, òî åñòü, åñëè 1 –2(1 – à) ( 0 ( a ( 0,5. 


2) � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1), ïîëó÷èì: 25 – 2(25 – à) ( 0 ( a ( 12,5.


Òàêèì îáðàçîì, a = 0,5 – íàèìåíüøåå çíà÷åíèå à, ïðè êîòîðîì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì èìååò ðåøåíèå.


Îòìåòèì, ÷òî è âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ìîæíî èçëîæèòü íà ÿçûêå ãåîìåòðèè: èñêîìîå çíà÷åíèå à – ýòî êâàäðàò íàèìåíüøåãî ðàäèóñà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ èìååò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ãðàôèêîì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ðèñ. 3). 


3.2. Â êóáå ÀÂÑDA’B’C’D’ ñ ðåáðîì 1 òî÷êè T, Ð è Q – öåíòðû ãðàíåé AA’B’B, A’B’C’D’ è BB’C’C ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ð äî ïëîñêîñòè ÀTQ.
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Ðèñ. 4à


Îòâåò: � EMBED Equation.3  ���.


Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû Â’ è C êóáà ëåæàò â ïëîñêîñòè ATQ, ïîýòîìó, ïëîñêîñòè ATQ è ÀÂ’C ñîâïàäàþò (ñì. ðèñ. 4à). Ïëîñêîñòè ÀÂ’C è BDD’ ïåðïåíäèêóëÿðíû, òàê êàê ïëîñêîñòü ÀÂ’C ñîäåðæèò ïåðïåíäèêóëÿð ÀÑ ê ïëîñêîñòè BDD’. Çíà÷èò, îñíîâàíèå Í ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Ð íà ÀÂ’C, ëåæèò íà ïðÿìîé B’O ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ÀÂ’C è BDD’.
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Ðèñ. 4á


Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïëîñêîñòü ÀÂ’C ïåðïåíäèêóëÿðíà äèàãîíàëè BD’ êóáà (òàê êàê êîíöû ýòîé äèàãîíàëè ðàâíîóäàëåíû îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà ÀÂ’C) è äåëèò åå â îòíîøåíèè 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè Â. Òîãäà � EMBED Equation.3  ���, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D’ äî ïëîñêîñòè ÀÂ’C ðàâíî � EMBED Equation.3  ���, à ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ð äî ïëîñêîñòè ÀÂ’C åùå â äâà ðàçà ìåíüøå, òî åñòü ðàâíî � EMBED Equation.3  ���. 


Òàêæå ìîæíî ñäåëàòü îòäåëüíûé ÷åðòåæ ïðÿìîóãîëüíèêà BB’D’D è, íàïðèìåð, ïðîäëèòü îòðåçîê B’O äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé D’D â òî÷êå Ì (ñì. ðèñ. 4á). Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ B’PH è B’MD’ ïîëó÷èì: � EMBED Equation.3  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. 


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ äëèíû ÐÍ. 


3.3. Öåëûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî (a – b)(b – c)(c – a) = a + b + c. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a + b + c äåëèòñÿ íà 27.


Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 3 ÷èñåë à, b è c è äîêàæåì, ÷òî îíè îäèíàêîâûå. Äåéñòâèòåëüíî: 


1) Åñëè ýòè îñòàòêè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå â óñëîâèè, íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê íè îäíà èç ðàçíîñòåé â åãî ëåâîé ÷àñòè íå äåëèòñÿ íà 3, à ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 3.


2) Åñëè äâà ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3, à òðåòüå ÷èñëî äàåò äðóãîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 3, òî ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà áóäåò êðàòíà òðåì (îäíà èç ðàçíîñòåé êðàòíà òðåì), à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå áóäåò êðàòíà òðåì.


Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé: âñå ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3. Òîãäà êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 3, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 27, à, çíà÷èò, è ïðàâàÿ ÷àñòü, ðàâíàÿ a + b + c, äåëèòñÿ íà 27.


Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà à, b è ñ ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, 15, 18 è 21 èëè 50, 53 è 59 (îò øêîëüíèêîâ ýòî ïðîâåðÿòü íå òðåáóåòñÿ).








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x > 0, y > 0, z > 0 è �EMBED Unknown���, òî � EMBED Equation.3  ��� è óêàæèòå, â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.


Ïóñòü � EMBED Equation.3  ��� ( 0, òîãäà � EMBED Equation.3  ���. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì: � EMBED Equation.3  ���, ðàâåíñòâî â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ, åñëè à = b = c. Ïîëó÷èì: � EMBED Equation.3  ���.


Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè � EMBED Equation.3  ���.


Ðèñ. 5à


4.2. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Áèññåêòðèñû óãëîâ Â è Ñ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà îòðåçêå AD. Íàéäèòå AD, åñëè ÀÂ = 5, ÑD = 3.
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Îòâåò: AD = 8.


Ïóñòü M – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ B è C (ñì. ðèñ. 5à – â). 


I ñïîñîá. Îáîçíà÷èì: (ABC = 2(, (ÂÑD = 2(, òîãäà (ADC = 180° – 2(, (ÂAD = 180° – 2( (ñì. ðèñ. 5à). 
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Ïóñòü ( < (. Âûáåðåì íà ëó÷å DA òàêóþ òî÷êó K, ÷òî DK = DÑ = 3, òîãäà K ëåæèò ìåæäó Ì è D è (KCD = (CKD = (. Ñëåäîâàòåëüíî, (CKM + (CBM = 180°, çíà÷èò, îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà MKCÂ ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Òîãäà (KBM = (KCM = ( – (, çíà÷èò, (ABK = ( = (AKB, ñëåäîâàòåëüíî, AK = AB = 5; AD = DK + AK = 8.


Â ñëó÷àå, åñëè ( > (, ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, îòêëàäûâàÿ íà ëó÷å AD îòðåçîê AK, ðàâíûé ÀÂ. Ñëó÷àé ( = ( íåâîçìîæåí, èíà÷å ABCD – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ (AB = DC), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.


II ñïîñîá. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.


Ðèñ. 5á


1) AB || DC. Òîãäà ABCD – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ (ÂÑ = AD, ñì. ðèñ. 5á). Ïðîâåä¸ì MN || AB. Èç ðàâåíñòâà íàêðåñò ëåæàùèõ óãëîâ ïîëó÷èì: BN = NM = NC, çíà÷èò, MN – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè, òî åñòü � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, AD = BC = 2MN = AB + CD = 8.
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2) AB ïåðåñåêàåò DC â òî÷êå T. Òîãäà M – ëèáî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BTC, ëèáî öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 5â). Òàê êàê ðàññóæäåíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû, òî ðàññìîòðèì òîëüêî âòîðîé èç íèõ. 


Ðèñ. 5â


Ïóñòü îòðåçîê A’D’ ñèììåòðè÷åí ñòîðîíå AD îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû TM óãëà BTC. Òîãäà (DA’M = (D’AM = (TCB, òàê êàê ABCD – âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, çíà÷èò, A’D’ || BC. Èç ðàâåíñòâà íàêðåñò ëåæàùèõ óãëîâ ïîëó÷èì, ÷òî A’M = A’C. Àíàëîãè÷íî, D’M = D’B, êðîìå òîãî, AD’ = A’D (èç ñèììåòðèè). Òàêèì îáðàçîì, AD = A’D’ = A’M + D’M = A’C + D’B = AB + CD = 8.
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Ðèñ. 6


4.3. Ñóùåñòâóþò ëè äâà ìíîãîóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû îáùèå, íî íåò íè îäíîé îáùåé ñòîðîíû?


Îòâåò: äà, ñóùåñòâóþò.


Íàïðèìåð, ïÿòèóãîëüíèêè, ñì. ðèñ. 6.


Îòìåòèì, ÷òî ìåíüøå, ÷åì ïî ïÿòü âåðøèí, òàêèå ìíîãîóãîëüíèêè èìåòü íå ìîãóò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåðøèí ÷åòûðå, òîãäà çàíóìåðóåì âåðøèíû ïåðâîãî ìíîãîóãîëüíèêà â ïîðÿäêå «îáõîäà»: 1-2-3-4-1. Âî âòîðîì ìíîãîóãîëüíèêå ó êàæäîé âåðøèíû äîëæíû ñìåíèòüñÿ îáà «ñîñåäà», íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïåðâîì ìíîãîóãîëüíèêå äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåé (íàïðèìåð ñ âåðøèíîé 2 íå ñîñåäñòâóåò òîëüêî âåðøèíà 4). 





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ x è y ÷èñëî x8 – x7y + x6y2 – ... – xy7 + y8 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.


Ðàçëîæèì äàííîå âûðàæåíèå íà ìíîæèòåëè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. 


Ïåðâûé ñïîñîá. Óìíîæèì è ðàçäåëèì äàííîå ÷èñëî íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî x + y, òîãäà x8 – x7y + x6y2 – ... – xy7 + y8 = � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� = (x2 – xy + y2)(x6 – x3y3 + y6).


Âòîðîé ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ ãðóïïèðîâêîé: x8 – x7y + x6y2 – ... – xy7 + y8 = (x8 – x7y + x6y2) – (x5y3 – x4y4 + x3y5) + (x2y6 – xy7 + y8) = x6(x2 – xy + y2) – x3y3(x2 – xy + y2) + y6(x2 – xy + y2) = (x2 – xy + y2)(x6 – x3y3 + y6).


Ïîëó÷åííûå ìíîæèòåëè èìåþò îäèíàêîâûé âèä (íåïîëíûé êâàäðàò ñóììû). Íî a2 – ab + b2 = (a – b)2 + ab ( 1, åñëè à è b – íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè x = y = 1, òîãäà äàííîå ÷èñëî ðàâíî 1, òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ êàæäûé ìíîæèòåëü áîëüøå 1, ïîýòîìó, äàííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.


5.2. Äàí óãîë ñ âåðøèíîé O è îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ A è B. Ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå A, ïàðàëëåëüíûé OB, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå C. Îòðåçîê OC ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå E. Ïðÿìûå AE è OB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî OK = KB.
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Ïóñòü (ACE = (, òîãäà (OAK = ( (óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ñì. ðèñ. 7), è (EOK = ( (CA || OB). Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè AOK è OEK ïîäîáíû, çíà÷èò, � EMBED Equation.3  ��� ( OK2 = AK(EK.


Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè, KÂ2 = KÀ(KÅ. Òàêèì îáðàçîì, OK = KB, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Ðèñ. 7


Ðàâåíñòâî OK2 = AK(EK ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÅÎ è êàñàòåëüíóþ ê íåé â òî÷êå Î (ñì. ðèñ. 7). Òîãäà èç ðàâåíñòâà óãëîâ OAE è EOK ñëåäóåò, ÷òî ýòà êàñàòåëüíàÿ ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé ÎÂ. Ïðèìåíèâ äëÿ ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè è òî÷êè K ñâîéñòâî êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.


5.3. Ñóììà íîìåðîâ äîìîâ íà îäíîé ñòîðîíå êâàðòàëà ðàâíà 247. Êàêîé íîìåð èìååò ñåäüìîé äîì îò óãëà?


Îòâåò: 19.


Ïóñòü ïåðâûé îò óãëà äîì êâàðòàëà èìååò íîìåð ð, à êîëè÷åñòâî äîìîâ íà îäíîé ñòîðîíå êâàðòàëà ðàâíî k. Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð, ð + 2, ð + 4, ..., ð + 2(k – 1) íîìåðîâ ýòèõ äîìîâ ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Ñóììà ïåðâûõ k ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè ðàâíà � EMBED Equation.3  ��� = (ð + k – 1)k. 


Ïî óñëîâèþ ïîëó÷èì óðàâíåíèå: (ð + k – 1)k = 247. Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà 247 èìååò âèä 247 = 13(19. Òàê êàê ð ( 1, òî ð + k – 1 ( k, çíà÷èò, ð + k – 1 = 19, à k = 13, òî åñòü ð = 7. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îäíîé ñòîðîíå êâàðòàëà 13 äîìîâ, à èõ íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà 7. Òàêèì îáðàçîì, ñåäüìîé äîì (îò ëþáîãî óãëà) èìååò íîìåð 19.
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