9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x(x + 1) = 2014(2015.


Îòâåò: 2014; (2015.


Ðåøåíèå. Òàê êàê êàæäàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, òî îáà êîðíÿ ïîäáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îíè öåëûå, à èõ ìîäóëè ìîãóò áûòü ðàâíû 2014 èëè 2015. Äàííîå óðàâíåíèå – êâàäðàòíîå, ïîýòîìó èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé. 


Åñëè îäèí êîðåíü óæå ïîäîáðàí, òî âòîðîé ìîæåò áûòü íàéäåí ïî òåîðåìå Âèåòà.


1.2. Èç ÷åòûðåõ ïàëî÷åê ñëîæåí êîíòóð ïàðàëëåëîãðàììà. Îáÿçàòåëüíî ëè èç íèõ ìîæíî ñëîæèòü êîíòóð òðåóãîëüíèêà (îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ïàëî÷åê)?


Îòâåò: íåò, íå îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Ïóñòü èç ÷åòûðåõ îäèíàêîâûõ ïàëî÷åê äëèíû à ñëîæåí êîíòóð ðîìáà. Òîãäà òðåóãîëüíèê èç íèõ ñëîæèòü íåëüçÿ, òàê êàê òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè à, à è 2à íå ñóùåñòâóåò.


1.3. Òðè ïèðàòà íàøëè êëàä, ñîñòîÿùèé èç 240 çîëîòûõ ñëèòêîâ îáùåé ñòîèìîñòüþ 360 äîëëàðîâ. Ñòîèìîñòü êàæäîãî ñëèòêà èçâåñòíà è âûðàæàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì äîëëàðîâ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî äîáû÷ó íåëüçÿ ðàçäåëèòü ìåæäó ïèðàòàìè ïîðîâíó, íå ïåðåïëàâëÿÿ ñëèòêè?


Îòâåò: äà, ìîæåò. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü îäèí èç ñëèòêîâ ñòîèò 121 äîëëàð, à êàæäûé èç îñòàëüíûõ ñëèòêîâ ñòîèò 1 äîëëàð (òàêèõ ñëèòêîâ áóäåò 239). Òàê êàê êàæäîìó ïèðàòó äîëæíî äîñòàòüñÿ ñëèòêîâ ðîâíî íà 120 äîëëàðîâ, òî â ýòîì ñëó÷àå ðàçäåëèòü äîáû÷ó ïîðîâíó áóäåò íåâîçìîæíî. 





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ìàðüÿ Ïåòðîâíà èäåò ïî äîðîãå ñî ñêîðîñòüþ 4 êì/÷. Óâèäåâ ïåíåê, îíà ñàäèòñÿ íà íåãî è îòäûõàåò îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî ìèíóò. Ìèõàèë Ïîòàïîâè÷ èäåò ïî òîé æå äîðîãå ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷, çàòî ñèäèò íà êàæäîì ïåíüêå â äâà ðàçà äîëüøå, ÷åì Ìàðüÿ Ïåòðîâíà. Âûøëè è ïðèøëè îíè îäíîâðåìåííî. Äëèíà äîðîãè – 11 êì. Ñêîëüêî íà íåé ìîãëî áûòü ïåíüêîâ?


Îòâåò: 1, 3, 11 èëè 33 ïåíüêà.


Ðåøåíèå. Ìàðüÿ Ïåòðîâíà ïðåîäîëåâàåò óêàçàííóþ äèñòàíöèþ çà �EMBED Equation.3��� ÷àñà, à Ìèõàèë Ïîòàïîâè÷ – çà �EMBED Equation.3��� ÷àñà. Ñëåäîâàòåëüíî, Ìàðüÿ Ïåòðîâíà îòäûõàåò íà �EMBED Equation.3��� (÷) áîëüøå, ÷òî ñîñòàâëÿåò 33 ìèíóòû.


Òàê êàê íà êàæäîì ïåíüêå Ìàðüÿ Ïåòðîâíà ñèäèò öåëîå ÷èñëî ìèíóò è êîëè÷åñòâî ïåíüêîâ – öåëîå, òî íà êàæäîì ïåíüêå îíà ìîãëà ñèäåòü 33, 11, 3 èëè 1 ìèíóòó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 1, 3, 11 èëè 33 ïåíüêàì.


2.2. Òî÷êà D — ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû ÀÂ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, (ÂÀÑ = 35(. Òî÷êà B1 ñèììåòðè÷íà òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÑD. Íàéäèòå óãîë AB1C.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 125(.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà D – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Êðîìå òîãî, èç ñèììåòðèè DB1 = DB, ïîýòîìó òî÷êà B1 ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà (AB1C = 180( – (ABC = 90( + (ÂÀÑ = 125(.


Ðèñ. 1











2.3. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà Õ íà 26 ðàâåí íåïîëíîìó ÷àñòíîìó, îñòàòîê îò äåëåíèÿ Õ íà 29 òàêæå ðàâåí íåïîëíîìó ÷àñòíîìó. Íàéäèòå âñå òàêèå Õ.


Îòâåò: 270; 540. 


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, 27m = 30n ( 9m = 10n, çíà÷èò, m êðàòíî 10. Òàê êàê îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 26 íå áîëüøå, ÷åì 25, òî m =10 èëè m = 20. Òàêèì îáðàçîì, X = 270 èëè X = 540.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Èçâåñòíî, ÷òî � EMBED Equation.3  ���. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå � EMBED Equation.3  ���?


Îòâåò: (1 èëè 8.


Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óñëîâèå â âèäå: �EMBED Equation.3���, òîãäà �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. Ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî: �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:


1) �EMBED Equation.3���, òîãäà �EMBED Equation.3��� = –1;


2) �EMBED Equation.3���, òîãäà �EMBED Equation.3��� = 8.


Ìîæíî òàêæå ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, íå  «ïåðåâîðà÷èâàÿ» äðîáè, çàäàííûå â óñëîâèè.
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3.2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD: (DAÂ = (AÂC = 60( è (ÑAÂ = (CBD. Äîêàæèòå, ÷òî AD + CB = AB.


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Ïðîäëèì ñòîðîíû AD è ÂÑ äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå Å, òîãäà òðåóãîëüíèê ÀÂÅ – ðàâíîñòîðîííèé (ñì. ðèñ. 2). Äîêàæåì, ÷òî ÂÑ = ED. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.


Ïåðâûé ñïîñîá. Â òðåóãîëüíèêàõ ÀÂÑ è ÂÅD: ÀÂ = ÂÅ; (ÑAÂ = (DÂÅ, (AÂC = 60( = (ÂÅD. Òàêèì îáðàçîì, (ÀÂÑ = (ÂÅD (ïî âòîðîìó ïðèçíàêó). Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑ = ED. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü Î – öåíòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÅ. Ïðè ïîâîðîòå ñ öåíòðîì Î íà óãîë 120( ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îáðàçàìè âåðøèí À è Â ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû Â è Å ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà îáðàçîì ëó÷à ÀÑ – ëó÷ BD (èç ðàâåíñòâà (ÑAÂ = (CBD). Òàê êàê îáðàçîì ñòîðîíû ÂÅ ïðè ýòîì ïîâîðîòå ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíà ÅÀ, òî îáðàçîì òî÷êè Ñ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà D. Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑ = ED. 


Òàêèì îáðàçîì, AD + CB = AD + ED = ÀÅ = AB.


Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññóæäåíèÿõ âî âòîðîì ñïîñîáå áûëî èñïîëüçîâàíî îñíîâíîå ñâîéñòâî âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèé): îáðàç ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí ïåðåñå÷åíèþ îáðàçîâ.


3.3. Ïåòÿ íàøåë ñóììó âñåõ íå÷åòíûõ äåëèòåëåé íåêîòîðîãî ÷åòíîãî ÷èñëà (âêëþ÷àÿ 1), à Âàñÿ – ñóììó âñåõ ÷åòíûõ äåëèòåëåé ýòîãî æå ÷èñëà (âêëþ÷àÿ ñàìî ÷èñëî). Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàéäåííûõ ÷èñåë áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì?


Îòâåò: íåò, íå ìîæåò. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü 2n – íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ äàííîå ÷èñëî. Åñëè Ïåòÿ ïîëó÷èë íàáîð åãî íå÷åòíûõ äåëèòåëåé a1, a2, … , am, òî â Âàñèíîì íàáîðå ÷åòíûõ äåëèòåëåé äîëæíû áûòü âñå ÷èñëà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç âñåõ íå÷åòíûõ äåëèòåëåé óìíîæåíèåì íà êàæäóþ ñòåïåíü äâîéêè îò 21 äî 2n. Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷èñëà èç Âàñèíîãî íàáîðà èìåþò âèä: 2k(ai, ãäå 1 ( k ( n, 1( i ( m. 


Îáîçíà÷èì ñóììó Ïåòèíûõ ÷èñåë ÷åðåç A. Òîãäà ñóììà Âàñèíûõ ÷èñåë ðàâíà A((2 + 22 + 23+ … + 2n). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå Ïåòèíîé è Âàñèíîé ñóìì ðàâíî A2((2 + 22 + 23+ … + 2n). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ÷èñëî ÿâëÿëîñü òî÷íûì êâàäðàòîì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿëîñü òî÷íûì êâàäðàòîì. Íî çàïèñàííàÿ ñóììà ñòåïåíåé äâîéêè ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò îñòàòîê 2, òî åñòü îíà äåëèòñÿ íà 2, íî íå äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó òî÷íûì êâàäðàòîì ÿâëÿòüñÿ íå ìîæåò.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé à, b è c âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ïðè x > 0 è y > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �EMBED Equation.3���. Äåéñòâèòåëüíî, �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( (x – y)2 ( 0.


Òåïåðü çàïèøåì òðè îäíîòèïíûõ âåðíûõ íåðàâåíñòâà: �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� è ñëîæèì èõ ïî÷ëåííî. Ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî. 


4.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû âûñîòà ÂÍ, ìåäèàíà ÂÂ1 è ñðåäíÿÿ ëèíèÿ À1Ñ1 (À1  ëåæèò íà ñòîðîíå ÂÑ, Ñ1 – íà ñòîðîíå ÀÂ). Ïðÿìûå À1Ñ1 è ÂÂ1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ì, à ïðÿìûå Ñ1Â1 è À1Í – â òî÷êå N. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå MN è BH ïàðàëëåëüíû.
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Ðèñ. 3


Ðåøåíèå. Òàê êàê À1Ñ1 II AC, òî Ì – ñåðåäèíà îòðåçêà À1Ñ1 (ñì. ðèñ. 3). Êðîìå òîãî, Ñ1Â1 = � EMBED Equation.2  ���ÂÑ = À1Ñ = À1Í, ïîñêîëüêó ÍÀ1 – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÂÍÑ. Òàêèì îáðàçîì, Ñ1Â1ÍÀ1 – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê À1NÑ1 – ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìó åãî ìåäèàíà NM ÿâëÿåòñÿ è âûñîòîé. Çíà÷èò, MN(ÀÑ, òî åñòü MN II BH.


Äîêàçàòü, ÷òî òðàïåöèÿ Ñ1Â1ÍÀ1 – ðàâíîáîêàÿ, ìîæíî è ïî-äðóãîìó. Òî÷êè À1, Â1, Ñ1 è Í ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ), à ëþáàÿ âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ – ðàâíîáîêàÿ.








4.3. Â ñòðîêó âûïèñàíû 40 çíàêîâ: 20 êðåñòèêîâ è 20 íîëèêîâ. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâà ñîñåäíèõ çíàêà. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êàêèå-òî 20 ñòîÿùèõ ïîäðÿä çíàêîâ îêàçàëèñü êðåñòèêàìè?


Îòâåò: çà 200 õîäîâ. 


Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû 20 êðåñòèêîâ ñòîÿëè ïîäðÿä, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå íîëèêè ñòîÿëè ñ êðàåâ (âîçìîæíî, âñå ñ îäíîãî êðàÿ). Ïóñòü åñòü ñòðîêà ñ ïðîèçâîëüíîé ðàññòàíîâêîé êðåñòèêîâ è íîëèêîâ. Áóäåì äåëàòü ðàçðåøåííûå õîäû, ïåðåìåùàÿ íîëèêè ê ïðàâîìó èëè ê ëåâîìó êðàþ òàê, ÷òîáû ïðàâåå èëè ëåâåå íèõ óæå íå áûëî êðåñòèêîâ.


Äëÿ ýòîãî, ñíà÷àëà âûáåðåì ñàìûé ïðàâûé è ñàìûé ëåâûé íîëèêè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäèí èç íèõ îêàçàëñÿ ñ êðàþ, òðåáóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì 10 õîäîâ, òàê êàê ëèáî ñëåâà îò ñàìîãî ëåâîãî, ëèáî ñïðàâà îò ñàìîãî ïðàâîãî íîëèêà ñòîèò íå áîëåå, ÷åì 10 êðåñòèêîâ. 


Äàëåå, âîçüìåì ñàìûé ïðàâûé è ñàìûé ëåâûé íîëèê èç îñòàâøèõñÿ 19. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ óêàçàííîãî ïåðåìåùåíèÿ îïÿòü ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì 10 õîäîâ, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé ðàññòàíîâêè ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì 20(10 = 200 õîäîâ. 


Ïðèâåäåì ïðèìåð èçíà÷àëüíîé ðàññòàíîâêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà õîäîâ íå õâàòèò. Ïóñòü â ðÿä ñòîÿò 10 êðåñòèêîâ, çàòåì 20 íîëèêîâ, à çàòåì åùå 10 êðåñòèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ êàæäîãî íîëèêà ê êðàþ ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî 10 õîäîâ.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå x, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = 7?


Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èìååò ñìûñë ïðè x ( 9. Ïîýòîìó � EMBED Equation.2  ��� = 3; � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( 3 + 3� EMBED Equation.2  ���+ 0 > 3 + 3(1,4 = 7,2 > 7..
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5.2. Íà äîñêå áûë èçîáðàæåí ïÿòèóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü. Ìàøà èçìåðèëà åãî óãëû è ó íåå ïîëó÷èëîñü, ÷òî îíè ðàâíû 80(, 90(, 100(, 130( è 140( (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Íå îøèáëàñü ëè Ìàøà?


Îòâåò: Ìàøà, êîíå÷íî, îøèáëàñü.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ÀÂÑDE – äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðîì óãëû À, Â. Ñ, D è Å ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 80(, 90(, 100(, 130( è 140( (ñì. ðèñ. 4). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ðèñ. 4


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü AD, òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD òàêæå âïèñàííûé, ïîýòîìó (BAD = 180( – (BÑD = 80(. Òàêèì îáðàçîì, (BAD = (BAE, ÷òî íåâîçìîæíî.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîäëèì îòðåçîê ÀÅ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé CD â òî÷êå F. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂÑF: (BAF + (BÑD = 180(, çíà÷èò, ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê – âïèñàííûé, òî åñòü òî÷êà F ëåæèò íà òîé æå îêðóæíîñòè, ÷òî íåâîçìîæíî. 


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ðåøåíèÿ.


5.3. Òðîå èãðàþò â íàñòîëüíûé òåííèñ íà «âûëåò», òî åñòü èãðîê, ïðîèãðàâøèé ïàðòèþ, óñòóïàåò ìåñòî èãðîêó, íå ó÷àñòâîâàâøåìó â íåé. Â èòîãå Íèêàíîð ñûãðàë 10 ïàðòèé, Ôèëèìîí – 15, à Àãàôîí – 17. Êòî èç íèõ ïðîèãðàë âî âòîðîé ïàðòèè?


Îòâåò: Íèêàíîð. 


Ðåøåíèå. Âñåãî áûëî ñûãðàíî (10 + 15 + 17) : 2 = 21 ïàðòèé. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé èç ìàëü÷èêîâ íå ìîã ïðîïóñêàòü äâå èëè áîëåå ïàðòèé ïîäðÿä. Çíà÷èò, Íèêàíîð èãðàë âñå ïàðòèè ñ ÷åòíûì íîìåðîì. Òàê êàê îí íå èãðàë â òðåòüåé ïàðòèè, òî âòîðóþ ïàðòèþ îí ïðîèãðàë.
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