10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Èçâåñòíî, ÷òî b – c > a è à ( 0. Îáÿçàòåëüíî ëè óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò äâà êîðíÿ?


Îòâåò: íåò, íå îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, a = –1, b = 1, c = –1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, òàê êàê 1 – (–1) > 1, íî óðàâíåíèå �EMBED Equation.3��� êîðíåé íå èìååò.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè äîáàâèòü óñëîâèå a + ñ ( 0, òî äàííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà b > a + ñ ( 0, ïîýòîìó b2 > (a + ñ)2 ( 4ac, òî åñòü äèñêðèìèíàíò äàííîãî óðàâíåíèÿ D = b2 – 4ac > 0. 


1.2. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ðàâíû âñå ñòîðîíû, à òàêæå ðàâíû ÷åòûðå èç ïÿòè äèàãîíàëåé. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî óñëîâèÿ, ÷òî ïÿòèóãîëüíèê – ïðàâèëüíûé?


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 1


Îòâåò: äà, ñëåäóåò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïÿòèóãîëüíèê ÀÂÑDE óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è (ðàâíû ìåæäó ñîáîé âñå äèàãîíàëè, êðîìå ÀÑ, ñì. ðèñ. 1). Òîãäà òðåóãîëüíèêè ÀÅD è BCD ðàâíû (ïî òðåì ñòîðîíàì), çíà÷èò, (ÀÅD = (BCD. Êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèê CDE – ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó (ÑÅD = (ECD. Òîãäà (ÀÅC = (BCE.


Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû òðåóãîëüíèêè ÀÑÅ è ÂÅÀ (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè), çíà÷èò, ÀÑ = ÂÅ. Òàêèì îáðàçîì, â ïÿòèóãîëüíèêå ðàâíû âñå äèàãîíàëè è âñå ñòîðîíû, ïîýòîìó ðàâíû è âñå óãëû, òî åñòü ïÿòèóãîëüíèê – ïðàâèëüíûé.


Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðàâåíñòâà âñåõ ñòîðîí – èçáûòî÷íîå, äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà ÷åòûðåõ (â äàííîì ñëó÷àå, ìîæíî áûëî èñêëþ÷èòü ÀÂ). Òîò ôàêò, ÷òî ÀÂ èìååò òó æå äëèíó, ÷òî è îñòàëüíûå ñòîðîíû, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ÂÀÅ è ÀÂÑ. 


1.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n è k, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó: k5 + 5n4 = 81k. 


Îòâåò: n = 2; k = 1. 


Ðåøåíèå. Çàïèøåì äàííîå ðàâåíñòâî â äðóãîì âèäå: 5n4 = k(9 + k2)(3 + k)(3 – k). Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè n, çíà÷èò, ïîëîæèòåëüíîé äîëæíà áûòü è ïðàâàÿ ÷àñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äâà íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿ k: k = 1 è k = 2. 


1) Åñëè k = 1, òî 5n4 = 80, òî åñòü n = 2. 


2) Åñëè k = 2, òî 5n4 = 130. Òàêèõ íàòóðàëüíûõ n íå ñóùåñòâóåò.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî � EMBED Equation.2  ���?


Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî âåðíî ïðè n = 3.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Equation.3���. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êóá, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé �EMBED Equation.3��� è çàìåíèâ ïîëó÷àþùóþñÿ ñóììó êóáè÷åñêèõ êîðíåé íà x. 


Ïîëó÷èì: �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî �EMBED Equation.3��� ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. 


Ïðè çàìåíå ñóììû êîðíåé íà x áûëî ïîëó÷åíî ñëåäñòâèå ñîñòàâëåííîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êîðåíü – åäèíñòâåííûé (òîãäà îí íå ìîæåò îêàçàòüñÿ «ïîñòîðîííèì»). Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, à âòîðîé ìíîæèòåëü – êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, íå èìåþùèé êîðíåé, òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.


Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå ðàâåíñòâî âåðíî ïðè n = 3.


Ïðîâåðêó åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷åííîãî êîðíÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü èíà÷å: èññëåäîâàâ ôóíêöèþ y = x3 – 3x íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû, ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå y = � EMBED Equation.2  ��� äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ãäå à – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. 


Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� ( à = 2. Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òîãäà ïðè n = 3 èñõîäíîå ðàâåíñòâî âåðíî.


2.2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ABCD îòìå÷åíû ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí BC è AD – òî÷êè M è N. Äèàãîíàëü AC ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà MN. Íàéäèòå ïëîùàäü ÀÂÑD, åñëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâíà S.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 2S.


Ðåøåíèå. Ïóñòü AC è MN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î (ñì. ðèñ. 2 à, á). Äîêàæåì, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���, òîãäà � EMBED Equation.3  ��� = 2S. Ìîæíî ðàññóæäàòü ïî ðàçíîìó.


Ðèñ. 2à


� EMBED PBrush  ���


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîâåäåì ÀÌ è ÑN (ñì. ðèñ. 2à).. Òàê êàê ÀÎ – ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÀÌN, òî � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���. Òàê êàê ÀÌ è ÑN – ìåäèàíû òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è ADC ñîîòâåòñòâåííî, òî � EMBED Equation.3  ��� = 2� EMBED Equation.3  ��� = 2� EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� = S. 


Ðèñ. 2á


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2â


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü K è L – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è ÑD, òîãäà KMLN – ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó îòðåçîê KL ñîäåðæèò òî÷êó Î (ñì. ðèñ. 2á). Òàê êàê KL – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���S. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���, òî � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� = S.


Îòìåòèì, ÷òî KMLN – ýòî ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ÀÂÑD.


� EMBED PBrush  ���


Òðåòèé ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ëþáîì âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñåðåäèíû M è N ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí è ñåðåäèíû P è Q äèàãîíàëåé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ðèñ. 2â). Ñëåäîâàòåëüíî, ñåðåäèíà Î îòðåçêà MN ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñåðåäèíîé îòðåçêà PQ. 


Ðèñ. 2ã


Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå òî÷êà Î ëåæèò íà äèàãîíàëè ÀÑ, òî ñåðåäèíà Q äèàãîíàëè BD òàêæå ëåæèò íà ÀÑ (ñì. ðèñ. 2ã). Òîãäà � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� è � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� = S.








2.3. Äåâÿòü ëûæíèêîâ óøëè ñî ñòàðòà ïî î÷åðåäè è ïðîøëè äèñòàíöèþ – êàæäûé ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è ôèíèøèðîâàëè â ðàçíîå âðåìÿ. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî êàæäûé ëûæíèê ó÷àñòâîâàë ðîâíî â ÷åòûð¸õ îáãîíàõ? (Â êàæäîì îáãîíå ó÷àñòâóþò ðîâíî äâà ëûæíèêà – òîò, êòî îáãîíÿåò, è òîò, êîãî îáãîíÿþò.)


Îòâåò: íåò, íå ìîãëî. 


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ëûæíèê ó÷àñòâîâàë ðîâíî â ÷åòûðåõ îáãîíàõ. Ïðîíóìåðóåì ëûæíèêîâ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñòàðòîâàëè. Òàê êàê ñêîðîñòü êàæäîãî ëûæíèêà ïîñòîÿííà, òî ëþáàÿ ïàðà ëûæíèêîâ ìîãëà ó÷àñòâîâàòü íå áîëåå, ÷åì â îäíîì îáãîíå. Êðîìå òîãî, åñëè ëûæíèê íå ó÷àñòâóåò â îáãîíå, òî ýòîò îáãîí íå ìåíÿåò åãî ïîçèöèè (îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè êîëè÷åñòâà ëûæíèêîâ, èäóùèõ âïåðåäè è ïîçàäè íåãî). 


Ðàññìîòðèì ïåðâîãî ëûæíèêà: ïðè ëþáîì îáãîíå îí óõóäøàë ñâîþ ïîçèöèþ, çíà÷èò, îí ôèíèøèðîâàë ïÿòûì. Ðàññìîòðèì äåâÿòîãî ëûæíèêà: ïðè ëþáîì îáãîíå îí óëó÷øàë ñâîþ ïîçèöèþ, çíà÷èò, îí òàêæå ôèíèøèðîâàë ïÿòûì. Ïðîòèâîðå÷èå.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ �EMBED Unknown���, îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî �EMBED Unknown���?


Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò �EMBED Unknown���, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ. Òîãäà:


1) �EMBED Equation.3���, òî åñòü, �EMBED Equation.3���; 


2) �EMBED Equation.3���, òî åñòü, � EMBED Equation.2  ���. 


Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò.


3.2. Ïàðàëëåëîãðàìì è êâàäðàò ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî âåðøèíû êâàäðàòà ëåæàò íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà (ïî îäíîé âåðøèíå íà êàæäîé ñòîðîíå). Èç êàæäîé âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ áëèæàéøåé ñòîðîíå êâàäðàòà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.


� EMBED PBrush  ���


Ðåøåíèå. Ïóñòü âåðøèíû Å, F, G è Í êâàäðàòà ÅFGÍ ëåæàò íà ñòîðîíàõ ÀÂ, ÂÑ, CD è DA ïàðàëëåëîãðàììà ÀÂÑD ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3). Ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåäåííûå èç âåðøèí À, Â, C è D, îáîçíà÷åíû ÷åðåç à, b, c è d ñîîòâåòñòâåííî.


Ïóñòü Î – öåíòð êâàäðàòà ÅFGÍ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîâîðîòå ñ öåíòðîì Î íà 90( âåðøèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. 


Ðèñ. 3


Ðàññìîòðèì òàêîé ïîâîðîò, íàïðèìåð, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äàííûé êâàäðàò ïåðåéäåò â ñåáÿ, à îáðàçîì äàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà áóäåò ïàðàëëåëîãðàìì A’B’C’D’. Ïðè ýòîì, A’D’(ÀD è C’D’(AB (òàê êàê C’D’(CD è CD || AB). Çíà÷èò, òî÷êà D’ – îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ÀÅÍ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé à. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîì ïîâîðîòå îáðàçîì ïðÿìîé d ñëóæèò ïðÿìàÿ à. 


Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàçàìè ïðÿìûõ à, b è c ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå b, c è d ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè èõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


3.3. Èçíà÷àëüíî íà ýêðàíå êîìïüþòåðà – êàêîå-òî ïðîñòîå ÷èñëî. Êàæäóþ ñåêóíäó ÷èñëî íà ýêðàíå çàìåíÿåòñÿ íà ÷èñëî, ïîëó÷åííîå èç ïðåäûäóùåãî ïðèáàâëåíèåì åãî ïîñëåäíåé öèôðû, óâåëè÷åííîé íà 1. ×åðåç êàêîå íàèáîëüøåå âðåìÿ íà ýêðàíå âîçíèêíåò ñîñòàâíîå ÷èñëî?


Îòâåò: ÷åðåç 5 ñåêóíä. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü èçíà÷àëüíî íà ýêðàíå – ÷èñëî 2, òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó: 2 – 5 – 11 – 13 – 17 – 25. Øåñòîå ÷èñëî – ñîñòàâíîå, çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ïðîéäåò 5 ñåêóíä. Äîêàæåì, ÷òî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîòðåáóåòñÿ íå áîëüøå, ÷åì 5 ñåêóíä. 


Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ýêðàíå áûëî íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå îêàí÷èâàþùååñÿ íà 9, òî åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïî öèêëó: 1 – 3 – 7 – 5 – 1, òî åñòü êàæäîå ÷åòâåðòîå ÷èñëî áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 5. Òàê êàê îíî íå ðàâíî ïÿòè, òî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, ïîýòîìó ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå ÷åòûðåõ ñåêóíä. 


Åñëè æå íà ýêðàíå áûëî ïðîñòîå ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ íà 9, òî êàæäóþ ñåêóíäó áóäåò ïðèáàâëÿòüñÿ ïî 10. Òàê êàê 10 ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê 1, òî ïðèáàâèâ 10 îäèí èëè äâà ðàçà, ìû îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èì ÷èñëî, êðàòíîå òðåì. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ïîÿâëåíèÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà íà ýêðàíå ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå äâóõ ñåêóíä. 








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. ×èñëà à, b è ñ ëåæàò â èíòåðâàëå (0; 1). Äîêàæèòå, ÷òî a + b + c + 2abc > ab + bc + ca + 2� EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì �EMBED Equation.3���, êîòîðîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì. Òîãäà: �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî �EMBED Equation.3���( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���. 


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Equation.3���, çíà÷èò, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî �EMBED Equation.3���.


Äåéñòâèòåëüíî, �EMBED Equation.3���, òàê b < 1 è ñ < 1. 


�


4.2. Â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàíà îêðóæíîñòü. Èç ñåðåäèíû êàæäîãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè êàñàíèÿ, ïðîâîäèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


Ðèñ. 4à


Ðåøåíèå. ×àñòü êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â óñëîâèè çàäà÷è, ïîêàçàíà íà ðèñ. 4à. Òàê êàê ñòîðîíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè êàñàíèÿ, òî çàäà÷ó óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü.


�


Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü. Ïðîâåäåì ê íåé êàñàòåëüíóþ l â òî÷êå À, à èç ñåðåäèíû Ì ñòîðîíû ÂÑ ïðîâåäåì ïðÿìóþ à, ïåðïåíäóêóëÿðíóþ l (ñì. ðèñ. 4á). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïðÿìûå b è c. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå à, b è ñ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


Çàìåòèì, ÷òî OA || a, òàê êàê îíè îáå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê l. Ïóñòü Í – îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, E – ñåðåäèíà ÀÍ. Èç òîãî, ÷òî ÎÌ || ÀÍ è èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ÀÍ = 2OM ñëåäóåò, ÷òî OAEM è ÎEHM – ïàðàëëåëîãðàììû (èõ ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû). Òîãäà �EMBED Equation.3���., òî åñòü ïðÿìûå ME è à ñîâïàäàþò. Èç ïàðàëëåëîãðàììà ÎEHM ïîëó÷èì, ÷òî ME ñîäåðæèò òî÷êó Ð – ñåðåäèíó îòðåçêà ÎÍ.


Ðèñ. 4á


Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ïðÿìûå b è c òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó Ð. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå a, b è  c ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. 


Îòìåòèì, ÷òî Ð ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, à ÌÅ – îäèí èç åå äèàìåòðîâ. Ýòè ôàêòû ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàññóæäåíèÿ. 


4.3. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîêðàñèòü âñå âåðøèíû, ñòîðîíû è äèàãîíàëè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, åñëè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà óñëîâèÿ:


1) ëþáûå äâà îòðåçêà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû äîëæíû áûòü ðàçíîãî öâåòà;


2) öâåò ëþáîé âåðøèíû äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò öâåòà ëþáîãî îòðåçêà, âûõîäÿùåãî èç íåå?


Îòâåò: n öâåòîâ.


Ðåøåíèå. Òàê êàê èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò (n – 1) îòðåçîê è îíè âñå äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû ðàçëè÷íûìè öâåòàìè, îòëè÷íûìè îò öâåòà ýòîé âåðøèíû, òî êîëè÷åñòâî öâåòîâ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì n. 


Äîêàæåì, ÷òî n öâåòîâ äîñòàòî÷íî, ïðèâåäÿ ñõåìó ðàñêðàñêè. Îáîçíà÷èì âåðøèíû ÷åðåç V0, V1, ..., Vn – 1, öâåòà – ÷èñëàìè 0, 1, ..., (n – 1). Ïðîèçâåäåì ðàñêðàñêó ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòðåçîê ViVj  îêðàøèâàåòñÿ öâåòîì ñ íîìåðîì k = i + j (mod n), à âåðøèíà Vi êðàñèòñÿ â öâåò ñ íîìåðîì m = i + i (mod n). 


Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ îêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Ó ÷èñåë 10002, 10012, 10022, ... îòáðàñûâàþò ïî äâå ïîñëåäíèå öèôðû. Ñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?


Îòâåò: 10.


Ðåøåíèå. Îáùèé ÷ëåí èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä: �EMBED Equation.3��� (ãäå à0 – ïåðâûé ÷ëåí). 


Îáîçíà÷èì îáùèé ÷ëåí ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç �EMBED Equation.3���, òîãäà �EMBED Equation.3���.


Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ðàâíà 20 äî òåõ ïîð, ïîêà �EMBED Equation.3���, òî åñòü, åñëè �EMBED Equation.3���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî n – íàòóðàëüíîå èëè íîëü, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.3���. Çíà÷èò, àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ îáðàçóþò 10 ïåðâûõ ÷ëåíîâ íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.


5.2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãîãðàííèê, ïðîåêöèÿìè êîòîðîãî íà òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ: òðåóãîëüíèê, ÷åòûðåõóãîëüíèê è ïÿòèóãîëüíèê?


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5à


Ðèñ. 5á





Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåì äâà, âçÿâ çà îñíîâó ÷åðòåæà ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ÀÂÑDA1B1C1D1 (ñì. ðèñ. 5 à, á). 


Íà ðèñ. 5à – íåâûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÀÂÑÎDA1DM. Åãî ïðîåêöèÿìè íà òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèê ÀÂÀ1, ÷åòûðåõóãîëüíèê ADD1A1 è ïÿòèóãîëüíèê ÀÂÑÎD.


Íà ðèñ. 5á – âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÀÂLKMDDA1D1. Åãî ïðîåêöèÿìè íà òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèê ÀÂÀ1, ÷åòûðåõóãîëüíèê ADD1A1 è ïÿòèóãîëüíèê ÀÂLMD.


Îòìåòèì, ÷òî èç ðèñóíêà 5á âèäíî, ÷òî ïðèìåðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðÿìàÿ òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà ñ «îòïèëåííûì» îò âåðøèíû òåòðàýäðîì.


5.3. Êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 9 êëåòîê ðàçðåçàëè ïî ëèíèÿì ñåòêè íà 14 ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëèíà êàæäîé ñòîðîíû ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìåíüøå, ÷åì äâå êëåòêè. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå áûëî íè îäíîãî êâàäðàòà?


Îòâåò: íåò, íå ìîãëî. 


Ðåøåíèå. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, îòëè÷íîãî îò êâàäðàòà, ñî ñòîðîíàìè äâå èëè áîëåå êëåòîê, íå ìåíüøå, ÷åì 2(3 = 6 êëåòîê. Òàê êàê 6(14 > 92, òî ïëîùàäü ÷åòûðíàäöàòè òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàâåäîìî áîëüøå, ÷åì ïëîùàäü èñõîäíîãî êâàäðàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì ðàçðåçàíèè íåâîçìîæíî îáîéòèñü áåç êâàäðàòîâ.
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