11 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


1.1. Íàéäèòå áëèæàéøåå öåëîå ÷èñëî ê ÷èñëó x, åñëè x = � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 2.


Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì: �EMBED Unknown���. Òàê êàê 2,4 < � EMBED Equation.2  ��� < 2,5, à 1,4 < � EMBED Equation.2  ��� < 1,5 (îáà íåðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò), òî 1,9 < � EMBED Equation.2  ��� < 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñëî – ýòî 2. 


� EMBED PBrush  ���


1.2. Â ïàðàëëåëîãðàììå ÀÂÑD òî÷êà Å – ñåðåäèíà ñòîðîíû AD, òî÷êà F – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû Â íà ïðÿìóþ ÑÅ. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABF, åñëè ÀÂ = à, (ÂÀF = (.


Ðèñ. 1


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���. 


Ðåøåíèå. Ïðîäëèì ÑÅ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ÀÂ â òî÷êå K (ñì. ðèñ. 1). Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ AKE è DCE ñëåäóåò, ÷òî AK = CD = AB. Çíà÷èò, FA – ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà KFB, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ïîýòîìó FA = à.


Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. 


1.3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà A è B äåëÿòñÿ íà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 65. Íà êàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæåò íå äåëèòüñÿ ÷èñëî A + B? 


Îòâåò: 67. 


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî À + B äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà îò 1 äî 65. Ýòà ñóììà òàêæå äåëèòñÿ íà 66, òàê 66 = 2(3(11, à íà êàæäûé èç ýòèõ ìíîæèòåëåé äåëèòñÿ è À, è Â. Òàê êàê 67 – ïðîñòîå ÷èñëî, òî íà 67 À + B äåëèòüñÿ íå îáÿçàíî. Íàïðèìåð, åñëè À = 65!; B = 2(65!, òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ, íî A + B = 3(65!, ÷òî íå êðàòíî 67.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ó ìíîãî÷ëåíîâ Ð(õ) è Q(õ) – îäèí è òîò æå íàáîð öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ (èõ ïîðÿäîê – ðàçëè÷åí). Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü Ð(2015) – Q(2015) êðàòíà 1007.


Ðåøåíèå. Ó äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû ñóììû êîýôôèöèåíòîâ, çíà÷èò, Ð(1) = Q(1). Òîãäà Ð(2015) – Q(2015) = (Ð(2015) – Ð(1)) – (Q(2015) – Q(1)).


Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì: åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà T(x), à òàêæå ÷èñëà m è n – öåëûå, òî T(m) – T(n) äåëèòñÿ íà (m – n) (åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ëèáî êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó, ëèáî ïåðåãðóïïèðîâêîé ñëàãàåìûõ â ðàçíîñòè T(m) – T(n)).


Ïîëó÷èì, ÷òî êàæäàÿ èç ðàçíîñòåé Ð(2015) – Ð(1) è Q(2015) – Q(1) êðàòíà 2014, ïîýòîìó ðàçíîñòü Ð(2015) – Q(2015) òàêæå êðàòíà 2014. Òàê êàê 2014 äåëèòñÿ íà 1007, òî è ðàçíîñòü Ð(2015) – Q(2015) êðàòíà 1007. 


2.2. Îêîëî åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ABCD îïèñàíà îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé âûáðàíà òî÷êà Ì. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå MA(MB(MC(MD?


Îòâåò: 0,5. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Ïóñòü Ì íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç âåðøèí êâàäðàòà (èíà÷å, çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî íóëþ è íå ìîæåò áûòü íàèáîëüøèì) è ëåæèò íà äóãå ÂÑ, O – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 2). Çàìåòèì, ÷òî (ÀÌÂ = � EMBED Equation.2  ���(ÀÎÂ = 45(. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ���. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, MA(MB(MC(MD = 8S(AMB(S(CMD. 


Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì äî ïðÿìîé ÀÂ, òîãäà ðàññòîÿíèå îò Ì äî ïðÿìîé CD ðàâíî 1 – x. Òîãäà S(AMB = � EMBED Equation.2  ���ÀÂ(x = � EMBED Equation.2  ���x, à S(ÑMD = � EMBED Equation.2  ���CD((1 – x) = � EMBED Equation.2  ���(1 – x).


Òàêèì îáðàçîì, MA(MB(MC(MD = 2x(1 – x). Òàê êàê 0 < x < 1, òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè x = � EMBED Equation.2  ��� (ýêñòðåìóì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè èëè íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì). Ýòî çíà÷åíèå ðàâíî � EMBED Equation.2  ���.


Âîçìîæíî è àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, èñïîëüçóþùåå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ÂÌÑ è AMD. Â ýòîì ñëó÷àå (BÌC = 135(, à èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 2y(1 + y), ãäå y – ðàññòîÿíèå îò Ì äî ÂC. Òîãäà çíà÷åíèå y = � EMBED Equation.2  ���, ñîîòâåòñòâóþùåå íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. 


Îòìåòèì, ÷òî èñêîìîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè Ì – ñåðåäèíà ëþáîé èç ÷åòûðåõ äóã, ñòÿãèâàåìûõ ñòîðîíàìè êâàäðàòà.


2.3. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: x3 + y3 + 1 = 3xy.


Îòâåò: (1; 1). 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0 è y > 0, èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì: � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( x3 + y3 + 1 ( 3xy, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y = 1.


Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè ïåðåíåñòè 3xy â ëåâóþ ÷àñòü è çàìåíèòü 1 íà z, òî ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä òàê: x3 + y3 + z3 – 3xyz = 0. Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, íàïðèìåð, èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì ýòî âûðàæåíèå êàê ìíîãî÷ëåí ñ ïåðåìåííîé x è çàìåòèì, ÷òî x = –(y + z) ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî – (y + z)3 + y3 + z3 + 3yz(y + z) = 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ y è z. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x + y + z. Âûïîëíèâ äåëåíèå, ïîëó÷èì: (x + y + z)(x2 + y2 + z2 – xy – xz – yz) = 0. 


Òàê êàê x, y è z – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî íóëþ ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî âòîðîé ìíîæèòåëü: x2 + y2 + z2 – xy – xz – yz = 0 ( 2x2 + 2y2 + 2z2 – 2xy – 2xz – 2yz = 0 ( (x – y)2 + (y – z)2 + (z – x)2 = 0. Çíà÷èò, x = y = z = 1.


Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå x3 + y3 + z3 – 3xyz ìîæíî è ñïîñîáîì ãðóïïèðîâêè, ïðè÷åì äåéñòâóÿ ïî-ðàçíîìó: 


1) x3 + y3 + z3 – 3xyz = x(x2 – yz) + y(y2 – xz) + z(z2 – xy) = x((x2 – y2) + (y2 – yz) + y((y2 – z2) + (z2 – xz)) + z((z2 – x2) + (x2 – xy)) = x(x – y)(x + y) + xy(y – z) + y(y – z)(y + z) + yz(z – x) + z(z – x)(z + x) + xz(x – y) = x(x – y)(x + y + z) + y(y – z)(x + y + z) + z(z – x)(x + y + z) = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 – xy – xz – yz).


2) x3 + y3 + z3 – 3xyz = x3 + y3 + 3xy(x + y) + z3 – 3xyz – 3xy(x + y) = x3 + y3 + 3x2y +3xy2 + z3 – 3xy(x + y + z) = (x + y)3 + z3 – 3xy(x + y + z) = (x + y + z)((x + y)2 – (x + y)z + z2) – 3xy(x + y + z) = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 – xy – xz – yz).


Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè äðóãîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ.


Òðåòèé ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî x3 + y3 = (x + y)((x + y)2 – 3xy), òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê: (x + y)((x + y)2 – 3xy) + 1 = 3xy ( ((x + y)3 + 1) – 3xy(x + y) – 3xy = 0 ( (x + y + 1)((x + y)2 – (x + y) + 1) – 3xy(x + y + 1) = 0 ( (x + y + 1)((x + y)2 – (x + y) + 1 – 3xy) = 0.


Òàê êàê õ è ó – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî x + y + 1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, (x + y)2 – (x + y) + 1 – 3xy = 0.


Çàìåòèì, ÷òî (x + y)2 ( 4õó, ïîýòîìó 4õó – (x + y) + 1 – 3xy ( 0 ( õó – x – y + 1 ( 0 ( (x – 1)(y – 1) ( 0. Äëÿ íàòóðàëüíûõ õ è ó ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õ = 1 èëè ó = 1.


Ïîäñòàâèâ y = 1 â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: x3 – 3x + 2 = 0 ( (x – 1)(x2 + x – 2) = 0 ( (x – 1)2(x + 2) = 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé íàòóðàëüíûé êîðåíü: õ = 1.


Òàê êàê èñõîäíîå óðàâíåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî õ è y, òî ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî õ = 1 ïîëó÷èì, ÷òî y = 1.


×åòâåðòûé ñïîñîá. Òàê êàê èñõîäíîå óðàâíåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî õ è y, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà õ ( y. 


Çàïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå: (x3 – 3xy) + (y3 + 1) = 0. Òàê êàê y – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî y3 + 1 > 0. Òîãäà x3 – 3xy = x(x2 – 3y) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x2 – 3y < 0 (x – íàòóðàëüíîå). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õ ( y, òî åñòü –3x ( –3y, ïîëó÷èì: x2 – 3x < 0. Òàêèì îáðàçîì, x < 3. 


Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òðè ñëó÷àÿ:


1) x = 2, y = 2 – íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì;


2) x = 2, y = 1 – íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì;


3) x = 1, y = 1 – ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïðè÷åì ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé íå äàåò íîâûõ ðåøåíèé.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2sin� EMBED Equation.2  ��� – 2cos� EMBED Equation.2  ��� = x5 + 10x – 54.


Îòâåò: 2.


Ðåøåíèå. Ïåðåíåñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, ïîëó÷èì óðàâíåíèå: x5 + 10x – 54 –2sin� EMBED Equation.2  ��� + 2cos� EMBED Equation.2  ��� = 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ�EMBED Unknown���. Íàéäåì è îöåíèì åå ïðîèçâîäíóþ: äëÿ âñåõ x(R �EMBED Unknown���. 


Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown��� – âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. 


Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî�EMBED Unknown��� – êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.


3.2. Íà ñòîðîíàõ BC è AC ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè X è Y  ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî èç îòðåçêîâ AX, BY è XY ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3à


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ XYA èëè YXB áóäåò òóïûì, çíà÷èò, XY < AX èëè XY < BX, òî åñòü XY – íå íàèáîëüøèé ñðåäè òðåõ äàííûõ îòðåçêîâ (ñì. ðèñ. 3à). 


Åñëè BY ( AX, òî äîñòðîèì äàííûé òðåóãîëüíèê äî ðîìáà ABDC, îòðàçèâ åãî îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû ÂÑ. Òîãäà AX + XY = DX + XY > DY > BY, òàê êàê â òðåóãîëüíèêå BYD (DBY > 60( > (BDY. 


Åñëè BY < AX, òî ïðîâîäèì àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ÀÑ. 


Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå èç òðåõ äàííûõ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.


� EMBED PBrush  ���


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð PABC, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äàííûé òðåóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 3á). Òîãäà PX = AX, PY = BY, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê PXY – èñêîìûé. 


Ðèñ. 3á


3.3. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ òàê, ÷òî ëþáûå äâå ïåðåñåêàþòñÿ, íî íèêàêèå 4 ÷åðåç îäíó òî÷êó íå ïðîõîäÿò. Âñåãî èìåþòñÿ 16 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, ïðè÷åì ÷åðåç 6 èç íèõ ïðîõîäÿò ïî 3 ïðÿìûå. Íàéäèòå n.


Îòâåò: n = 8. 


Ðåøåíèå. «Ïîøåâåëèì» äàííóþ êîíñòðóêöèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó ëþáûå äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàëèñü, íî íèêàêèå òðè íå ïðîõîäèëè ÷åðåç îäíó òî÷êó. Òîãäà, åñëè êàêèå-òî òðè ïðÿìûå a, b è ñ ïåðåñåêàëèñü â íåêîòîðîé òî÷êå Î, òî òåïåðü âìåñòî îäíîé òî÷êè Î ïîÿâÿòñÿ òðè òî÷êè ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ. Çíà÷èò, â ðåçóëüòàòå «øåâåëåíèÿ» èñõîäíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ íå èçìåíèòñÿ, à êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ óâåëè÷èòñÿ íà 2(6 = 12. Â èòîãå, âñå ïðÿìûå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ ïîïàðíî, à òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñòàíåò 16 + 12 = 28. Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ��� =28, îòêóäà n = 8. 








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Àëãåáðàèñòû ïðèäóìàëè íîâóþ îïåðàöèþ (, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 


à ( à = 0 è à ( (b ( c) = (a ( b) + c. Âû÷èñëèòå 2015 ( 2014. (Çíàê «+» îïðåäåëÿåò ñëîæåíèå â îáû÷íîì ñìûñëå, ñêîáêè ïîêàçûâàþò ïîðÿäîê äåéñòâèé.)


Îòâåò: 1.


Ðåøåíèå. (2015 ( 2014) + 2014 = 2015 ( (2014 ( 2014) = 2015 ( 0 = 2015 ( (2015 ( 2015) = (2015 ( 2015) + 2015 = 0 + 2015 = 2015, îòêóäà (2015 ( 2014) = 2015 – 2014 = 1.


Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ à è b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî à ( b = à – b. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ ( íå ïîä÷èíÿåòñÿ íè ïåðåìåñòèòåëüíîìó, íè ñî÷åòàòåëüíîìó çàêîíàì.


4.2. ×åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD âïèñàí â îêðóæíîñòü, I – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABD. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå BD, åñëè AI = BC = CD = 2.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 2� EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò ðàâåíñòâî äóã BC è CD, çíà÷èò, áèññåêòðèñà AI óãëà ÂÀD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå Ñ (ñì. ðèñ. 4 à, á). Ïî òåîðåìå î «òðåçóáöå» ÑI = CB = CD = 2. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ðèñ. 4à


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü K è N – îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê C è I íà BD è AD ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 4à), òîãäà èç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ BKC è ANI ñëåäóåò, ÷òî CK = IN. Ïåðïåíäèêóëÿð IP ê äèàãîíàëè BD òàêæå ðàâåí IN (ýòî ðàäèóñû âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABD), ïîýòîìó BD ïåðåñåêàåò îòðåçîê CI â åãî ñåðåäèíå L. Òàêèì îáðàçîì, CL = IL = 1.


Ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ õîðä: BL(DL = AL(CL. Ïóñòü BL = x, DL = y, òîãäà xy = 3. Èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ñóììû x + y äîñòèãàåòñÿ, åñëè x = y = � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå BD =  2� EMBED Equation.2  ��� – íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. 


� EMBED PBrush  ���


Âòîðîé ñïîñîá. Ïî òåîðåìå Ïòîëåìåÿ: AD(ÂÑ + AB(CD = AC(BD, òî åñòü, 2AD + 2AB = 4BD. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� (òðåóãîëüíèê ÀÂD, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì). 


Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî AB ( AD. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Ñ è ðàäèóñîì 2, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò ñòîðîíó ÀÂ â òî÷êå Å (ñì. ðèñ. 4á).. Áèññåêòðèñà ÀÑ óãëà ÂÀD ÿâëÿåòñÿ åå îñüþ ñèììåòðèè è îñüþ ñèììåòðèè óãëà, çíà÷èò, òî÷êè E è D ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ÀÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÅ = AD. 


Ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ñåêóùèõ ÀÅ(ÀÂ = AI(AF (IF – äèàìåòð ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî, ÀD(ÀÂ = 2(6 = 12. 


Ðèñ. 4á


Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� = 2� EMBED Equation.2  ���. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè AB = AD.


Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå AI = IC (â îáîçíà÷åíèÿõ ýòîé çàäà÷è), äîêàçàííîå â ïåðâîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ðàçíîñòíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî â òàêèõ òðåóãîëüíèêàõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äëèíû ñòîðîíû BD ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè äëèíû ÀI äîñòèãàåòñÿ, åñëè òðåóãîëüíèê ABD – ðàâíîñòîðîííèé, à òî÷êà I ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè.


4.3. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åñòü òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ äåëèòåëÿ à è b, ÷òî (à – 1)(b + 2) = n – 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2n ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (à – 1)(b + 2) = n – 2 ( ab – b + 2a = n. Òàê êàê n äåëèòñÿ íà a è äåëèòñÿ íà b, òî è ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ è íà a, è íà b. Ñëåäîâàòåëüíî, b äåëèòñÿ íà a, a 2à äåëèòñÿ íà b. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî b ( 2a. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî b ( a, èç óñëîâèÿ b êðàòíî a ïîëó÷èì: b = 2a  


Ïîäñòàâèâ ýòîò ðåçóëüòàò â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: 2à2 – 2à + 2à = n, îòêóäà 2n = 4a2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (3; 3; 0; 0), (–3; –3; 0; 0). 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà xy ( 9 è x2 + y2 ( 18. Ñëåäîâàòåëüíî, 18 ( x2 + y2 ( 2xy ( 18, çíà÷èò, âñå çíàêè íåðàâåíñòâà äîëæíû îáðàòèòüñÿ â çíàêè ðàâåíñòâà, òî åñòü x2 + y2 = 2xy = 18, ïîýòîìó x = y = (3.


Òîãäà, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è óñëîâèÿ xy = 9 ñëåäóåò, ÷òî t = 0, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ x2 + y2 = 18 ñëåäóåò, ÷òî z = 0.


Âòîðîé ñïîñîá. � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���. Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, ïîëó÷èì: x2 + y2 – 2xy = –z2 – 2t2 ( (x – y)2 = – (z2 + 2t2). 


Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ïðàâàÿ – òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå, òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õ = y è t = z = 0. Ïîäñòàâèâ ýòîò ðåçóëüòàò â ëþáîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, ïîëó÷èì, ÷òî x = y = (3. Çàòåì, ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé â äðóãîå óðàâíåíèå óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ è åãî ðåøåíèåì. 


� EMBED PBrush  ���


5.2. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ïðèçìû, â îñíîâàíèè êîòîðûõ ëåæèò âûïóêëûé 2015-óãîëüíèê. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð òàêîé ïðèçìû ìîæåò ïåðåñå÷ü ïëîñêîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå âåðøèíû?


Ðèñ. 5


Îòâåò: 2017.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëîñêîñòü ïåðåñåêëà N ðåáåð ïðèçìû, òîãäà â åå ñå÷åíèè ïîëó÷èëñÿ  N-óãîëüíèê. Çíà÷èò, ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêëà è ðîâíî N ãðàíåé ïðèçìû. Ñå÷åíèå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà íå ìîæåò èìåòü áîëüøå ñòîðîí, ÷åì êîëè÷åñòâî ãðàíåé ýòîãî ìíîãîãðàííèêà. Çíà÷èò, N ( 2017. 


Ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ, ïåðåñåêàþùåãî âñå ãðàíè ïðèçìû, ïðîùå ïîêàçàòü íà ïðèìåðå ïðÿìîé ïðèçìû ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ãðàíåé, íàïðèìåð, äëÿ ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû (ñì. ðèñ. 5). Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå N ðàâíî 2017. .  


Íà ñàìîì äåëå, ó ëþáîé ïðèçìû, îñíîâàíèå êîòîðîé – âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå, ïåðåñåêàþùåå âñå åå ãðàíè. 


5.3. Ñóììà äåâÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 200. Âñåãäà ëè ìîæíî âûáðàòü èç íèõ ÷åòûðå ÷èñëà òàê, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà áîëüøå, ÷åì 100?


Îòâåò: íåò, íå âñåãäà. 


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äåâÿòü ÷èñåë: 28, 25, 24, 23, 22, 21, 20, 19, 18. Èõ ñóììà ðàâíà 200, íî ñóììà ÷åòûðåõ íàèáîëüøèõ èç íèõ ðàâíà 28 + 25 + 24 + 23 = 100. Çíà÷èò, ñóììà ëþáûõ ÷åòûðåõ ÷èñåë èç ýòèõ äåâÿòè íå áîëüøå, ÷åì 100.


Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð: 27, 26, 24, 23, 22, 21, 20, 19, 18.
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