7 класс


Первый тур (10 минут; каждая задача – 6 баллов).


1.1. Сумма вычитаемого, уменьшаемого и разности равна 2016. Найдите уменьшаемое.


Ответ: 1008.


Решение. Пусть a – уменьшаемое, b – вычитаемое, c – разность, то есть a – b = c. Это равносильно тому, что a – b – c = 0. По условию задачи: a + b + c = 2016. Сложим эти равенства почленно. Получим, что 2a = 2016, то есть a = 1008.
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Рис. 1


1.2. Существует ли такой четырехугольник, что любая диагональ делит его на два тупоугольных треугольника?


Ответ: существует.


Решение. Например, см. рис. 1. 


В каждом из треугольников разбиения тупыми являются углы при вершинах В и С.


1.3. Может ли разность четвертых степеней простых чисел быть простым числом? Ответ обоснуйте.


Ответ: нет, не может. 


Решение. Пусть p и q – простые числа, причем p > q. Тогда p4 – q4 = (p2 – q2)(p2 + q2) = (p  – q)(p + q)(p2 + q2). Каждый из полученных множителей – натуральное число, причем p + q > 1 и p2 + q2 > 1. Следовательно, рассматриваемая разность является произведением хотя бы двух натуральных чисел, больших единицы, поэтому она не может быть простым числом.








Второй тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).


2.1. Решите уравнение: 1 + 1 : (1 + 1 : (1 + 1 : (x + 2016))) = (1,2)2.


Ответ: –2020� EMBED Equation.2  ���. 


Решение. Для наглядности, запишем левую часть уравнения в виде «многоэтажной» обыкновенной дроби и преобразуем: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���  ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.


2.2. На стороне ВС треугольника АВС отмечена точка E, а на биссектрисе BD – точка F, таким образом, что EF || AC и AF = AD. Докажите, что AВ = ВЕ. 
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Рис. 2


Решение. Так как AF = AD, то (АFD = (АDF, а из параллельности EF и AC следует, что (АDF = (ЕFD (см. рис. 2).  Следовательно, (АFD = (ЕFD, тогда равны и углы, смежные с ними: (АFВ = (ЕFВ. Учитывая, что (АВF = (ЕВF, получим: (АВF = (ЕВF (по стороне и прилежащим углам). Значит, AВ = ВЕ.








2.3. В некотором классе при любой раздаче 200 конфет найдутся хотя бы двое школьников, получившие одинаковое количество конфет (возможно, и ни одной). Каково наименьшее количество учеников в таком классе?


Ответ: 21.


Решение. Пусть в классе не более, чем 20 человек, тогда ничего не дадим первому ученику, дадим одну конфету второму ученику, две конфеты – третьему, и так далее. В этом случае, будет роздано не больше, чем 0 + 1 + 2 +…+ 19 = 190 конфет. Оставшиеся конфеты отдадим ученику, у которого больше всего конфет. Тем самым, указан способ раздать конфеты так, чтобы не нашлось двух учеников с одинаковым количеством конфет. Следовательно, в классе должно быть больше, чем 20 учеников. 


Если же в этом классе 21 ученик, то наименьшее количество конфет, необходимое для того, чтобы все ученики получили разное количество, равно 0 + 1 + 2 + … + 20 = 210. Так как всего раздается 200 конфет, то в этом случае условие задачи выполняется.








Третий тур (15 минут; каждая задача – 7 баллов).


3.1. На середине дороги от Васиного дома до школы стоит светофор. В понедельник Вася попал на зеленый сигнал светофора. Во вторник он шел с той же скоростью, но простоял на светофоре 5 минут, а после этого увеличил скорость вдвое. И в понедельник, и во вторник он потратил на путь от дома до школы одинаковое время. Какое?


Ответ: 20 минут.


Решение. Пусть в понедельник Вася шел со скоростью v м/мин и затратил на путь от дома до школы 2t минут, тогда длина половины пути от дома до школы равна vt метров. Во вторник, вторую половину пути Вася шел со скоростью 2v м/мин и затратил на 5 минут меньше, то есть (t – 5) минут. Следовательно, �EMBED Unknown���, откуда t = 10. 


Таким образом, весь путь от дома до школы занял 20 минут.
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Рис. 3а


3.2. Про треугольник, один из углов которого равен 120(, известно, что его можно разрезать на два равнобедренных треугольника. Чему могут быть равны два других угла исходного треугольника?


Ответ: 40( и 20( или 45( и 15(.


Решение. Пусть в треугольнике АВС (АВС = 120(.
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Рис. 3б


Заметим, что разрез, указанный в условии задачи, должен проходить через вершину треугольника (иначе при разбиении не получится два треугольника). При этом, он может проходить как через вершину В, так и через другую вершину. 


В первом случае (BD – линия разреза, см. рис. 3 а, б), хотя бы один из образовавшихся треугольников, например, треугольник BDC не будет остроугольным, поэтому ВС – его основание. Тогда (DВС = (DСВ = (, (ВDA = 2( внешний для треугольника BDC). При этом, в треугольнике ABD сторона АВ основанием быть не может (иначе из равенства DA = DB = DC будет следовать, что (АВС = 90(, а это противоречит условию). Следовательно, его основанием является либо AD, либо BD. 


Если AD – основание, то AB = DB (см. рис. 3а). Тогда (ВАD = (ВDA = 2(. Из треугольнике АВС по теореме о сумме углов треугольника получим: 2( + ( = 60; ( = 20. Таким образом, (ВСA = 20(, (ВАС = 40(.


Если ВD – основание, то AB = AD (см. рис. 3б). Тогда (АВD = (ВDA = 2(. Значит, (АВС = 3(, ( = 40(. Таким образом, (ВСA = 40(, (АВD = (ВDA = 80(, (ВАС = 20(.
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Рис. 3в


Во втором случае, линия разреза должна пройти через вершину большего из двух углов (АЕ – линия разреза, см. рис. 3в). Тогда оба образовавшихся треугольника будут тупоугольными. Получим, что АВ = ВЕ и АЕ = ЕС. Следовательно, (ВАЕ = (ВЕА = (180( – (АВС) : 2 = 30(, а (ЕАС = (ЕСА = 0,5(ВЕА = 15(. 


Таким образом, (ВСA = 15(, (ВАС = 45(. 


3.3. На острове живут лжецы, которые всегда лгут, и рыцари, которые всегда говорят правду. Каждый из них сделал по два заявления: 1) «Среди моих друзей – нечетное количество рыцарей»; 2) «Среди моих друзей – четное количество лжецов». Четно или нечетно количество жителей острова? Ответ обоснуйте.


Ответ: четно. 


Решение. Заметим, что вне зависимости от того, кто произносит указанные две фразы, рыцарь или лжец, у этого жителя нечетное количество друзей. Действительно, обе фразы одновременно либо правдивы, либо ложны, поэтому и в том, и в другом случае, количество друзей – это сумма четного и нечетного чисел. 


Предположим, что количество жителей нечетно и у каждого из них нечетное количество друзей, тогда количество дружеских связей равно полусумме нечетного количества нечетных слагаемых. Но такое число не является целым – противоречие. 


Следовательно, на острове  –  четное количество жителей 


Заключительную часть рассуждения можно изложить на языке теории графов. Пусть жители острова – вершины графа, а дружеские связи – его ребра. Если в графе каждая вершина имеет нечетную степень, то этот граф не может иметь нечетное количество вершин («лемма о рукопожатиях»).








Четвертый тур (20 минут; каждая задача – 8 баллов).


4.1. Шагреневая кожа исполняет желания, но после каждого желания её площадь уменьшается: либо на 1 дм2 в обычном случае, либо в два раза – если желание было заветное. Десять желаний уменьшили площадь кожи втрое, следующие несколько – еще всемеро, а еще через несколько желаний кожа вообще пропала. Какова первоначальная площадь кожи?


Ответ: 42 дм2.


Решение. Пусть первоначальная площадь кожи равна S дм2 (S > 0). После того, как площадь уменьшилась втрое, а затем  еще всемеро, она стала равна � EMBED Equation.2  ��� дм2. Это число должно быть целым, так как, иначе делением пополам и вычитанием 1 невозможно получить 0, что противоречит тому, что в итоге кожа исчезла.


Рассмотрим первые 10 желаний. Среди них не может быть более одного заветного, так как после них площадь уменьшилась втрое, а даже � EMBED Equation.2  ��� < � EMBED Equation.2  ���. Таким образом, среди первых десяти желаний либо вообще не было заветных, либо таковых было одно. 


В первом случае получим, что S – 10 = � EMBED Equation.2  ���. Тогда S = 15, но это число не кратно семи, что противоречит условию уменьшения площади в 7 раз. Значит, этот случай невозможен.


Рассмотрим второй случай. Пусть сначала было k обычных желаний, затем – заветное, а затем – еще (9 – k) обычных. Получим уравнение: � EMBED Equation.2  ���, из которого следует, что S = 3(18 – k). Учитывая, что k – целое число от 0 до 9, находим единственное значение k, для которого S кратно семи: k = 4. Тогда S = 42.


Можно показать, что процесс, описанный в условии задачи, возможен. Например, сначала было загадано 4 обычных желания и площадь уменьшилась до 38, затем одно заветное и пять обычных, тогда площадь стала равна 14, то есть уменьшилась втрое. Затем было загадано еще 12 обычных желаний и площадь стала равна 2, то есть уменьшилась всемеро, а потом было загадано еще два обычных желания и кожа исчезла.
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4.2. Восемь одинаковых шаров положили в коробку так, как показано на рисунке. Докажите, что центры трех верхних шаров лежат на одной прямой.
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Решение. Обозначим центры шаров и соединим их попарно так, как показано на рис. 4. Докажем, что точки А, D и G лежат на одной прямой. Действительно, DA = DF = DG = 2r, где r – шара. Пусть углы при основании равнобедренного треугольника FDG имеют величину (, а при основании равнобедренного треугольника ADF – величину (. Так как прямые AF и GF параллельны стенке и дну коробки соответственно (центры соответствующих шаров отстоят от них на одном и том же расстоянии), то угол AFG – прямой, то есть, ( + ( = 90(. Тогда (ADF + (FDG = (180( – 2() +  (180( – 2() = 360( – 2(( + () = 180(, что и требовалось.


Аналогично доказывается, что на одной прямой лежат точки С, Е и G. 


Рис. 4


Теперь заметим, что в треугольнике ABG: DA = DB = DG, следовательно, (AВG = 90(. Аналогично, из равенства ЕС = ЕВ = ЕG следует, что (СВG = 90(. Тогда (AВС = (AВG + (СВG = 180(, значит, точки А, В и С лежат на одной прямой.


Отметим, что в треугольниках ЕGH и СЕН углы можно вычислить. Треугольник ЕGH – равносторонний, его углы равны по 60(. Тогда в треугольнике СЕН – два угла по 30( и угол 120(. 


4.3. В десятичной записи числа – 36 цифр. Разрешается разбить его на группы по 6 цифр в каждой и как-нибудь переставить эти группы. Известно, что число, полученное при одной из перестановок, в 7 раз больше числа, полученного при другой перестановке. Докажите, что большее из этих чисел делится на 49.


Решение. Обозначим группы из шести цифр слева направо буквами a, b, c, d, e и f соответственно. Тогда исходное число можно записать так: 1030a + 1024b + 1018c + 1012d + 106e + 100f. Заметим, что натуральное число вида 106n дает остаток 1 при делении на 7, так как 106n –1 = 999999(1...000001 и 999999 делится на 7 (это проверяется признаком делимости на 7 или непосредственным вычислением «в столбик»). Следовательно, исходное число имеет такой же остаток от деления на 7, что и число a + b + c + d + e + f. Значит, и любая перестановка, указанная в условии, дает тот же остаток от деления на 7. 


Из условия задачи следует, что существует число-перестановка, делящаяся на 7. Значит и любая другая перестановка делится на 7. Но тогда большая из двух перестановок, о которых говорится в условии, делится на 49.
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