9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ).


�


1.1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè �EMBED Equation.3���. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè À. 


Îòâåò: À(0; 2). 


Ðåøåíèå. Òàê êàê ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ – ëèíåéíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.3  ��� ( �EMBED Equation.3���.


Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:


1) Åñëè �EMBED Equation.3���, òî �EMBED Equation.3���, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó ãðàôèêó (îí íå ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ). Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Equation.3���.


2) Åñëè �EMBED Equation.3���, òî �EMBED Equation.3���, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó ãðàôèêó (ïðè �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3��� è óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîíà ïðÿìîé îòðèöàòåëåí). Ïîäñòàâèâ �EMBED Equation.3��� â óðàâíåíèå �EMBED Equation.3���, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.3���.


1.2. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, êàæäàÿ äèàãîíàëü êîòîðîãî äåëèò åãî íà äâà îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà?


Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñóùåñòâóåò. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé åãî óãîë ÿâëÿåòñÿ óãëîì îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óãëû ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà – îñòðûå, à èõ ñóììà ìåíüøå, ÷åì 360(, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ñóììå óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.


1.3. Ïåòÿ ðàçðåçàë ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò áóìàãè ïî ïðÿìîé íà äâå ÷àñòè. Çàòåì îäíó ÷àñòü ñíîâà ðàçðåçàë ïî ïðÿìîé íà äâå. Ïîòîì îäíó èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé îïÿòü ðàçðåçàë íà äâå ÷àñòè, è òàê äàëåå, âñåãî îí ðåçàë áóìàãó ñòî ðàç. Ïîòîì Ïåòÿ ïîäñ÷èòàë ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí ó âñåõ ïîëó÷èâøèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ – ïîëó÷èëîñü âñåãî 302 âåðøèíû. Ìîãëî ëè òàê áûòü?


Îòâåò: íåò, íå ìîãëî.


Ðåøåíèå. Ñäåëàâ ñòî ðàçðåçîâ, Ïåòÿ ïîëó÷èë 101 ìíîãîóãîëüíèê, ïîýòîìó ñóììàðíî ó íèõ íå ìåíüøå, ÷åì 303 âåðøèíû. 





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


2.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���


Îòâåò: �EMBED Equation.3���; �EMBED Equation.3���.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� èëè �EMBED Equation.3���.


1) Åñëè �EMBED Equation.3���, òî, èñêëþ÷èâ èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ïåðåìåííóþ y, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� ( x = z = �EMBED Equation.3���. 


2) Åñëè �EMBED Equation.3���, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Equation.3���, òîãäà âûðàæåíèå � EMBED Equation.3  ��� íå èìååò ñìûñëà. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. 


Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3��� Ïóñòü �EMBED Equation.3���, òîãäà �EMBED Equation.3���, � EMBED Equation.3  ��� è � EMBED Equation.3  ��� – êîðíè óðàâíåíèÿ �EMBED Equation.3���, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ �EMBED Equation.3���. Òàê êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé, òî çíà÷åíèÿ êàêèõ-òî äâóõ ïåðåìåííûõ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì â ïóíêòå 1) ïåðâîãî ñïîñîáà.


2.2. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ, ÂÑ è ÑÀ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âûáðàíû òî÷êè D, E è F ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî DE || ÀC, DF || BÑ. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AÅ è BF.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 60(.


Ðèñ. 1à


Ðåøåíèå. Ïóñòü AÅ è BF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N, òîãäà (ANF = ( – èñêîìûé (ñì. ðèñ. 1à, á). Òàê êàê CEDF – ïàðàëëåëîãðàìì, à òðåóãîëüíèê BDE – ðàâíîñòîðîííèé, òî ÂÅ = ÑF (ñì. ðèñ. 1à). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Òðåóãîëüíèêè ÂÀÅ è ÑÂF ðàâíû (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Ñëåäîâàòåëüíî, (ÂÀÅ = (ÑÂF = (, òîãäà (ABF = 60( – (. Óãîë ANF – âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà ABN, çíà÷èò, (ANF = (ÂÀÅ + (ABF = 60(.


�


Ðèñ. 1á


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè Î – öåíòðà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ íà óãîë 120( ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 1á). Ïðè òàêîì ïîâîðîòå âåðøèíà À ïåðåéäåò â âåðøèíó Â, ñòîðîíà ÂÑ – â ñòîðîíó ÑÀ, à òàê êàê ÂÅ = ÑF, òî òî÷êà Å ïåðåéäåò â òî÷êó F. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ AE ïåðåéäåò â ëó÷ BF. Óãîë ìåæäó ýòèìè ëó÷àìè ðàâåí óãëó ïîâîðîòà, òî åñòü (ENF = 120(, çíà÷èò, (ANF =  60(.























2.3. Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 20 è 100. Ðàçðåøàåòñÿ äîïèñàòü íà äîñêó ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èìåþùèõñÿ íà íåé ÷èñåë. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè êîãäà-íèáóäü ïîëó÷èòü íà äîñêå ÷èñëî 50...0 (2015 íóëåé)? 


Îòâåò: íåò, íåëüçÿ. 


Ðåøåíèå. Òàê êàê 20 = 22(5, 100 = 22(52, òî èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà, â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ ïðîñòûå ìíîæèòåëè äâîåê íå ìåíüøå, ÷åì ïÿòåðîê. Ïðè óìíîæåíèè äâóõ ÷èñåë, îáëàäàþùèì ýòèì ñâîéñòâîì, ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî ñ ýòèì æå ñâîéñòâîì, òî åñòü îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà äîñêå. Â ðàçëîæåíèè ÷èñëà 50…0 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê íà 1 áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî äâîåê, ïîýòîìó åãî ïîëó÷èòü íåëüçÿ.


Ýòó æå èäåþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-äðóãîìó. Òàê êàê 20 = 2(10, 100 = 102, òî ëþáîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò äîïèñàíî íà äîñêå èìååò âèä 2k(10n, ãäå k è n – íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íî 50...0 íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì òàêîãî âèäà.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ).


3.1. Ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ðàâíà 10, à ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì ðàâíà 3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî, ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå?


Îòâåò: �EMBED Equation.3���.


Ðåøåíèå. Ïóñòü �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. Èñõîäÿ èç ýòèõ óñëîâèé, íàéäåì, â êàêèõ ãðàíèöàõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ çíà÷åíèå � EMBED Equation.3  ���. Èñêëþ÷èâ ïåðåìåííóþ � EMBED Equation.3  ���, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���. Òîãäà �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���.


�


3.2. Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âûáðàíà òî÷êà Ð òàê, ÷òî (ÀÐÂ + (ÑÐD = 180(. Äîêàæèòå, ÷òî (ÐÂC = (ÐDC.


Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì îòðåçîê CQ, ïàðàëëåëüíûé è ðàâíûé îòðåçêó BP (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà (DCQ = (ÀÂP (óãëû ñ ñîíàïðàâëåííûìè ñòîðîíàìè). Çíà÷èò, ðàâíû òðåóãîëüíèêè CDQ è BAP (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Ñëåäîâàòåëüíî, (DQC = (ÀÐÂ, çíà÷èò, (CPD + (DQC = 180(. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòûðåõóãîëüíèê CPDQ – âïèñàííûé. 


Ðèñ. 2


Ïðîâåäÿ îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî CPDQ, ïîëó÷èì, ÷òî (ÐDC = (ÐQÑ (âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó). Òàê êàê BPQC – ïàðàëëåëîãðàìì, òî (ÐBC = (ÐQC = (ÐDC, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


Äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå, èñïîëüçîâàííîå ïðè ðåøåíèè, ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð � EMBED Equation.2  ���.


3.3. Êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1 000 000 (âêëþ÷èòåëüíî) áîëüøå: ÷¸òíûõ ñ íå÷¸òíîé ñóììîé öèôð èëè íå÷¸òíûõ ñ ÷¸òíîé ñóììîé öèôð?


Îòâåò: ÷åòíûõ ÷èñåë ñ íå÷åòíîé ñóììîé öèôð áîëüøå. 


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñ íå÷åòíîé ñóììîé öèôð. Åñëè ê íåìó ñïðàâà ïðèïèñàòü ÷åòíóþ öèôðó, òî ïîëó÷èòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ñ íå÷åòíîé ñóììîé öèôð. Åñëè æå ñïðàâà ïðèïèñàòü íå÷åòíóþ öèôðó, òî ïîëó÷èòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ñ ÷åòíîé ñóììîé öèôð. Òàê êàê ïðèïèñàòü ìîæíî ëþáóþ öèôðó îò 0 äî 9, òî ïðè âûïîëíåíèè òàêîé îïåðàöèè ïîëó÷èòñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. 
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñ ÷åòíîé ñóììîé öèôð. Åñëè ê íåìó ñïðàâà ïðèïèñàòü ÷åòíóþ öèôðó, òî ïîëó÷èòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ñ ÷åòíîé ñóììîé öèôð, à åñëè ïðèïèñàòü íå÷åòíóþ öèôðó, òî ïîëó÷èòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ñ íå÷åòíîé ñóììîé öèôð. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èì ÷èñëà, íå îáëàäàþùèå íè îäíèì èç ñâîéñòâ, óêàçàííûõ â óñëîâèè. 


Ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû (öèôðàìè 1 è 2 îáîçíà÷åíû ñâîéñòâà, óêàçàííûå â óñëîâèè, âçÿòûå â òîì æå ïîðÿäêå).


Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 9 íåò ÷èñåë, îáëàäàþùèõ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, à âñå ÷èñëà îò 10 äî 999 999 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèïèñûâàÿ ïîñëåäíþþ öèôðó ê ÷èñëàì îò 1 äî 99 999. Çíà÷èò ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 999999 ÷èñåë ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ïîðîâíó. Íî åùå åñòü ÷åòíîå ÷èñëî 1 000 000, ó êîòîðîãî íå÷åòíàÿ ñóììà öèôð, ïîýòîìó òàêèõ ÷èñåë áîëüøå.


Ýòó æå èäåþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü èíà÷å. Íàçîâ¸ì ÷èñëà, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, «èíòåðåñíûìè» Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûå äâà äåñÿòêà. Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 9 èíòåðåñíûõ íåò, à âñå ÷èñëà îò 10 äî 19 áóäóò èíòåðåñíûìè, ïðè÷åì èõ áóäåò ïîðîâíó: 5 ÷¸òíûõ ÷èñåë ñ íå÷¸òíîé ñóììîé öèôð è 5 íå÷¸òíûõ ÷èñåë ñ ÷¸òíîé ñóììîé öèôð. 


Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äåñÿòîê ÷èñåë, èäóùèõ ïîäðÿä, îò *0 äî *9 (çíàêîì * îáîçíà÷åíà îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð). Åñëè ñóììà öèôð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè * ÷¸òíàÿ, òî â ýòîì äåñÿòêå íå âñòðåòèòñÿ èíòåðåñíûõ ÷èñåë. Åñëè æå îíà íå÷¸òíàÿ, òî âñå ÷èñëà ýòîãî äåñÿòêà áóäóò èíòåðåñíûìè, è èõ îïÿòü-òàêè áóäåò ïîðîâíó êàæäîãî âèäà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè ÷èñëîâîãî ðÿäà îò 10 äî 999 999 íà òàêèå äåñÿòêè, èíòåðåñíûõ ÷èñåë îáîèõ âèäîâ ïîëó÷èòñÿ ïîðîâíó, íî îñòàíåòñÿ åù¸ ÷èñëî 1 000 000, êîòîðîå, áóäó÷è ÷¸òíûì, èìååò íå÷¸òíóþ ñóììó öèôð, ïîýòîìó òàêèõ ÷èñåë áóäåò áîëüøå.





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ).


4.1. Ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, ..., x10 ðàâíà 1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû x1x2 + x2x3 + ... + x9x10.


Îòâåò: 0,25. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: �EMBED Equation.3���. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ âåðíûì íåðàâåíñòâîì �EMBED Equation.3��� (ñëåäñòâèå èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì). 


Ïîëó÷èì, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ���. Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���. 


Ðàâåíñòâî, íàïðèìåð, äîñòèãàåòñÿ, åñëè�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Equation.3��� – íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x1, x2, ..., x10. Â êàæäîì ñëàãàåìîì çàäàííîé ñóììû, íå ñîäåðæàùåì �EMBED Equation.3���, çàìåíèì îäèí èç ìíîæèòåëåé íà �EMBED Equation.3���, òîãäà ýòà ñóììà íå óìåíüøèòñÿ. Âûíîñÿ �EMBED Equation.3��� â ïîëó÷åííîé ñóììå çà ñêîáêè, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.3��� ( � EMBED Equation.3  ��� = � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ��� (îïÿòü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî �EMBED Equation.3���). 


Ïðèìåð, êîãäà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, ïðèâåäåí âûøå.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3à


4.2. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (óãîë Ñ – ïðÿìîé) êàñàåòñÿ ñòîðîí ÀÂ, ÂÑ è ÑÀ â òî÷êàõ Ñ1, À1, Â1 ñîîòâåòñòâåííî. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè C è D, åñëè äëèíû êàòåòîâ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâíû 3 è 4.


Îòâåò: 1.


Ðåøåíèå. Ïóñòü I – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, òîãäà À1IÂ1Ñ – êâàäðàò (ñì. ðèñ. 3à). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1 ýòà îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê CDC1I è äîêàæåì, ÷òî ýòî – ïàðàëëåëîãðàìì (ñì. ðèñ. 3à). Äåéñòâèòåëüíî, IÑ(À1Â1 è C1D(À1Â1 (òàê êàê ïðÿìàÿ C1D ñîäåðæèò âûñîòó òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1), ïîýòîìó IÑ || C1D. Êðîìå òîãî, IÑ = C1D, òàê êàê â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî ñåðåäèíû ñòîðîíû â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò ïðîòèâîëåæàùåé âåðøèíû äî îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà.


�


Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî CD = IC1 = r. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà r âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé � EMBED Equation.3  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÀÂ = 5, ïîëó÷èì, ÷òî r = 1.


Ðèñ. 3á


Âòîðîé ñïîñîá. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé è ó÷èòûâàÿ, ÷òî À1IÂ1Ñ – êâàäðàò, ïîëó÷èì: (B1Ñ1À1 =(CB1À1 = 45( (ñì. ðèñ. 3á).


Ïóñòü B1F è A1E – âûñîòû òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1. Èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà DEC1F íàéäåì, ÷òî (EDF = 135(.


�


Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Ñ è ðàäèóñîì CB1 = CA1 (ñì. ðèñ. 3â). Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íà òàêîé îêðóæíîñòè òî÷êó ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó K íà áîëüøåé äóãå B1À1. Òîãäà (B1KÀ1 = � EMBED Equation.3  ���(B1ÑÀ1 = 45(. Çíà÷èò, (B1KÀ1 + (B1DÀ1 = 45( + 135( = 180(. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê B1KÀ1D – âïèñàííûé. 


Ðèñ. 3â


Òàêèì îáðàçîì, CD = ÑB1 = r. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû âûøå. 


Â çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ðåøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÑB1 ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî òî÷êè êàñàíèÿ ðàâíî ðàçíîñòè ïîëóïåðèìåòðà è ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû.


4.3. Âàñèëèñà Ïðåìóäðàÿ ðàññòàâëÿåò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n2, ãäå n > 1, â êëåòêè òàáëèöû ðàçìåðîì n(n. Êàíäèäàò â æåíèõè äîëæåí âû÷åðêíóòü ñòðîêó è ñòîëáåö òàê, ÷òîáû ñóììà âñåõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë áûëà ÷åòíîé. Âñåãäà ëè âûïîëíèìî òàêîå çàäàíèå?


Îòâåò: âñåãäà. 


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòíîñòü ñóììû ÷èñåë â òàêîé òàáëèöå n(n ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà n. Îáúåäèíåíèå ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ÷èñëî â òàáëèöå, áóäåì íàçûâàòü åãî «ïåðåêðåñòèåì». Òîãäà, åñëè n – ÷åòíîå, òî êàíäèäàò â æåíèõè äîëæåí âû÷åðêíóòü ïåðåêðåñòèå, â êîòîðîì ñóììà ÷èñåë ÷åòíà, à åñëè n – íå÷åòíîå, òî îí äîëæåí âû÷åðêíóòü ïåðåêðåñòèå ñ íå÷åòíîé ñóììîé ÷èñåë.


Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà â òàáëèöå ïîäñ÷èòàåì ñóììó ÷èñåë â åãî ïåðåêðåñòèè è ñëîæèì âñå ïîëó÷åííûå ñóììû. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî èç òàáëèöû áóäåò ó÷òåíî 2n – 1 ðàç, ïîýòîìó ïîëó÷èì: S = (2n – 1)(1 + 2 + … + n2). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíîñòü ÷èñëà S ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà n. 


Ïóñòü n – ÷åòíîå. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 


1) Â òàáëèöå åñòü ñòðîêà èëè ñòîëáåö ñ íå÷åòíîé ñóììîé ÷èñåë. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî áóäåò ñòðîêà L, òîãäà ñðåäè ÷èñåë ýòîé ñòðî÷êè íàéäåòñÿ òàêîå, ÷òî ñóììà ÷èñåë åãî ïåðåêðåñòèÿ ÷åòíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêîãî ïåðåêðåñòèÿ íåò, òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå áåç ÷èñëà â ñòðîêå L ÷åòíà (èíà÷å äàííîå ïåðåêðåñòèå áûëî áû èñêîìûì), à çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë âî âñåõ ñòðîêàõ, êðîìå L, ÷åòíà. Íî ñóììà ÷èñåë â ñàìîé ñòðîêå L íå÷åòíà, à òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë òàáëèöû ÷åòíà. 


2) Âî âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ òàáëèöû ñóììà ÷èñåë ÷åòíàÿ. Òîãäà êàíäèäàòó â æåíèõè äîñòàòî÷íî âû÷åðêíóòü ïåðåêðåñòèå ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà.


Ïóñòü n – íå÷åòíîå. Òîãäà, òàê êàê ÷èñëî S – íå÷åòíîå, òî â òàáëèöå íàéäåòñÿ ïåðåêðåñòèå ñ íå÷åòíîé ñóììîé ÷èñåë. 





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ).


5.1. Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí, êîòîðûé ïðè x = 2014; 2015; 2016 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2015; 0; 2015 ñîîòâåòñòâåííî?


Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (2014; 2015) è (2016; 2015) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ãðàôèêó äàííîãî òðåõ÷ëåíà (ïàðàáîëå). Òàê êàê îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 2015, òî ýòà ïðÿìàÿ – îñü ïàðàáîëû, òîãäà òî÷êà (2015; 0) – åå âåðøèíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà èñêîìîãî òðåõ÷ëåíà èìååò âèä: �EMBED Equation.3���. Çíà÷åíèå �EMBED Equation.3��� ìîæíî íàéòè ëèáî ïîäñòàíîâêîé ëþáîé èç ïàð (2014; 2015) èëè (2016; 2015) â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, ëèáî çíàÿ, ÷òî �EMBED Equation.3��� – êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ îò îñè àáñöèññ, ïðè êîòîðîì ãðàôèê èñêîìîãî òðåõ÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà òðåõ÷ëåíà �EMBED Equation.3���. Ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.3��� = 2015, òî åñòü �EMBED Equation.3���. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Equation.3��� – èñêîìûé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� – êîðåíü òðåõ÷ëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Equation.3���. 


Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óñëîâèé, çàïèñàííûõ âûøå, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���, òî åñòü �EMBED Equation.3���.


Ïîäñòàâèâ � EMBED Equation.3  ��� â ëþáîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, ïîëó÷èì, ÷òî �EMBED Equation.3���. Òîãäà �EMBED Equation.3���.


�


5.2. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÀÑ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ÀÂ = ÀÑ) ñîîòâåòñòâåííî îòìå÷åíû òî÷êè Ì è N òàê, ÷òî ÀN > AM. Ïðÿìûå MN è ÂÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ñðàâíèòå äëèíû îòðåçêîâ MK è MB.


Ðèñ. 4


Îòâåò: MK > MB.


Ðåøåíèå. Ïóñòü (ÀÂÑ = (ÀÑÂ = (, (NKÑ = ( (ñì. ðèñ. 4). Òàê êàê óãîë ÀÑÂ – âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà CNK, òî ( > (.  Â òðåóãîëüíèêå BKM ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà, çíà÷èò, MK > MB.


























5.3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 10 â ðÿä òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî áûëî äåëèòåëåì ñóììû âñåõ ïðåäûäóùèõ?


Îòâåò: äà, ìîæíî. 


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, òàê: 7, 1, 8, 4, 10, 6, 9, 3, 2, 5. 


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû. Îòìåòèì, ÷òî â ëþáîì ïðèìåðå íà ïîñëåäíåì ìåñòå äîëæíî ñòîÿòü ëèáî 1, ëèáî 5. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå ÷èñëî x äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà (1 + 2 + ... + 10) – x = 55 – x, ñëåäîâàòåëüíî, îíî äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà 55.
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