8 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Çà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó êàæäûé èç 25 øêîëüíèêîâ ïîëó÷èë îäíó èç îöåíîê «3», «4» èëè «5». Íà ñêîëüêî áîëüøå áûëî ïÿò¸ðîê, ÷åì òðîåê, åñëè ñóììà âñåõ îöåíîê ðàâíà 106?


Îòâåò: íà 6.


Ðåøåíèå. Ïóñòü à øêîëüíèêîâ ïîëó÷èëè òðîéêó, b øêîëüíèêîâ – ÷åòâåðêó, ñ øêîëüíèêîâ – ïÿò¸ðêó. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî a + b + c = 25 è 3a + 4b + 5c = 106.


Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà 4: 4a + 4b + 4c = 100. Òåïåðü âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîå, òîãäà ñ – à = 6. 


1.2. Èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïðîâåäåíà ìåäèàíà ÑÌ. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ÑÀÌ, êàñàåòñÿ ÑÌ â å¸ ñåðåäèíå. Íàéäèòå óãîë ÂÀÑ.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 60(.


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç K, P è Í òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà ÑÀÌ (ñì. ðèñ. 1), ïîëó÷èì: AK = AP, CK = CH = MH = MP. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÑ = ÀÌ. Êðîìå òîãî, ÑÌ = 0,5ÀÂ = ÀÌ.


Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê ÑÀÌ – ðàâíîñòîðîííèé, çíà÷èò, (ÂÀÑ = 60(. 








1.3. Ìîæíî ëè ðàçäàòü øåñòè äåòÿì 40 êîíôåò òàê, ÷òîáû ó âñåõ áûëî ðàçíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò è ó êàæäûõ äâóõ âìåñòå áûëî ìåíåå ïîëîâèíû âñåõ êîíôåò?


Îòâåò: ìîæíî. 


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, 10 + 9 + 8 + 7 + 5 + 1 = 40, à íàèáîëüøàÿ ñóììà äâóõ – ýòî 10 + 9 = 19 < 20.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ñðàâíèòå: � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: ïåðâàÿ äðîáü ìåíüøå âòîðîé.


Ðåøåíèå. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, à � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òî äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü äðîáè �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���. 


Çàìåòèì, ÷òî �EMBED Unknown��� < �EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown��� < �EMBED Unknown���.


� EMBED PBrush  ���


2.2. Ïðî ÷åòûðåõóãîëüíèê èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïðÿìûå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçáèâàåò åãî íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà. Îáÿçàòåëüíî ëè îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì?


Ðèñ. 2


Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íåâûïóêëûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê ÀÂÑD, â êîòîðîì (À = (Â = (D = 45( (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà êàæäàÿ èç ïðÿìûõ ÂÑ è DC äåëèò åãî íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà.











2.3. Èãîðü çàïèñàë íà êàæäîé èç òð¸õ êàðòî÷åê ïî îäíîé öèôðå, îòëè÷íîé îò íóëÿ. Êàòÿ ñîñòàâèëà èç íèõ âñå âîçìîæíûå òð¸õçíà÷íûå ÷èñëà. Ìîæåò ëè ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 2018?


Îòâåò: íå ìîæåò. 


Ðåøåíèå. Ïóñòü íà êàðòî÷êàõ áûëè çàïèñàíû öèôðû a, b è ñ. Åñëè îíè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå, òî Êàòÿ ñîñòàâèëà øåñòü ÷èñåë. Òàê êàê êàæäàÿ èç öèôð âñòðåòèòñÿ â ðàçðÿäàõ ñîòåí, äåñÿòêîâ è åäèíèö ïî äâà ðàçà, òî èõ ñóììà ðàâíà 200(a + b + c) + 20(a + b + c) + 2(a + b + c) = 222(a + b + c). Òîãäà ðàâåíñòâî 222(a + b + c) = 2018 âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê 222 äåëèòñÿ íà 3, à 2018 – íå äåëèòñÿ. 


Åñëè êàêèå-òî äâå öèôðû ñîâïàäàþò, íàïðèìåð, b = ñ, òî Êàòÿ ñîñòàâèëà òðè ÷èñëà. Èõ ñóììà: � EMBED Equation.2  ��� = 111à + 222b òàêæå äåëèòñÿ íà 3. Åñëè æå a = b = c, òî Êàòÿ ñîñòàâèëà îäíî òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå çàâåäîìî ìåíüøå, ÷åì 2018. Òàêèì îáðàçîì, è â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóììà íå ìîæåò áûòü ðàâíà 2018.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ à4 – à2 – 2à.


Îòâåò: –2. 


Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì äàííîå âûðàæåíèå, âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû: à4 – à2 – 2à = (à4 – 2à2 + 1) + (à2 – 2à + 1) – 2 = (à2 – 1)2 + (à – 1)2 – 2. Òàê êàê (à2 – 1)2 ( 0 è (à – 1)2 ( 0, òî à4 – à2 – 2à ( –2, ïðè÷¸ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè à = 1.


Îòìåòèì, ÷òî åñëè óãàäàòü îòâåò, òî íåðàâåíñòâî à4 – à2 – 2à ( –2 ìîæíî äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó. Íàïðèìåð, òàê: à4 – à2 – 2à  – (–2) = à4 – à2 – 2à  + 2 = à4 – à3 + à3 – à2 – 2à  + 2 = à3(à – 1) + à2(à – 1) – 2(a – 1) = (a – 1)(à3 + à2 – 2) = (a – 1)((à3 – 1) + (à2 – 1)) = (a – 1)((à – 1)(a2 + a +1) + (à – 1)(a + 1)) = (a – 1)2((a2 + 2a + 2) = (a – 1)2(((a + 1)2 + 1) ( 0.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3


3.2. Íà ñòîðîíå AB êâàäðàòà ABCD îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà ñòîðîíå BC – òî÷êà L òàê, ÷òî KB = LC. Îòðåçêè AL è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè DP è KL ïåðïåíäèêóëÿðíû.


Ðåøåíèå. Ïóñòü AL è DK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R, à CK è DL – â òî÷êå T (ñì. ðèñ. 3). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî (CBK = (DCL (ïî äâóì êàòåòàì), çíà÷èò, (BCK = (CDL. Òîãäà CT – âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DCL, ïîýòîìó KT – âûñîòà òðåóãîëüíèêà DKL.


Àíàëîãè÷íî, (ABL = (DAK, îòêóäà (BAL = (ADK. Òîãäà AR – âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DAK, ïîýòîìó LR – âûñîòà òðåóãîëüíèêà DKL.


Òàêèì îáðàçîì, P – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà DKL, çíà÷èò, ïðÿìàÿ DP ñîäåðæèò åãî òðåòüþ âûñîòó, òî åñòü DP(KL.


Îòìåòèì, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü CK è DL ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîâîðîò ñ öåíòðîì Ñ íà 90(. Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ïîâîðîò ñ öåíòðîì À íà 90(, ìîæíî äîêàçàòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü AK è DL.
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Ðèñ. 4


3.3. Ìîæíî ëè çàïîëíèòü òàáëèöó 3�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 12�´�3 ðàçëè÷íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ñóììû â ñòðîêàõ áûëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ïðîèçâåäåíèÿ â ñòîëáöàõ òàêæå áûëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé (íî ñóììû íå îáÿçàíû ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèÿì).


Îòâåò: ìîæíî.


Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 4. Ñóììà â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà 45, ïðîèçâåäåíèå â êàæäîì ñòîëáöå – 720.


Ïîäáîð ÷èñåë ëó÷øå íà÷àòü ñ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèé â ñòîëáöàõ. Èìååò ñìûñë âûáðàòü ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ðàçëîæèòü íà òðè ìíîæèòåëÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, òðåìÿ ñïîñîáàìè òàê, ÷òîáû ìíîæèòåëÿìè áûëè 9 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîäîáðàòü òàêîå ÷èñëî áóäåò ïðîùå, åñëè ïåðåìíîæèòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå: 1(2(3(4(5(6 = 720 = 1(24(30 = 4(12(15 = 3(6(40. Îñòàåòñÿ ïåðåñòàâèòü ýòè 9 ìíîæèòåëåé òàê, ÷òîáû ñóììà â ñòðîêàõ îêàçàëàñü îäèíàêîâîé. 


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.








×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ m ÷èñëî Ð = 1 + 2m + 3m2 + 4m3 + 5m4 + 4m5 + 3m6 + 2m7 + m8 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?


Îòâåò: ïðè ëþáûõ.


Ðåøåíèå. Ð = (1 + m + m2 + m3 + m4)2 (*), ïîýòîìó Ð ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà ïðè ëþáûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ m. Ïîëó÷èòü ýòî ìîæíî, ðàçëîæèâ Ð íà ìíîæèòåëè, íàïðèìåð, òàê: 1 + 2m + 3m2 + 4m3 + 5m4 + 4m5 + 3m6 + 2m7 + m8 = (1 + m + m2 + m3 + m4) + (m + m2 + m3 + m4 + m5) + (m2 + m3 + m4 + m5 + m6) + (m3 + m4 + m5 + m6 + m7) + (m4 + m5 + m6 + m7 + m8) = (1 + m + m2 + m3 + m4) + m(1 + m + m2 + m3 + m4) + m2(1 + m + m2 + m3 + m4) + m3(1 + m + m2 + m3 + m4) + m4(1 + m + m2 + m3 + m4) = (1 + m + m2 + m3 + m4)2.


Äîãàäàòüñÿ, ÷òî Ð ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìíîãî÷ëåíà ìîæíî è íå ðàñêëàäûâàÿ åãî íà ìíîæèòåëè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè m = 10 Ð = 1 + 2(10 + 3(102 + 4(103 + 5(104 + 4(105 + 3(106 + 2(107 + 108 = 123454321 = 111112 (÷èñëà òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ÷èñåë, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ òîëüêî åäèíèöàìè: 121 = 112, 12321 = 1112, ...). Ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (*). Ïîñëå ýòîãî ìîæíî óáåäèòüñÿ â åãî ñïðàâåäëèâîñòè ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.


Êðîìå òîãî, íàéäÿ çíà÷åíèå Ð, íàïðèìåð, ïðè m = 1 è m = 2 ìîæíî òàêæå äîãàäàòüñÿ, ÷òî Ð ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êâàäðàòîì ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà ðàâåíñòâî (*) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.


� EMBED PBrush  ���


4.2. Íà ãèïîòåíóçå AÂ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó D òàê, ÷òî ÂD = AÑ. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå AÑD áèññåêòðèñà AL, ìåäèàíà ÑM è âûñîòà DH ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


Ðèñ. 5


Ðåøåíèå. Ïóñòü AL è CM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P (ñì. ðèñ. 5). Òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî DH ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ð. 


Íà ïðîäîëæåíèè ãèïîòåíóçû ÀÂ îòìåòèì òî÷êó K òàê, ÷òîáû AK = ÂD = AÑ. Òîãäà AÐ – áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÑÀK, ñëåäîâàòåëüíî, AÐ || KC. Òîãäà ïî òåîðåìå Ôàëåñà: � EMBED Equation.2  ���. 


Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÌÀ = MD è AK = ÂD, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà ïî òåîðåìå, îáðàòíîé ê òåîðåìå Ôàëåñà, ñëåäóåò, ÷òî DP || BC. Òàê êàê ÂÑ(AC, òî DP(AC, òî åñòü DH ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


4.3. Â ñëåäóþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñëàõ öèôðû çàìåíåíû áóêâàìè (îäèíàêîâûå öèôðû – îäèíàêîâûìè áóêâàìè, à ðàçíûå öèôðû – ðàçíûìè áóêâàìè). Îêàçàëîñü, ÷òî ÄÅÂßÍÎÑÒÎ äåëèòñÿ íà 90, à ÄÅÂßÒÊÀ äåëèòñÿ íà 9. Ìîæåò ëè ÑÎÒÊÀ äåëèòüñÿ íà 9?


Îòâåò: íå ìîæåò.


Ðåøåíèå. Òàê êàê ÄÅÂßÍÎÑÒÎ äåëèòñÿ íà 90, òî Î = 0, òîãäà ñóììà Ä + Å + Â + ß + (Í + Ñ) + Ò äåëèòñÿ íà 9. Òàê êàê ÄÅÂßÒÊÀ äåëèòñÿ íà 9, òî è ñóììà Ä + Å + Â + ß + Ò + (Ê + À) äåëèòñÿ íà 9. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî â ýòèõ äâóõ ñóììàõ ïðèñóòñòâóåò äåâÿòü ðàçëè÷íûõ áóêâ, çíà÷èò, â íèõ èñïîëüçîâàíû âñå öèôðû îò 1 äî 9. Ñóììà âñåõ öèôð îò 1 äî 9 ðàâíà 45, çíà÷èò, Ä + Å + Â + ß + Ò + (Ê + À) + (Í + Ñ) = 45, ÷òî òàêæå äåëèòñÿ íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, Ê + À äåëèòñÿ íà 9 è Í + Ñ äåëèòñÿ íà 9.


Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÑÎÒÊÀ äåëèòñÿ íà 9, òî åñòü íà 9 äåëèòñÿ ñóììà Ñ + Ò + Ê + À. Òàê êàê Ê + À äåëèòñÿ íà 9, òî Ñ + Ò äåëèòñÿ íà 9. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Í + Ñ äåëèòñÿ íà 9, ïîëó÷èì: (Í + Ñ) – (Ñ + Ò) = Í – Ò äåëèòñÿ íà 9. À ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà Í = Ò. Ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òî åñòü ÑÎÒÊÀ íà 9 íå äåëèòñÿ.
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