9 êëàññ

Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)

1.1. Ñàøà ñïóñêàëñÿ ïî ëåñòíèöå èç ñâîåé êâàðòèðû ê äðóãó Êîëå, êîòîðûé æèâåò íà ïåðâîì ýòàæå. Êîãäà îí ñïóñòèëñÿ íà íåñêîëüêî ýòàæåé, îêàçàëîñü, ÷òî îí ïðîø¸ë òðåòü ïóòè. Êîãäà îí ñïóñòèëñÿ åù¸ íà îäèí ýòàæ, åìó îñòàëîñü ïðîéòè ïîëîâèíó ïóòè. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¸ò Ñàøà?

Îòâåò: íà ñåäüìîì ýòàæå.

Ðåøåíèå. Îäèí ýòàæ ñîñòàâëÿåò �EMBED Equation.3��� ÷àñòü ïóòè Ñàøè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåñü ïóòü – 6 ýòàæåé, à ýòàæ, íà êîòîðîì æèâåò Ñàøà: 1 + 6 = 7.

1.2. Íà íàèáîëüøåé ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè P è Q òàê, ÷òî AQ = AC, BP = BC. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà PQC, ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.

�

Ðèñ. 1

Ðåøåíèå. Òàê êàê òðåóãîëüíèê PÂC – ðàâíîáåäðåííûé, òî åãî áèññåêòðèñà  BD ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó CP (ñì. ðèñ. 1). Àíàëîãè÷íî, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå QAC áèññåêòðèñà AE – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó QC. 

Òàêèì îáðàçîì òî÷êà I ïåðåñå÷åíèÿ  áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà PQC, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

1.3. Äèìà ïèøåò ïîäðÿä íàòóðàëüíûå ÷èñëà 12345678910111213… Íà êàêèõ ìåñòàõ, ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà, â ïåðâûé ðàç áóäóò ñòîÿòü ïîäðÿä òðè öèôðû 5?

Îòâåò: 100, 101 è 102.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ðàç òðè öèôðû 5 ïîäðÿä ïîÿâÿòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà Äèìà çàïèøåò ÷èñëà 55 è 56. Ýòî íå ñëó÷èòñÿ ðàíüøå, òàê êàê äâå öèôðû 5 èç òð¸õ äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îäíîìó ÷èñëó. Ïåðåä ÷èñëîì 55 ñòîèò 9 îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë è 54 – 9 = 45 äâóçíà÷íûõ. Òàê êàê 45(2 + 9 = 99, òî òðè ïîäðÿä öèôðû 5 áóäóò èìåòü íîìåðà: 100, 101 è 102.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)

2.1. Äàíû 10 ÷èñåë: à1 < a2 < ... < a10. Ñðàâíèòå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ ÷èñåë ñî ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ïåðâûõ øåñòè ÷èñåë. 

Îòâåò: áîëüøå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äåñÿòè ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü: � EMBED Equation.2  ��� – � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� > 0, òàê êàê êàæäàÿ èç ñêîáîê ñîäåðæèò 12 ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì ëþáîå èç íèõ â ïåðâîé ñêîáêå áîëüøå ëþáîãî èç âòîðîé ñêîáêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äåñÿòè ÷èñåë áîëüøå.

Ìîæíî îáîéòèñü è áåç âûêëàäîê. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íàáîðà èç ïåðâûõ øåñòè ÷èñåë. Îíî ìåíüøå, ÷åì a6. Åñëè ê ýòîìó íàáîðó äîáàâëÿòü ÷èñëà, êîòîðûå áîëüøå åãî ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Çíà÷èò, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äåñÿòè ÷èñåë áîëüøå.
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Ðèñ. 2

2.2. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê íà òðè âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí?

Îòâåò: ìîæíî.

Ðåøåíèå. Ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 2. Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà òðåóãîëüíèê, âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê è âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê.

2.3. Íàéäåòñÿ ëè òàêîå äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, çàïèñàííîå äåñÿòüþ ðàçëè÷íûìè öèôðàìè, ÷òî ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ èç íåãî ëþáûõ øåñòè öèôð ïîëó÷èòñÿ ñîñòàâíîå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî?

Îòâåò: íàéä¸òñÿ. 

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð ÷èñëî 1379246850. Åñëè èç íåãî âû÷åðêíóòü ïîñëåäíèå øåñòü öèôð, òî îñòàíåòñÿ ÷èñëî 1379, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 7, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì. Åñëè æå âû÷åðêíóòü ëþáûå äðóãèå øåñòü öèôð, òî îñòàâøååñÿ ÷èñëî áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà ÷åòíóþ öèôðó èëè íà 5, òî åñòü òàêæå áóäåò ñîñòàâíûì. 

Èç ïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãîäèòñÿ ëþáîå ÷èñëî, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ 1379, à îñòàëüíûå öèôðû ñòîÿò â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, êðîìå öèôðû 0. Îíà äîëæíà ñòîÿòü íà îäíîì èç òðåõ ïîñëåäíèõ ìåñò, èíà÷å, åñëè âû÷åðêíóòû âñå öèôðû ïåðåä íóëåì, òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå áóäåò ÷åòûðåõçíà÷íûì.

Ñóùåñòâóåò è ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ òåõ æå ÷åòûðåõ öèôð, òàê êàê 3791, 7931 è 9317 äåëÿòñÿ íà  7; 1397, 1793, 3179, 3971, 7139 è 9713 äåëÿòñÿ íà 11; 1937 è 7319 äåëÿòñÿ íà 13; 7391 äåëèòñÿ íà 19; 3197 äåëèòñÿ íà 23; 1739 è 9731 äåëÿòñÿ íà 37; 7913 äåëèòñÿ íà 41.





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)

�EMBED PBrush���

3.1. Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó max(x; x2) + min(y; y2) = 1.

Ðèñ. 3à

Îòâåò: ñì. ðèñ. 3à. 

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 0 < z < 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî z > z2, à ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî z2 ( z. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü 4 ñëó÷àÿ.

1) x ( 0 èëè x ( 1, y ( 0 èëè y ( 1. Òîãäà ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: x2 + y = 1. Ïðè y > 1 îíî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, çíà÷èò, ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïàðàáîëû y = 1 – x2, ãäå y ( 0 èëè y = 1 (ñì. ðèñ. 3á).

2) x ( 0 èëè x ( 1, 0 < y < 1. Òîãäà ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: x2 + y2 = 1. Ïðè x ( 1 ðàâåíñòâî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò, çíà÷èò, ãðàôèê – ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè ñ âûêîëîòûìè êîíöàìè (ñì. ðèñ. 3â).

3) 0 < x < 1, y ( 0 èëè y ( 1. Òîãäà ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: x + y = 1. Ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ îíî íå âûïîëíÿåòñÿ.

�EMBED PBrush���

�EMBED PBrush���

4) 0 < x < 1, 0 < y < 1. Òîãäà ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: x + y2 = 1. Ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïàðàáîëû y2 = 1 – x, ãäå 0 < x < 1 (ñì. ðèñ. 3ã).

Ðèñ. 3á

�EMBED PBrush���

Ðèñ. 3ã



Ðèñ. 3â

Èñêîìîå ìíîæåñòâî òî÷åê ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýòèõ ãðàôèêîâ.

�

3.2. Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàñïîëîæåíà òî÷êà Ì. Ñðàâíèòå ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà è ñóììó ðàññòîÿíèé îò Ì äî åãî âåðøèí.

Ðèñ. 4à

Îòâåò: ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà áîëüøå.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. 

Ëåììà. Ïóñòü òî÷êà P ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, ëèáî íà åãî ñòîðîíàõ AB èëè AC. Òîãäà BP + CP < AB + AC.

�

Ðèñ. 4á

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êà Ð ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî ïðîäëèì ÂÐ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé ÀÑ â òî÷êå Ì (ñì. ðèñ. 4à).Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà äëÿ ÀÂÌ è ÐÌÑ, ïîëó÷èì: ÀÂ + ÀÑ = (ÀÂ + ÀÌ) + ÌÑ > ÂÌ + ÌÑ = ÂÐ + (ÐÌ + ÌÑ) > ÂÐ + ÑÐ.

Åñëè æå òî÷êà P ëåæèò íà ñòîðîíå ÀÑ, òî îíà ñîâïàäàåò ñ Ì. Òîãäà âòîðîé çíàê íåðàâåíñòâà çàìåíÿåòñÿ íà çíàê ðàâåíñòâà, íî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì.

Èç óñëîâèÿ äàííîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà Ì ïðèíàäëåæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóì èç ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ: ÀÂÑ, ÂÑD, ACD è ABD. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ì ïîïàëà âíóòðü èëè íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è ABD (ñì. ðèñ. 4á).

� EMBED PBrush  ���

Òîãäà, ïðèìåíèâ äîêàçàííóþ ëåììó ê ýòèì òðåóãîëüíèêàì, ïîëó÷èì: AM + CM < AB + BC è BM + DM < AB + AD. Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà: AM + BM + CM + DM < AB + BC + AB + AD = PABCD.

Ðèñ. 4â

Âòîðîé ñïîñîá. ×åðåç òî÷êó Ì ïðîâåäåì îòðåçêè EF è GH, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ðèñ. 4â). Îíè ðàçîáüþò ABCD íà ÷åòûðå ìåíüøèõ ïàðàëëåëîãðàììà. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì: ÌÀ < AH + HM è ÌÑ < MF + FC. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà, ÌÀ + ÌÑ < AD + DC. Àíàëîãè÷íî, ÌB + ÌD < AB + BC. 

Òàêèì îáðàçîì, ÌÀ + ÌB + ÌÑ + ÌD < PABCD.

3.3. Â òåàòðàëüíîé òðóïïå 60 àêòåðîâ. Êàæäûå äâà õîòÿ áû ðàç èãðàëè â îäíîì è òîì æå ñïåêòàêëå. Â êàæäîì ñïåêòàêëå çàíÿòî íå áîëåå 30 àêòåðîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñïåêòàêëåé ìîã ïîñòàâèòü òåàòð?

Îòâåò: 6. 

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàçîáü¸ì òðóïïó íà 4 ãðóïïû ïî 15 ÷åëîâåê è ïðîâåäåì 6 ñïåêòàêëåé, â êàæäîì èç êîòîðûõ çàäåéñòâîâàíû êàêèå-òî äâå ãðóïïû. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå ãðóïïû èç ÷åòûðåõ ðàâíî � EMBED Equation.2  ��� = 6. 

Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî ïÿòè ñïåêòàêëåé íå õâàòèò. Â ñóììå àêòåðû ñûãðàëè íå áîëåå, ÷åì 30(5 = 150 ðîëåé, çíà÷èò, åñëè ñïåêòàêëåé ïÿòü, òî íàéä¸òñÿ àêòåð, ñûãðàâøèé íå áîëåå äâóõ ðîëåé. Òîãäà îí ñûãðàë â îäíîì ñïåêòàêëå íå áîëåå, ÷åì ñ 29(2 = 58 êîëëåãàìè èç îñòàëüíûõ 59. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è ïÿòè ñïåêòàêëåé íåäîñòàòî÷íî. 





×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)

4.1. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y è z òàêîâû, ÷òî xyz = 1. Äîêàæèòå, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� ( � EMBED Equation.3  ���.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî: �EMBED Equation.3��� è îöåíèì ñëàãàåìûå â åãî ëåâîé ÷àñòè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå äàííûå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî-ðàçíîìó. 

Ïåðâûé ñïîñîá. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì: �EMBED Equation.3���. Òîãäà �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3��� ( �EMBED Equation.3���. Àíàëîãè÷íî, �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.3  ��� = 1, ïîëó÷èì: �EMBED Equation.3���

Âòîðîé ñïîñîá. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì: � EMBED Equation.3  ���. Òîãäà �EMBED Equation.3���, òàê êàê � EMBED Equation.3  ���. Àíàëîãè÷íî, �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���. Ñêëàäûâàÿ òðè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

4.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ: ÐÂ = 110(, ÐÑ = 50(. Íà ñòîðîíå ÀÂ âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà Ð, ÷òî ÐÐÑÂ = 30(, à íà ñòîðîíå ÀÑ – òàêàÿ òî÷êà Q, ÷òî ÐABQ = 40(. Íàéäèòå óãîë QPC.
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Îòâåò: 40(.

Ðèñ. 5à

� EMBED PBrush  ���

Ðèñ. 5á

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî (ÂÐÑ = 40(, (QÂÑ = 70( (ñì. ðèñ. 5à). Ïðîâåäåì ëó÷, ñèììåòðè÷íûé ëó÷ó ÑÐ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÑ. Ïóñòü Ì – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à ñ ëó÷îì ÂQ. Òîãäà (ÌÑQ = (ÐÑQ = 20(. Òàê êàê (ÐÑÌ = 40( = (ÐBÌ, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÐÂÑÌ – âïèñàííûé, çíà÷èò, (ÌÐÑ = (ÌÂÑ = 70(. Òîãäà èç òðåóãîëüíèêà ÌÐÑ ïîëó÷èì, ÷òî (ÐÌÑ = 70( = (ÐÑÌ, òî åñòü ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Åãî áèññåêòðèñà CÀ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ñòîðîíå ÐÌ, çíà÷èò, òî÷êè Ì è Ð ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íåå. Ñëåäîâàòåëüíî, (QÐÑ = (QÌÑ = (ÂÐÑ = 40(.

Âòîðîé ñïîñîá. Îòðàçèì òî÷êó B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AÑ, òîãäà (AB’C = (ABC = 110(
 (ñì. ðèñ. 5á)
. Òàê êàê (ÂAC = 180( – (50( + 110() = 20( = (PCA, òî PA = PC. Êðîìå òîãî, (ÀPC = 140( = 180( – � EMBED Equation.3  
�
�
�(AB’C. Ñëåäîâàòåëüíî, P – öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AB’C.
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òðåóãîëüíèê 
BCQ – îñòðîóãîëüíûé
, 
ïîýòîìó
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4.3. Ïóñòü N – ÷åòíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå êðàòíî 10. Íàéäèòå öèôðó äåñÿòêîâ ÷èñëà N20.

Îòâåò: 7. 

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ÷¸òíîå ÷èñëî, íå îêàí÷èâàþùååñÿ íóëåì, ïðè âîçâåäåíèè â ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü äàåò ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ íà 6. Òàê êàê N20 = (N4)5, òî è äâàäöàòàÿ ñòåïåíü òàêîãî ÷èñëà áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 6. 

Òàê êàê îáà ÷èñëà N4 è N20 äåëÿòñÿ íà 4, òî ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 4 öèôðà äåñÿòêîâ ó ýòèõ ÷èñåë îáÿçàíà áûòü íå÷¸òíîé. Òîãäà ýòè ÷èñëà ìîæíî çàïèñàòü òàê: N4 = 20k + 16; N20 = (N4)5 = (20k + 16)5, ãäå k – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. 

Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâûå ïÿòü èç øåñòè ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè êðàòíû ñòà, à 165 íà 100 íå äåëèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå äâå öèôðû ó ÷èñåë N20 è 165 ñîâïàäàþò. Òàê êàê 165 = 220 = 10242 = 1048576, òî èñêîìàÿ öèôðà – ýòî 7.

Âòîðîé ñïîñîá. Âû÷èñëèì äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà N20. Òàê êàê N – ÷åòíîå è íå êðàòíî 10, òî N = 5k ( 1 èëè N = 5k ( 2, ãäå k – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ïîëó÷èì, ÷òî (5k ( 1)20 ( 1 (mod25). Àíàëîãè÷íî, (5k ( 2)20 ( 220 (mod25) ( 10242 (mod25) ( (–1)2 (mod25) ( 1 (mod25).

.Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû òîëüêî ÷åòûðå âàðèàíòà äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð: 01, 26, 51, 76. Íî èç ÷åòíîñòè ÷èñëà N ñëåäóåò òàêæå, ÷òî N20 äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó âîçìîæåí òîëüêî âàðèàíò 76, òî åñòü ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà – ýòî 7.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)

5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x + 1)2 + (x + 2)2 + ... + (x + 10)2 = (x + 1 + 2 + ... + 10)2.

Îòâåò: � EMBED Equation.3  ���. 

Ðåøåíèå. Âûïîëíèì âîçâåäåíèå â êâàäðàò è ñãðóïïèðóåì íåêîòîðûå ñëàãàåìûå, òîãäà �EMBED Unknown���

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 12 + 22 + ... + 102 = � EMBED Equation.3  ��� = 385, à (1 + 2 + ... + 10)2 = 552 = 3025, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì: 9x2 = 2640, òî åñòü x = � EMBED Equation.3  ���.

� EMBED PBrush  ���

5.2. Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC è CD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD â òî÷êàõ K, L è M ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ KL äåëèò ïîïîëàì âûñîòó ïàðàëëåëîãðàììà, îïóùåííóþ èç âåðøèíû C íà AB.

Ðèñ. 6à

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÑÍ – âûñîòà ïàðàëëåëîãðàììà, à ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò åå â òî÷êå N (ñì. ðèñ. 6 à, á).

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîäëèì KL äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé CD â òî÷êå Å (ñì. ðèñ. 6à). Òàê êàê MK – äèàìåòð îêðóæíîñòè, òî (KLÌ = 90(, òîãäà òðåóãîëüíèê ELM – ïðÿìîóãîëüíûé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî CL = CM, ïîëó÷èì, ÷òî LC – åãî ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÅ = ÑÌ = HK. Çíà÷èò, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÑÅN è HKN ðàâíû (ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó), ïîýòîìó ÑN = HN, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

�

Ðèñ. 6á

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü I – öåíòð îêðóæíîñòè, òîãäà ÑI – áèññåêòðèñà óãëà BCD (ñì. ðèñ. 6á). Ïðîäëèâ åå äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ÀÂ â òî÷êå Ò è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà ïàðàëëåëîãðàììà îòñåêàåò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ïîëó÷èì, ÷òî ÂÒ = ÂÑ. Êðîìå òîãî, BK = BL, çíà÷èò, KL || ÑÒ (íàïðèìåð, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BKL è ÂÒÑ).

Òàê êàê ÊÌ – äèàìåòð îêðóæíîñòè, à I – åãî ñåðåäèíà, òî ðàâíû ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè TKI è CMI (ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî KHCM – ïðÿìîóãîëüíèê, ïîëó÷èì: KT = MC = KH. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôàëåñà äëÿ óãëà THC, ïîëó÷èì, ÷òî ïðÿìàÿ KL äåëèò âûñîòó CH ïîïîëàì, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

5.3. Ñåìü ãðèáíèêîâ ñîáðàëè âìåñòå 100 ãðèáîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäóòñÿ äâà ãðèáíèêà, ñîáðàâøèå âìåñòå íå ìåíåå, ÷åì 36 ãðèáîâ, åñëè êîëè÷åñòâà ãðèáîâ, ñîáðàííûõ êàæäûì, ïîïàðíî ðàçëè÷àþòñÿ?

Îòâåò: íå îáÿçàòåëüíî. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, ãðèáíèêè ñîáðàëè 10, 12, 13, 14, 16, 17 è 18 ãðèáîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ëþáàÿ ïàðà âìåñòå ñîáðàëà íå áîëåå, ÷åì 35 ãðèáîâ, à 10 + 12 + 13 + 14 + 16 + 17 + 18 = 100.
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