11 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: � EMBED Equation.3  ���.


Îòâåò: �EMBED Unknown���


Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå: � EMBED Equation.2  ���( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( �EMBED Unknown���.


�


1.2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì êàæäàÿ ñòîðîíà ðàâíà îäíîé èç äèàãîíàëåé, à êàæäàÿ äèàãîíàëü ðàâíà êàêîé-òî ñòîðîíå?


Ðèñ. 1


Îòâåò: ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ öåíòðîì Î (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÑÂÎ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è: ÀÎ = ÂÎ = ÑÎ è ÀÑ = ÂÑ = ÀÂ.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.














Ðèñ. 2á


1.3. Íà áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå ñòîÿò äâà ôåðçÿ, íå áüþùèå äðóã äðóãà. Ñêîëüêî íà äîñêå êëåòîê, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîä áîåì îáåèõ ôèãóð?
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Ðèñ. 2à


Îòâåò: 10 èëè 12. 


Ðåøåíèå. Êàæäûé ôåðçü áüåò ãîðèçîíòàëü, âåðòèêàëü è äâå äèàãîíàëè. Ïðè ýòîì, îòâåò çàâèñèò îò òîãî, ñòîÿò ëè ôåðçè íà êëåòêàõ ðàçíîãî öâåòà èëè îäíîãî öâåòà. 


1) Åñëè ôåðçè ñòîÿò íà êëåòêàõ ðàçíîãî öâåòà (ñì. ðèñ. 2à), òî äâå «áèòûå» êëåòêè ëåæàò  ïåðåñå÷åíèÿõ «áèòûõ» ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè è åùå 8 êëåòîê ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè «áèòûõ» äèàãîíàëåé ñ «áèòûìè» ãîðèçîíòàëÿìè è âåðòèêàëÿìè. Èòîãî: 10 îáùèõ «áèòûõ» êëåòîê. 


2) Åñëè ôåðçè ñòîÿò íà êëåòêàõ îäíîãî öâåòà (ñì. ðèñ. 2á), òî ê äåñÿòè óêàçàííûì êëåòêàì äîáàâëÿþòñÿ äâå îáùèå «áèòûå» êëåòêè ïåðåñå÷åíèÿ «áèòûõ» äèàãîíàëåé. Èòîãî: 12.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Âû÷èñëèòå: �


Îòâåò: 16.


Ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî P. Çàìåòèì, ÷òî 


�EMBED Unknown���; � EMBED Equation.2  ���; (; �EMBED Unknown���. Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, (, �EMBED Unknown���.


Òàêèì îáðàçîì, P = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���(...(� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���= 24 = 16.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3à


2.2. Áèññåêòðèñà óãëà A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà, â òî÷êå D. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò âåðøèí B è C äî ïðÿìîé AD â äâà ðàçà ìåíüøå AD. Íàéäèòå óãîë BAC. 


Îòâåò: 30(.


Ðåøåíèå. Ïóñòü Å è F – îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà AD èç âåðøèí B è C ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3 à, á).


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü òàêæå Î è R – öåíòð è ðàäèóñ äàííîé îêðóæíîñòè, K – ñåðåäèíà õîðäû AD = 2d, L – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AD è ÂÑ (ñì. ðèñ. 3à).


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 3á


Òàê êàê D – ñåðåäèíà äóãè ÂÑ, òî OD(BC. Òîãäà (LÑF = (ODK = (LBE (îñòðûå óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè). Çíà÷èò, ïîäîáíû ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè LCF, ODK è LBE. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = 1 (ïî óñëîâèþ), òî åñòü, ÂÑ = R. Çíà÷èò, ñòîðîíà ÂÑ âèäíà èç öåíòðà Î ïîä óãëîì 60(, à èç âåðøèíû À – ïîä óãëîì 30(.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü (BAD = (CAD = (. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AD. Åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè ÀÑ, CF è îêðóæíîñòüþ (âòîðè÷íî) îáîçíà÷èì ÷åðåç G, T è Í ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3á).


Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è âïèñàííûõ óãëîâ, ïîëó÷èì:: CF + BE = CF + FT = CT, (ACH = (ADH = (ABH = ( = (AGB. Ñëåäîâàòåëüíî, AGHD – ïàðàëëåëîãðàìì, .à òðåóãîëüíèê CHG – ðàâíîáåäðåííûé, òî åñòü ÑÍ = GH = AD.


�


Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå CHT: ÑÍ = 2CT, çíà÷èò, (CHT = 30(, íî ýòî âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà CHG, ïîýòîìó (CHT = 2( = (ÂÀÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, (ÂÀÑ = 30(.


Òðåòèé ñïîñîá. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: AB = c, AC = b, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� (ñì. ðèñ. 3â). Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ACF è ABE: �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Ïî óñëîâèþ, �EMBED Unknown���. 


Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Àðõèìåäà: �EMBED Unknown���, ãäå K – ïðîåêöèÿ òî÷êè D íà ïðÿìóþ AC. 


Ðèñ. 3â


Òîãäà �EMBED Unknown��� (2). Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AKD �EMBED Unknown���. Òàêèì îáðàçîì, �EMBED Unknown���. Îòñþäà �EMBED Unknown���.  Ñëåäîâàòåëüíî,�EMBED Unknown���.


2.3. Ïåòÿ çàïèñàë íà äîñêå ïÿòü òðåõçíà÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Îáÿçàòåëüíî ëè ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà ñ ðàçíîñòüþ, êðàòíîé 12?


Îòâåò: îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Òðåõçíà÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 3 ìîãóò èìåòü îñòàòîê 1, ëèáî îñòàòîê 2, à ïðè äåëåíèè íà 4 – îñòàòêè 1 èëè 3. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå èç ïÿòè çàïèñàííûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè ÷èñëà, èìåþùèå îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, à èç íèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà ÷èñëà, èìåþùèå îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 4. Ðàçíîñòü äâóõ òàêèõ ÷èñåë áóäåò êðàòíà 12.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Èçâåñòíî, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Äîêàæèòå, ÷òî � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî íåðàâåíñòâà, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Çàïèøåì äàííîå íåðàâåíñòâî â âèäå: �.


Òàê êàê ïðè � íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü êâàäðàòè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y, ïðè÷åì x4 > 0. Ïîýòîìó îíî èìååò ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �EMBED Unknown���, îòêóäà � EMBED Equation.2  ���.


3.2. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå ðåáðî îñíîâàíèÿ ðàâíî 6, âûñîòà ðàâíà 4. Íàéäèòå ïëîùàäü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ýòîé ïèðàìèäû íà ïëîñêîñòü áîêîâîé ãðàíè.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: 25,8.


Ðèñ. 4à


Ðåøåíèå. Ïóñòü PABCD – äàííàÿ ïèðàìèäà, ABCD – åå îñíîâàíèå PO – âûñîòà, . E è F – îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè âåðøèí Ñ è D ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòü AÐB (ñì. ðèñ. 4 à, á). Òîãäà ïðîåêöèåé ïèðàìèäû íà ýòó ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ïÿòèóãîëüíèê AEPFB.


Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîåêöèåé îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê AEFB, à ïðîåêöèåé ãðàíè DPC – òðåóãîëüíèê EÐF (ñì. ðèñ. 4à). Íàéäåì óãëû, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïëîñêîñòè ÀÂÑ è CPD ñ ïëîñêîñòüþ ÀÐÂ. Ïóñòü HQ – îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû ÀÂ è CD, òîãäà Î – åãî ñåðåäèíà. Òàê êàê ÎH(ÀÂ, òî ÐÍ(ÀÂ (ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ). Êðîìå òîãî, ïëîñêîñòè CPD è ÀÐÂ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìûì ÀÂ è CD, çíà÷èò, ïëîñêîñòü HPQ ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå óãëû – ýòî (ÐÍÎ = ( è (HPQ = ( ñîîòâåòñòâåííî.


Ïî óñëîâèþ, HQ = 6, ÐÍ = � EMBED Equation.2  ��� = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ños( = � EMBED Equation.2  ��� = 0,6; ños( = ños(180( – 2() = – ños2( = 1 – 2cos2( = 0,28. Ïî òåîðåìå î ïëîùàäè ïðîåêöèè SAEPFB = SAEFB + SEPF = SABCD(ños( + SCPD ños( = 36(0,6 + 0,5(6(5(0,28 = 21,6 + 4,2 = 25,8.


Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê CD || APB, òî EF || CD è EF = CD. Êðîìå òîãî, EA(AB è FB(AB (ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ), çíà÷èò AEFB – ïðÿìîóãîëüíèê.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü H – ñåðåäèíà AB, òîãäà PH – îñü ñèììåòðèè ïÿòèóãîëüíèêà AÅÐFB. 


Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� = 5, çíà÷èò, SAPB = 0,5AB(PH = 15. Ïî òåîðåìå î ïëîùàäè ïðîåêöèè SPEA = SPAD(cos(, ãäå ( – óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè PEA è PAD. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4á


Òàê êàê ïèðàìèäà ïðàâèëüíàÿ, òî ðàâíû ïëîùàäè ãðàíåé APD è APB. Êðîìå òîãî, åñëè DK – âûñîòà òðåóãîëüíèêà APD, òî BK – âûñîòà òðåóãîëüíèêà APB. Èç òðåóãîëüíèêà BKD ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ: BD2 = BK2 + DK2 – 2BK(DK(cos(BKD. 


Ó÷èòûâàÿ, ÷òî BD = 6� EMBED Equation.2  ���, BK = DK = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì: cos(BKD = � EMBED Equation.2  ��� = – 0,36. Ñëåäîâàòåëüíî, cos( = 0,36, òîãäà SPEA = SPFB = 15(0,36 = 5,4. Òàêèì îáðàçîì, SAEPFB = SPEA + SPAB + SPFB = 15 + 5,4 + 5,4 = 25,8.


3.3. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (1; 2); (2; 1).


Ðåøåíèå. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà �EMBED Unknown���. Ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîðíè íå èçâëåêàþòñÿ íàöåëî, òî èõ çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, è òîãäà ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.


Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü �EMBED Unknown���, ãäå n è m – íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà �EMBED Unknown��� è ïðè óñëîâèè, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� < 5, ïîëó÷èì: �EMBED Unknown���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü � EMBED Equation.2  ��� – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèå îäíîãî êîðíÿ ðàöèîíàëüíî, à äðóãîãî – èððàöèîíàëüíî, òàêæå íåâîçìîæåí.


Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� äîëæíû áûòü êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 4. Ïåðåáîðîì íàõîäèì äâå ïàðû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè: (1; 2) è (2; 1). 








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ôóíêöèè f è g, îïðåäåëåííûå íà R è îòëè÷íûå îò ïîñòîÿííûõ, ÷òî g(x) – ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à g(f(x)) – íå÷åòíàÿ?


Îòâåò: ñóùåñòâóþò.


Ðåøåíèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, g(x) = cosx; � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.


� EMBED PBrush  ���


4.2. Îòðåçîê EF ðàçáèâàåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íà äâà ðàâíîâåëèêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà AEFD è BEFC, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì. Íàéäèòå äëèíó EF, åñëè ÂÑ = 1, AD = 7.


Îòâåò: EF = 5.


Ðèñ. 5à


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ABCD – òðàïåöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, (BCF = (AEF = 180( – (ADF (ñì. ðèñ. 5 à, á). Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑ || AD. Ïóñòü ïðÿìûå ÀÂ è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå G. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AGD, FGE è BGC – ïîäîáíûå (óãîë G – îáùèé, (EAD = (EFC = (GBC, ñì. ðèñ. 5à). Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���. 


Ïóñòü SBGÑ = S, òîãäà SAGD = 49S, SABCD = 48S, SEBÑF = SAEFD = 24S, òî åñòü SEGF = 25S. Çíà÷èò, EF = 5BC = 5.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5á


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó óãëà AGD (ñì. ðèñ. 5á). Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íåå îáðàçàìè òî÷åê E è F ÿâëÿþòñÿ òî÷êè E1 è F1 ñîîòâåòñòâåííî, ëåæàùèå íà äðóãîé ñòîðîíå óãëà AGD. Êðîìå òîãî, îòðåçîê EF àíòèïàðàëëåëåí îñíîâàíèÿì ÂÑ è AD òðàïåöèè, çíà÷èò, E1F1 || BC || AD. 


Çàìåòèì òàêæå, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. Äëèíà îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî îñíîâàíèÿì òðàïåöèè è äåëÿùåãî åå íà äâå ðàâíîâåëèêèå òðàïåöèè, ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì äëèí îñíîâàíèé, òî åñòü � EMBED Equation.2  ��� = 5.


4.3. Îëÿ è Êîëÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: Îëÿ íàçûâàåò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà à è b, à Êîëÿ äîëæåí òàê ïîäîáðàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òîáû ÷èñëà ka è kb èìåëè îäèíàêîâóþ ñóììó öèôð. Âñåãäà ëè Êîëÿ ñìîæåò ýòî ñäåëàòü?


Îòâåò: âñåãäà.


Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè n-çíà÷íîå ÷èñëî óìíîæèòü íà ÷èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç m äåâÿòîê, ãäå m ( n, òî ñóììà öèôð ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà 9m.


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ( n è � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���((10m – 1) = � EMBED Equation.2  ��� – � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


Çíà÷èò, ñóììà öèôð ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���+ � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


Îòìåòèì, ÷òî íóëè íà êîíöàõ ÷èñåë íå âíîñÿò âêëàä â ñóììó öèôð ÷èñëà, çíà÷èò, ïðè ïîäñ÷¸òå ñóììû öèôð â ïðîèçâåäåíèè èõ òàêæå ìîæíî èãíîðèðîâàòü. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî íå îêàí÷èâàåòñÿ íóë¸ì.


Ïóñòü òåïåðü â äåñÿòè÷íûõ çàïèñÿõ ÷èñåë à è b, íàçâàííûõ Îëåé, ñîäåðæèòñÿ p è q öèôð. Òîãäà Êîëå äîñòàòî÷íî óìíîæèòü èõ íà ÷èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç k äåâÿòîê, ãäå � EMBED Equation.2  ���. Ñîãëàñíî äîêàçàííîé ëåììå, ñóììà öèôð îáîèõ ïðîèçâåäåíèé áóäåò ðàâíà 9k, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Íàéäèòå âñå òàêèå òðîéêè ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñàìèõ ÷èñåë íà 0,25 áîëüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî èõ êâàäðàòîâ.


Îòâåò: �EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.


5.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå AB îòíîñèòåëüíî AC è ÂÑ, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ëåæèò íà ïðÿìîé ÑD.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 6


Ðåøåíèå. Èç ñèììåòðèé, óêàçàííûõ â óñëîâèè, ñëåäóåò, ÷òî AC è ÂÑ – áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ADB, òî åñòü Ñ – öåíòð åãî âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 6). Ñëåäîâàòåëüíî, DC – áèññåêòðèñà óãëà ADC. Òîãäà òî÷êà Î ïåðåñå÷åíèÿ DC è îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABD, ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû À è Â, à òàêæå öåíòðû âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ïî òåîðåìå Ìàíñèîíà). Òàêèì îáðàçîì, Î – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


Ðàâåíñòâî ÎÀ = ÎÂ = ÎÑ ìîæíî ïîëó÷èòü è íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìàíñèîíà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî ÎÀ = ÎÂ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã.  Ïóñòü (BAC = (, (ADO = (BDO = (BAO = (, òîãäà (ÎAÑ = ( – (, (ÎÑÀ = 180( – ((ADC + (DAC) = 180( – (( + 180( – () = ( – ( = (ÎAÑ. Çíà÷èò, ÎÀ = ÎÑ.


5.3. Â òóðíèðå ó÷àñòâóþò 100 áîðöîâ, âñå ðàçíîé ñèëû. Áîëåå ñèëüíûé âñåãäà ïîáåæäàåò áîëåå ñëàáîãî. Áîðöû ðàçáèëèñü íà ïàðû è ïðîâåëè ïîåäèíêè. Çàòåì ðàçáèëèñü íà ïàðû ïî-äðóãîìó è ñíîâà ïðîâåëè ïîåäèíêè. Ïðèçû ïîëó÷èëè òå, êòî âûèãðàë îáà ïîåäèíêà. Êàêîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðèç¸ðîâ?


Îòâåò: îäèí ïðèçåð.


Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì áîðöîâ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ ñèëû: 1, 2, …, 100. Äâàæäû ðàçîáüåì áîðöîâ íà ïàðû: 1) 1 – 2, 3 – 4, …, 99 – 100; 2) 2 – 3, 4 – 5, …, 98 – 99, 100 – 1. Ðàññìîòðèì áîðöîâ ñ íîìåðàìè îò 2 äî 99. Êàæäûé èç íèõ ïîáîðåòñÿ ñ îáîèìè áîðöàìè, èìåþùèìè ñîñåäíèå íîìåðà, çíà÷èò, îäèí ïîåäèíîê âûèãðàåò, à äðóãîé ïðîèãðàåò. Áîðåö ñ íîìåðîì 100 îáà ïîåäèíêà ïðîèãðàåò, à áîåö ñ íîìåðîì 1 îáà ïîåäèíêà âûèãðàåò. Áåç ïðèçåðîâ òóðíèð ïðîâåñòè íå óäàñòñÿ, òàê êàê áîåö ñ íîìåðîì 1 âû
