7 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Êîãäà áî÷êà ïóñòà íà 30%, îíà ñîäåðæèò íà 30 ëèòðîâ áîëüøå ìåäà, ÷åì êîãäà îíà çàïîëíåíà íà 30%. Ñêîëüêî ëèòðîâ ìåäà â ïîëíîé áî÷êå?


Îòâåò: 75 ëèòðîâ. 


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè áî÷êà ïóñòà íà 30%, çíà÷èò îíà çàïîëíåíà íà 70%, òî åñòü 30 ëèòðîâ ñîñòàâëÿþò 40% åå îáúåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, 10% îáúåìà áî÷êè – ýòî 7,5 ë, à âåñü îáúåì – ýòî 75 ë.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü îáú¸ì áî÷êè – õ ëèòðîâ. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è: 0,7õ = 0,3õ + 30. Òîãäà 0,4õ = 30, òî åñòü õ = 75.


1.2. Êàêîé óãîë îáðàçóþò ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè â 4 ÷àñà 12 ìèíóò?


�


Îòâåò: 54(.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Â 12.00 êàæäàÿ èç ñòðåëîê íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Íàéäåì óãëû, êîòîðûå êàæäàÿ èç ñòðåëîê ñîñòàâëÿåò ñ ýòèì ïîëîæåíèåì â 4 ÷àñà 12 ìèíóò. 


×àñîâàÿ ñòðåëêà êàæäûé ÷àñ ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 30(, à çà 12 ìèíóò ïîâåðíåòñÿ åùå íà 30( : 5 = 6(. Òàêèì îáðàçîì, îíà ñîñòàâèò ñ âåðòèêàëüþ óãîë, ðàâíûé 126( (ñì. ðèñ. 1).


Ðèñ. 1


Ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà 12 ìèíóò ïîâåðíåòñÿ íà ïÿòóþ ÷àñòü îò ñâîåãî ïîëíîãî îáîðîòà, òî åñòü íà 360( : 5 = 72(. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë ðàâåí 126( – 72( = 54(.


Âòîðîé ñïîñîá. Â 4.00 ìèíóòíàÿ ñòðåëêà íàïðàâëåíà ââåðõ, à ÷àñîâàÿ ïðîøëà îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ 20 ìèíóòíûõ äåëåíèé. Åùå çà 12 ìèíóò ìèíóòíàÿ ñòðåëêà ïîâåðíåòñÿ íà 12 äåëåíèé, à ÷àñîâàÿ – íà îäíî ìèíóòíîå äåëåíèå, òàê êàê 12 ìèíóò ñîñòàâëÿþò ïÿòóþ ÷àñòü ÷àñà. Çíà÷èò, ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêîé 21 – 12 = 9 ìèíóòíûõ äåëåíèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíî ìèíóòíîå äåëåíèå ñîñòàâëÿåò 360( : 60 = 6(, ïîëó÷èì, ÷òî óãîë ìåæäó ñòðåëêàìè ðàâåí 54(. 


1.3. Â ïà÷êå 20 êàðòî÷åê: ñèíèå, êðàñíûå è æåëòûå. Ñèíèõ â øåñòü ðàç ìåíüøå, ÷åì æåëòûõ, è êðàñíûõ ìåíüøå, ÷åì æåëòûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê íàäî âûòàùèòü íå ãëÿäÿ, ÷òîáû ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàçàëàñü êðàñíàÿ?


Îòâåò: 15 êàðòî÷åê.


Ðåøåíèå. Åñëè ñèíÿÿ êàðòî÷êà îäíà, òî æåëòûõ – øåñòü, à êðàñíûõ: 20 – 1 – 6 = 13. Íî òîãäà êðàñíûõ êàðòî÷åê áîëüøå, ÷åì æåëòûõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.


Åñëè ñèíèõ êàðòî÷åê äâå, òî æåëòûõ – 12, à êðàñíûõ: 20 – 2 – 12 = 6. Ýòîò ñëó÷àé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Òîãäà, åñëè âûòàùèòü èç ïà÷êè íå áîëåå 14 êàðòî÷åê, òî ñðåäè íèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ òîëüêî ñèíèå è æåëòûå. À åñëè âûòàùèòü 15 êàðòî÷åê, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî áóäåò õîòÿ áû îäíà êðàñíàÿ.


Åñëè æå ñèíèõ êàðòî÷åê íå ìåíåå òðåõ, òî æåëòûõ – íå ìåíüøå, ÷åì 18, ÷òî â ñóììå ñîñòàâëÿåò íå ìåíüøå, ÷åì 21, à êàðòî÷åê âñåãî 20. Çíà÷èò, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Íà áèðæå Öâåòî÷íîãî ãîðîäà 1 ëèìîí è 1 áàíàí ìîæíî îáìåíÿòü íà 2 àïåëüñèíà è 23 âèøíè, à 3 ëèìîíà – íà 2 áàíàíà, 2 àïåëüñèíà è 14 âèøåí. ×òî äîðîæå: ëèìîí èëè áàíàí?


Îòâåò: ëèìîí äîðîæå. 


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñòîèìîñòè îäíîãî ôðóêòà: ëèìîíà – L, áàíàíà – B, àïåëüñèíà – À, âèøíè – V. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷èì äâà ðàâåíñòâà, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî: �EMBED Unknown���. Óìíîæèì îáå ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà íà 2: � EMBED Equation.2  ��� Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà � EMBED Equation.2  ���.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � QUOTE � ��� EMBED Equation.2  ���; òîãäà � QUOTE � �� EMBED Equation.2  ����. Òîãäà, òàê êàê 3 ëèìîíà ìîæíî îáìåíÿòü íà 2 áàíàíà, 2 àïåëüñèíà è 14 âèøåí, òî � EMBED Equation.2  ���. Èñïîëüçóÿ òåïåðü, ÷òî 1 ëèìîí è 1 áàíàí îáìåíèâàþòñÿ íà 2 àïåëüñèíà è 23 âèøíè, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���� QUOTE � ��, òî åñòü � EMBED Equation.2  ���. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, çíà÷èò, ëèìîí äîðîæå áàíàíà.


2.2. Òî÷êè À, Â è Ñ ëåæàò íà ïðÿìîé m, à òî÷êè D è Å íà íåé íå ëåæàò. Èçâåñòíî, ÷òî AD = AE è BD = BE. Äîêàæèòå, ÷òî CD = CE.


�


Ðåøåíèå. Òàê êàê AD = AE, òî òî÷êà A ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó DE (ñì. ðèñ. 2). Àíàëîãè÷íî òî÷êà B ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê DE. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâóìÿ òî÷êàìè ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîëó÷èì: ïðÿìàÿ AB – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó DE. Òàê êàê òî÷êà C ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê DE, òî C ðàâíîóäàëåíà îò D è E, òî åñòü CD = CE, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Ðèñ. 2


� EMBED PBrush  ���


Ìîæíî òàêæå ðàññóæäàòü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ, íî ýòî áîëåå ãðîìîçäêî è ïîòðåáóåò îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òî÷êè D è Å ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÂ, à òàêæå ðàññìîòðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà ïðÿìîé òî÷åê À.Â è Ñ.


2.3. Â øåñòèóãîëüíèêàõ çàïèñàíû öèôðû è çíàêè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òðåáóåòñÿ, íà÷àâ ñ îäíîãî èç øåñòèóãîëüíèêîâ è ïåðåõîäÿ â ñîñåäíèé, îáîéòè âñå ïî îäíîìó ðàçó. Ïðè ýòîì íàäî çàïèñûâàòü â ñòðîêó òî, ÷òî â íèõ íàïèñàíî, è â èòîãå ïîëó÷èòü âåðíîå ðàâåíñòâî. Êàêîå?


Îòâåò: 5 = 4 : 2 + 3.


Ïðèâåäåííûé îòâåò – åäèíñòâåííûé, íî äîêàçûâàòü ýòî íå òðåáóåòñÿ.








Òðåòèé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


3.1. Âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë èç ïóíêòà À â ïóíêò Â, ãäå ïðîáûë 30 ìèíóò, è âåðíóëñÿ â À. Ïî ïóòè â Â îí îáîãíàë ïåøåõîäà, à ÷åðåç 2 ÷àñà âñòðåòèëñÿ ñ íèì íà îáðàòíîì ïóòè. Ïåøåõîä ïðèáûë â Â îäíîâðåìåííî ñ òåì, êîãäà âåëîñèïåäèñò âåðíóëñÿ â À. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáîâàëîñü ïåøåõîäó íà ïóòü èç À â Â, åñëè åãî ñêîðîñòü â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ñêîðîñòè âåëîñèïåäèñòà?


Îòâåò: 10 ÷àñîâ.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïåøåõîä ïðîõîäèò çà 2 ÷àñà, ïðèìåì çà åäèíèöó. Òîãäà âåëîñèïåäèñò ïðîåçæàåò ýòî æå ðàññòîÿíèå çà 30 ìèíóò. Ñ ìîìåíòà ïåðâîé âñòðå÷è ïåøåõîä ïðîøåë îäíó åäèíèöó, à âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë òðè åäèíèöû (ïîë÷àñà îí îòäûõàë â ïóíêòå B). Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè èõ âòîðîé âñòðå÷è äî ïóíêòà B ðàâíî îäíîé åäèíèöå. Òîãäà ïîñëå âòîðîé âñòðå÷è ïåøåõîä ïðîéäåò åùå îäíó åäèíèöó, à âåëîñèïåäèñò çà ýòî âðåìÿ ïðîåäåò 4 åäèíèöû. Ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó A è B ðàâíî 5 åäèíèöàì, ñëåäîâàòåëüíî, ïåøåõîäó íà ïóòü èç À â Â ïîòðåáîâàëîñü 10 ÷àñîâ.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü v êì/÷ – ñêîðîñòü ïåøåõîäà, òîãäà ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà – 4v êì/÷. Ïóñòü òàêæå ïåðâàÿ âñòðå÷à âåëîñèïåäèñòà è ïåøåõîäà ïðîèçîøëà íà ðàññòîÿíèè x êì îò ïóíêòà B. Òîãäà çà 2 ÷àñà, êîòîðûå ïðîøëè äî âòîðîé âñòðå÷è, ïåøåõîä ïðîøåë 2v êì è îêàçàëñÿ íà ðàññòîÿíèè x – 2v êì îò ïóíêòà B, à âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë ðàññòîÿíèå 1,5(4v = 6v (êì) è îêàçàëñÿ íà ðàññòîÿíèè 6v – x êì îò ïóíêòà B. Ñëåäîâàòåëüíî, x – 2v = 6v – x, îòêóäà x = 4v. Çíà÷èò, òî÷êà ïåðâîé âñòðå÷è íàõîäèòñÿ îò ïóíêòà Â íà ðàññòîÿíèè, êîòîðîå âåëîñèïåäèñò ïðîåçæàåò çà ÷àñ, à òî÷êà âòîðîé âñòðå÷è – íà ðàññòîÿíèè, êîòîðîå âåëîñèïåäèñò ïðîåçæàåò çà ïîë÷àñà. Òàê êàê ÷åðåç 2 ÷àñà ïîñëå âòîðîé âñòðå÷è ïåøåõîä îêàæåòñÿ â ïóíêòå B, à âåëîñèïåäèñò â ïóíêòå À, òî âåëîñèïåäèñòó íà ïóòü èç B â A ïîíàäîáèëîñü 2,5 ÷àñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåøåõîäó íà ïóòü èç À â Â ïîíàäîáèòñÿ â 4 ðàçà áîëüøå, òî åñòü 10 ÷àñîâ.


�


Ðèñ. 3


Òðåòèé ñïîñîá. Ïóñòü ïåðâàÿ âñòðå÷à ïðîèçîøëà â òî÷êå M1, à âòîðàÿ – â òî÷êå M2, ïðè÷åì M1B = a êì, M2B = b êì (ñì. ðèñ. 3). Òîãäà ïóòü M1BM2, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò a + b (êì), âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë çà 1,5 ÷àñà, ïîýòîìó åãî ñêîðîñòü ðàâíà �EMBED Unknown��� êì/÷. Òàê êàê ñêîðîñòü ïåøåõîäà â 4 ðàçà ìåíüøå, òî îíà ðàâíà �EMBED Unknown��� êì/÷. 


� EMBED PBrush  ���


Ïî óñëîâèþ ïóòü M1M2, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò a – b êì, ïåøåõîä ïðîøåë çà 2 ÷àñà. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà à = 2b. Çíà÷èò, ñêîðîñòü ïåøåõîäà ðàâíà 0,5b êì/÷. Òàê êàê âåëîñèïåäèñò ïðîåçæàåò ïóòü M2A çà òàêîå æå âðåìÿ, çà êàêîå ïåøåõîä ïðîõîäèò ïóòü M2B = b êì, òî M2A = 4b êì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÂ = 5b êì. Ïîýòîìó ïåøåõîäó íà ïóòü èç À â Â ïîòðåáóåòñÿ �EMBED Unknown���÷àñîâ.


3.2. Äâà êâàäðàòà íà ðèñóíêå èìåþò îáùóþ ñòîðîíó ÀÂ. Íà äèàãîíàëè îäíîãî èç íèõ îòìåòèëè òî÷êó K, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî âåðøèíû Ñ äðóãîãî êâàäðàòà ðàâíî åãî äèàãîíàëè. Íàéäèòå óãîë ÀÑK.


Îòâåò: 15(.


�


Ðèñ. 4à


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîñòðîèì åùå äâà êâàäðàòà ñ îáùåé ñòîðîíîé AD òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4à, è ïðîâåäåì îòðåçêè CD è DK. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AK, ïîýòîìó CK = DK. 


Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå ìåæäó C è K ðàâíî äèàãîíàëè êâàäðàòà, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê CDK – ðàâíîñòîðîííèé, òî åñòü êàæäûé åãî óãîë ðàâåí 60(. 


Òàê êàê ADC – ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, òî (ACD = 45(. Ñëåäîâàòåëüíî, (ÀÑK = 60( – 45( = 15(.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4á


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü BÑ íèæíåãî êâàäðàòà, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà äèàãîíàëè ÀÅ âåðõíåãî (ñì. ðèñ. 4á). Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ÀÅ è BÑ ðàâíî ïîëîâèíå äèàãîíàëè êâàäðàòà, òî åñòü ðàâíî 0,5CK. Òîãäà äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà KN ê ïðÿìîé ÂÑ òàêæå ðàâíà 0,5CK. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå KCN êàòåò KN ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû CK, çíà÷èò, (KCN = 30(. Ñëåäîâàòåëüíî, (ACK = (ÀCN – (KCN = 15(.





3.3. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç òðåõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ èç ñóììû äâóõ äðóãèõ ÷èñåë ïåðåñòàíîâêîé öèôð. ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ òðåõ ÷èñåë?


Îòâåò: 99.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü x, y è z – äàííûå ÷èñëà. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî èõ ñóììà êðàòíà 11. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x = �EMBED Unknown���, òî y + z = �EMBED Unknown��� è òîãäà x + y + z = (10a + b) + (10b + a) = 11(a + b).


Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà 9 äàåò òàêîé æå îñòàòîê, ÷òî è ñóììà åãî öèôð. Ïîýòîìó ÷èñëà x + y è z äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 9, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî x + y – z êðàòíî 9. Àíàëîãè÷íî ÷èñëà y + z – x è z + x – y êðàòíû 9. Çíà÷èò, ñóììà ýòèõ òðåõ ÷èñåë, ðàâíàÿ x + y + z, äåëèòñÿ íà 9.


Òàêèì îáðàçîì, ñóììà x + y + z êðàòíà 99. Íî òàê êàê ñóììà êàæäûõ äâóõ ÷èñåë ìåíüøå, ÷åì 100, òî ñóììà âñåõ òðåõ ìåíüøå, ÷åì 150. Ñëåäîâàòåëüíî èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 99.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� – äàííûå ÷èñëà. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òðè ðàâåíñòâà: 10a + b + 10c + d = 10f + e; 10ñ + d + 10e + f = 10b + a è  10e + f + 10a + b = 10d + c. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì: 20a + 20c + 20e + 2b + 2d + 2f = 10b + 10d + 10f + a + c + e. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ýòî ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä: 19(a + c + e) = 8(b + d + f). Òàê êàê ÷èñëà 8 è 19 âçàèìíî ïðîñòûå, òî b + d + f äåëèòñÿ íà 19. Êðîìå òîãî, ýòà ñóììà íå áîëüøå, ÷åì 3(9 = 27, ñëåäîâàòåëüíî, b + d + f = 19, òîãäà a + c + e = 8. Çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� = 10(a + c + e) + (b + d + f) = 10(8 + 19 = 99.


Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà, óêàçàííûå â óñëîâèè, äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò. Ýòî ìîæåò áûòü ëþáàÿ òðîéêà äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 9, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 99. Íàïðèìåð, 18, 27 è 54. 








×åòâåðòûé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


4.1. Äàíû 15 öåëûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ. Ïåòÿ çàïèñàë íà äîñêó âñå âîçìîæíûå ñóììû ïî ñåìü èç ýòèõ ÷èñåë, à Âàñÿ – âñå âîçìîæíûå ñóììû ïî âîñåìü èç ýòèõ ÷èñåë. Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îíè âûïèñàëè íà äîñêó îäíè è òå æå íàáîðû ÷èñåë? (Åñëè êàêîå-òî ÷èñëî ïîâòîðÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàç â íàáîðå ó Ïåòè, òî è ó Âàñè îíî äîëæíî ïîâòîðÿòüñÿ ñòîëüêî æå ðàç.)


Îòâåò: ìîãëî.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ëþáîé íàáîð èç ïÿòíàäöàòè öåëûõ ÷èñåë, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà îò –7 äî 7.


Ïîêàæåì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë óêàçàííîãî íàáîðà ðàâíà íóëþ. Ïóñòü ñóììà ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà èç ñåìè ÷èñåë, çàïèñàííûõ Ïåòåé, ðàâíà À, òîãäà ñóììà îñòàâøèõñÿ âîñüìè ÷èñåë èñõîäíîãî íàáîðà ðàâíà –À. Ðàññìîòðèì íàáîð èç âîñüìè ÷èñåë, èì ïðîòèâîïîëîæíûõ. Åãî ñóììà ðàâíà À è îí ïðèñóòñòâóåò ñðåäè ñóìì, âûïèñàííûõ Âàñåé. Ïðè ýòîì ðàçëè÷íûì íàáîðàì Ïåòè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå íàáîðû Âàñè ñ òîé æå ñóììîé. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàâíûìè ñóììàìè, çàïèñàííûìè Ïåòåé è Âàñåé, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 


Ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå íàáîðû èç ïÿòíàäöàòè ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âñå Ïåòèíû ñóììû áóäóò ðàçëè÷íûìè, íàïðèìåð: –36; –35; ...; –1; 0; 1; ...; 35; 36. Òîãäà è âñå Âàñèíû ñóììû áóäóò ðàçëè÷íûìè.


� EMBED PBrush  ���


4.2. Íà êàòåòå ÀÑ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îòìå÷åíà òî÷êà M òàê, ÷òî AM = ÂC, à íà êàòåòå ÂÑ – òî÷êà N òàê, ÷òî BN = MC. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AN è BM.


Îòâåò: 45(.


Ðèñ. 5à


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìûå AN è BM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, òîãäà óãîë AOM – èñêîìûé.


Ïåðâûé ñïîñîá. Âíå òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîñòðîèì êâàäðàò CEDM (ñì. ðèñ. 5à). Òîãäà EN = CE + CN = CN + ÑÌ = CN + NB = CB. Çíà÷èò, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè EDN, ÑÌÂ è MDA ðàâíû ïî äâóì êàòåòàì (DE = MÑ = DM è EN = CB = MA). Ñëåäîâàòåëüíî, ND = AD è (EDN = (MDA. Òîãäà (ADN = (MDE = 90(.


Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê AND – ðàâíîáåäðåííûé è ïðÿìîóãîëüíûé, çíà÷èò, (AND = 45(. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî (DNE = (MÂC, ïîýòîìó BM || ND. Òîãäà (AOM = (AND = 45(..


Äëÿ øêîëüíèêîâ, óæå çíàêîìûõ ñî ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëîãðàììà, ìîæíî ïðåäëîæèòü äðóãîå ðàññóæäåíèå.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5á


Âòîðîé ñïîñîá. Âîññòàâèì â òî÷êå Â ïåðïåíäèêóëÿð ê ÂÑ, à ÷åðåç òî÷êó À ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ÂÌ. Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, òîãäà ÀÌÂK – ïàðàëëåëîãðàìì (ñì. ðèñ. 5á). Òîãäà KB = AM = ÂC, ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ÂÌÑ è KNB ðàâíû (ïî äâóì êàòåòàì). Ñëåäîâàòåëüíî, AK = BM = KN. Êðîìå òîãî, (ÑÂÌ = (ÂKN = (, çíà÷èò, (KÂL = 90( – (, à (KLÂ = 90( (L – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÂÌ è KN). 


Òàê êàê AK || BM, òî (ÀKN = (KLÂ = 90(. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê AKN – ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò, (KÀN = 45(. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òó æå ïàðàëëåëüíîñòü, ïîëó÷èì, ÷òî (AOM = (KÀN = 45(.


4.3. Ìîæåò ëè ÿâëÿòüñÿ êâàäðàòîì ÷èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ (áîëåå îäíîé) îäèíàêîâûõ öèôð?


Îòâåò: íå ìîæåò.


Ðåøåíèå. Âîçâåäÿ â êâàäðàò öèôðû îò 0 äî 9, ïîëó÷èì ÷òî êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîãóò îêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî íà îäíó èç ñëåäóþùèõ öèôð: 0; 1; 4; 5; 6; 9. 


Êðîìå òîãî, òî÷íûå êâàäðàòû ïðè äåëåíèè íà 4 ìîãóò äàâàòü òîëüêî îñòàòîê 0 èëè îñòàòîê 1. Äåéñòâèòåëüíî, êâàäðàò ÷åòíîãî ÷èñëà äåëèòñÿ íà 4, à êâàäðàò íå÷åòíîãî ÷èñëà 2n + 1 ðàâåí (2n + 1)2 = 4n(n + 1) + 1. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 4, ïîëó÷èì, ÷òî êâàäðàòû íå ìîãóò îêàí÷èâàòüñÿ íà 11, 55, 66 è 99.


×èñëî íå ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ îäíèìè íóëÿìè, ïîýòîìó îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îíî ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê. Ðàçäåëèâ åãî íà 4 (êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì), ïîëó÷èì ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå åäèíèöàìè, êîòîðîå, êàê ïîêàçàíî âûøå, êâàäðàòîì íå ÿâëÿåòñÿ. Çíà÷èò, è ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå ÷åòâåðêàìè, íå ìîæåò áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì.


Òàêæå ìîæíî ðàññóæäàòü èíà÷å. Óêàçàííîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå: a(� EMBED Equation.2  ���. Çíà÷åíèÿ à, ðàâíûå 2, 3, 7 è 8, èñêëþ÷àþòñÿ, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî íà ýòè öèôðû òî÷íûå êâàäðàòû îêàí÷èâàòüñÿ íå ìîãóò. Òàêæå a íå ìîæåò áûòü ðàâíî 5 èëè 6, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî äåëèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà 5 èëè íà 2, íî íå äåëèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà 25 èëè íà 4. Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ, êîãäà à ðàâíî 1, 4 èëè 9, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî � EMBED Equation.2  ���  íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äåéñòâèòåë
