11 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: 0.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���, òàê êàê �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè �EMBED Unknown���. 


Âòîðîé ñïîñîá. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà R, � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ��� òîëüêî ïðè � EMBED Equation.2  ���. 


Òàê êàê � EMBED Equation.2  ��� ïðè � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ��� ïðè � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� – åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ è ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå: � EMBED Equation.2  ���.


Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäíîé è ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé, óêàçàííîé âûøå.


� EMBED PBrush  ���


1.2. Êàæäàÿ ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìåíüøå, ÷åì 7. Îáÿçàòåëüíî ëè åãî ïëîùàäü ìåíüøå, ÷åì 50?


Ðèñ. 1


Îòâåò: îáÿçàòåëüíî.


Ðåøåíèå. Â ëþáîì ÷åòûð¸õóãîëüíèêå åñòü äèàãîíàëü, êîòîðàÿ äåëèò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü ýòî äèàãîíàëü ÀÑ â ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ABCD (ñì. ðèñ. 1). 


Òîãäà SABCD = � EMBED Equation.2  ���(ÀÂ(ÂÑ(sin(B + CD(DA( sin(D) < � EMBED Equation.2  ���(sin(B + sin(D) ( 49 < 50. 


Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âûïóêëûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê, óêàçàâ ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî åñëè äëèíû èõ ñòîðîí ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû, òî ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà áîëüøå ïëîùàäè íåâûïóêëîãî (ïåðâûé ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîãî ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè, ëåæàùåé âíå ÷åòûð¸õóãîëüíèêà).


1.3. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 2202 + 1 äåëèòñÿ íà 2101 + 251 + 1?


Îòâåò: âåðíî.


Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2202 + 1 = (2101)2 + 2(2101 + 1 – 2(2101 = (2101 + 1)2 – (251)2 = (2101 –  251 + 1)(2101 + 251 + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, 2202 + 1 äåëèòñÿ íà 2101 + 251 + 1.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Ïóñòü d(x) – ðàññòîÿíèå îò x äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå d(x) = 0,001x?


Îòâåò: 1000.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ d(x) íà îòðåçêå [0; 1]. Åñëè 0 ( x ( 0,5, òî d(x) = x, à åñëè 0,5 < x ( 1, òî d(x) = 1 – x. Èç óñëîâèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ d(x) – ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 1.Òàê êàê å¸ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé – ýòî [0; 0,5], òî óðàâíåíèå d(x) = 0,001x îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé íå èìååò. 


Ïîñòðîèì ãðàôèêè îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà [0; +() (ñì. ðèñ. 2). Ïðÿìàÿ �EMBED Unknown��� ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (500; 0,5) è ïðàâåå ýòîé òî÷êè íå èìååò ïåðåñå÷åíèé ñ ãðàôèêîì �EMBED Unknown���. Íà êàæäîì èç ïåðâûõ 500 îòðåçêîâ äëèíû 1 ãðàôèêè ïåðåñåêàþòñÿ äâà ðàçà, çíà÷èò, âñåãî – 1000 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå �EMBED Unknown��� èìååò 1000 êîðíåé. 


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 2


Ôóíêöèþ d(x) ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé: d(x) = � EMBED Equation.2  ���, ãäå {x} –äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, n – ëþáîå öåëîå ÷èñëî. 


� EMBED PBrush  ���


2.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ÷åðåç ñåðåäèíó áèññåêòðèñû BD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ áèññåêòðèñå è ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ ÀÑ â òî÷êå Å. Äîêàæèòå, ÷òî DE2 = AE(EC.


Ðèñ. 3


Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, è äîêàæåì, ÷òî ÅÂ – êàñàòåëüíàÿ ê íåé (ñì. ðèñ. 3). Ïóñòü (ÂÀÑ = (, (DÂÀ = (DÂÑ = (, òîãäà (BDE = ( + (. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê BED – ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó (DBE = (BDE = ( + (. Çíà÷èò, (ÑBE = ( = (ÂÀÑ, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ÅÂ – êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè. 


Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé ïîëó÷èì: DE2 = EÂ2 = AE(EC, ÷òî è òðåáîâàëîñü.











2.3. Â êðóãîâîì øàõìàòíîì òóðíèðå êàæäûé ó÷àñòíèê âûèãðàë áåëûìè ñòîëüêî æå ïàðòèé, ñêîëüêî âñå îñòàëüíûå â ñóììå âûèãðàëè ÷åðíûìè. Âåðíî ëè, ÷òî ó âñåõ ó÷àñòíèêîâ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïîáåä?


Îòâåò: âåðíî.


Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîãî ó÷àñòíèêà òóðíèðà. Êîëè÷åñòâî âñåõ åãî ïîáåä ñêëàäûâàåòñÿ èç êîëè÷åñòâà ïîáåä áåëûìè è ÷¸ðíûìè. Ïî óñëîâèþ, áåëûìè îí âûèãðàë ñòîëüêî æå ïàðòèé, ñêîëüêî âñå îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè â ñóììå âûèãðàëè ÷¸ðíûìè. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî âñåõ ïîáåä âûáðàííîãî ó÷àñòíèêà ðàâíî ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó ïîáåä ÷¸ðíûìè âñåõ ó÷àñòíèêîâ (âêëþ÷àÿ åãî ñàìîãî). Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ ëþáîãî ó÷àñòíèêà, ïîýòîìó ó âñåx øàõìàòèñòîâ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïîáåä.


Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü àëãåáðàè÷åñêè. Ïóñòü â òóðíèðå áûëî n ó÷àñòíèêîâ, à xk è yk – êîëè÷åñòâî ïîáåä k-ãî ó÷àñòíèêà áåëûìè è ÷¸ðíûìè ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà xk = y1 + ... + yk - 1 + yk + 1 + ... + yn. Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà yk, ïîëó÷èì: xk + yk = � EMBED Equation.2  ���, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, ..., n. Ñëåäîâàòåëüíî, ó âñåõ øàõìàòèñòîâ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïîáåä. 





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå � EMBED Equation.2  ��� èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.


Îòâåò: �EMBED Unknown���


Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå: �EMBED Unknown���.


1) Çàìåòèì, ÷òî åñëè �EMBED Unknown��� – êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî �EMBED Unknown��� – òàêæå åãî êîðåíü. Çíà÷èò, åñëè êîðåíü – åäèíñòâåííûé, òî �EMBED Unknown���, òî åñòü �EMBED Unknown���. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè �EMBED Unknown���. 


2) Ïîëó÷åííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â åãî äîñòàòî÷íîñòè, íàäî äîêàçàòü, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� – åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ �EMBED Unknown���.  


Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� (  �EMBED Unknown���. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü �EMBED Unknown���, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: � EMBED Equation.2  ��� ( �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���. 


Äàëåå: �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���, ÷òî è òðåáîâàëîñü.


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî �EMBED Unknown��� äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äîñòèãàåòñÿ â êàæäîì èç äâóõ íåðàâåíñòâ, òî åñòü ïðè �EMBED Unknown���. Çíà÷èò, ýòîò êîðåíü – åäèíñòâåííûé.


� EMBED PBrush  ���


3.2. Êóá, äëèíà ðåáðà êîòîðîãî 2� EMBED Equation.2  ���, ïåðåñå÷¸í ïëîñêîñòüþ. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, åñëè êàêèå-òî äâå ñòîðîíû ýòîãî ñå÷åíèÿ ðàâíû 4 è 2.


Ðèñ. 4.1à


Îòâåò: 9


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 4.1á


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûé êóá: ÀÂÑDA1B1C1D1. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà äèàãîíàëè åãî ãðàíè ðàâíà 4, à âñå îñòàëüíûå îòðåçêè ñ êîíöàìè íà ð¸áðàõ îäíîé ãðàíè èìåþò ìåíüøóþ äëèíó, ïîýòîìó îäíà èç ñòîðîí ñå÷åíèÿ – ýòî äèàãîíàëü ãðàíè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ÀÂ1 (ñì. ðèñ. 4.1à). Ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ÀÂ1, äîëæíà ïåðåñå÷ü õîòÿ áû îäíó èç ãðàíåé À1Â1Ñ1D1 èëè ÂÂ1Ñ1Ñ è õîòÿ áû îäíó èç ãðàíåé ÀÀ1D1D èëè ÀÂÑD. Íî ñòîðîíà ñå÷åíèÿ, ëåæàùàÿ â ëþáîé èç ýòèõ ãðàíåé, íå ìåíüøå, ÷åì äëèíà ðåáðà, ïîýòîìó îíà íå ìîæåò áûòü ðàâíà 2. Çíà÷èò, ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåò ãðàíü ÑÑ1D1D, ïðè÷¸ì ïî îòðåçêó, ïàðàëëåëüíîìó ÀÂ1. Òàê êàê DC1 || ÀÂ1, òî ýòîò îòðåçîê ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû äâóõ ñîñåäíèõ ð¸áåð ýòîé ãðàíè è ïàðàëëåëåí DC1.


Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî îòðåçîê KM, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû Ñ1D1 è DD1, òîãäà èñêîìîå ñå÷åíèå – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ÀÌKB1 (ñì. ðèñ. 4.1à). Íàéä¸ì å¸ ïëîùàäü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî AM2 = B1K2 = � EMBED Equation.2  ��� = 10. Ïðîâåä¸ì, íàïðèìåð, âûñîòó KH è îòðåçîê KL, ïàðàëëåëüíûé è ðàâíûé ÌÀ (ñì. ðèñ. 4.1á). Òîãäà Â1Í = 0,5Â1L = 1, ïîýòîìó KH = � EMBED Equation.2  ��� = 3. SÀÌKB1 = � EMBED Equation.2  ��� = 9.


Åñëè ñòîðîíà ñå÷åíèÿ, ðàâíàÿ 2, ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû ðåáåð ÑÑ1 è CD, òî èñêîìîå ñå÷åíèå ñèììåòðè÷íî ðàññìîòðåííîìó îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ êóáà ÀÂ1Ñ1D, ïîýòîìó åãî ïëîùàäü òàêàÿ æå.


3.3. Äàíû 11 ãèðü ïîïàðíî ðàçëè÷íîãî âåñà è êàæäàÿ âåñèò öåëîå ÷èñëî ãðàììîâ. Èçâåñòíî, ÷òî êàê áû íè ðàçëîæèòü ãèðè (âñå èëè ÷àñòü) íà äâå ÷àøè, ÷òîáû ãèðü íà íèõ áûëî íå ïîðîâíó, âñåãäà ïåðåâåñèò ÷àøà, íà êîòîðîé ãèðü áîëüøå. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ãèðü âåñèò áîëüøå, ÷åì 35 ãðàììîâ.


Ðåøåíèå. Ïóñòü m1 < m2 < … < m11 – âåñà ãèðü. Òàê êàê âñå ýòè âåñà öåëûå, òî äëÿ ëþáûõ i, j (1 ( i < j ( 11) âåðíî íåðàâåíñòâî mj ( mi + (j – i).


Ïîëîæèì íà ëåâóþ ÷àøó âåñîâ øåñòü ñàìûõ ë¸ãêèõ ãèðü, à íà ïðàâóþ – ïÿòü ñàìûõ òÿæ¸ëûõ. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àøà ïåðåâåñèò, òî åñòü m1 + m2 + … + m6 > m7 + m8 + … + m11. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó, m7 ( m2 + 5, m8 ( m3 + 5, …, m11 ( m6 + 5, ïîýòîìó m7 + m8 + … + m11 ( m2 + m3 + … + m6 + 5(5. Òàêèì îáðàçîì, m1 + m2 + … + m6 > m2 + m3 + … + m6 + 25, îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî m1 > 25. Ñëåäîâàòåëüíî, m11 ( m1 + 10 > 35, ÷òî è òðåáîâàëîñü.








×åòâåðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (x – y)2 + 3(y – z)2 – 5(z – x)2, åñëè x([–1; 1],  y([–1; 1], z([–1; 1].


Îòâåò: –17.


Ðåøåíèå. Åñëè äàííîå âûðàæåíèå ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî x, òî «âåòâè» ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç (ñòàðøèé êîýôôèöèåíò îòðèöàòåëåí), ïîýòîìó íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ y è z ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà ãðàíèöàõ îòðåçêà [–1; 1].


Àíàëîãè÷íî, åñëè äàííîå âûðàæåíèå ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî z, òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x è y òàêæå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà ãðàíèöàõ îòðåçêà [–1; 1].


Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè. 


1) x = z = 1, òîãäà (x – y)2 + 3(y – z)2 – 5(z – x)2 = (1 – y)2 + 3(y – 1)2 = 4(y – 1)2. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íà îòðåçêå [–1; 1] äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 1 è ðàâíî 0.


2) x = z = –1, òîãäà (x – y)2 + 3(y – z)2 – 5(z – x)2 = (– 1 – y)2 + 3(y + 1)2 = 4(y + 1)2. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ íà îòðåçêå [–1; 1] äîñòèãàåòñÿ ïðè y = –1 è òàêæå ðàâíî 0.


3) x = 1,  z = –1, òîãäà (x – y)2 + 3(y – z)2 – 5(z – x)2 = (1 – y)2 + 3(y + 1)2 – 20 = 4y2 + 4y – 16 = (2y + 1)2 – 17. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íà îòðåçêå [–1; 1] äîñòèãàåòñÿ ïðè y = –0,5 è ðàâíî –17.


4) x = –1,  z = 1, òîãäà (x – y)2 + 3(y – z)2 – 5(z – x)2 = (– 1 – y)2 + 3(y – 1)2 – 20 = 4y2 – 4y – 16 = (2y – 1)2 – 17. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ íà îòðåçêå [–1; 1] äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 0,5 è òàêæå ðàâíî –17.


4.2. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò íà ñòîðîíàõ äàííîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1.


Îòâåò: îáðàç êîíòóðà äàííîãî êâàäðàòà ïðè ãîìîòåòèè, öåíòðîì êîòîðîé  ÿâëÿåòñÿ åãî öåíòð, à êîýôôèöèåíò ðàâåí � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED PBrush  ���


Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê KML âïèñàí â êâàäðàò ABCD òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5à, à òî÷êà P – ñåðåäèíà îòðåçêà KL. Òàê êàê (KPM = (KBM = 90(, òî âîêðóã ÷åòûð¸õóãîëüíèêà KBMP ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, (MBP = (MKP = 60(. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûð¸õóãîëüíèê LCMP – òàêæå âïèñàííûé, ïîýòîìó (MCP = 60(. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê BPC – òàêæå ïðàâèëüíûé.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 5à


Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êè K, M è L äâèãàþòñÿ ïî ñòîðîíàì AB, BC è CD ñîîòâåòñòâåííî, òî òî÷êà P îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé, çíà÷èò, ôèêñèðîâàíî è å¸ ðàññòîÿíèå äî ïðÿìîé ÂÑ, ðàâíîå � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, ôèêñèðîâàíî è ðàññòîÿíèå îò öåíòðîâ Î ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ äî ÂÑ, ðàâíîå � EMBED Equation.2  ���, ïîýòîìó ýòè öåíòðû ïðèíàäëåæàò îòðåçêó O1O2, ïàðàëëåëüíîìó ÂÑ. 


Ðèñ. 5á


Êîíöû ýòîãî îòðåçêà ñîîòâåòñòâóþò êðàéíèì ïîëîæåíèÿì òðåóãîëüíèêà KML: O1 – ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êà K ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé A, O2 – ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êà L ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé D (ñì. ðèñ. 5á). Ïðè ýòîì, åñëè òî÷êà K ñîâïàäàåò ñ A, òî, â ñèëó ñèììåòðèè, òî÷êà O1 ëåæèò íà äèàãîíàëè AC. Àíàëîãè÷íî, åñëè L ñîâïàäàåò ñ D, òî O2 ëåæèò íà BD. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âåðøèíû K, M è L ïåðåìåùàþòñÿ ïî óêàçàííûì ñòîðîíàì äàííîãî êâàäðàòà, òî öåíòð O òðåóãîëüíèêà KML äâèæåòñÿ ïî îòðåçêó O1O2 ñ êîíöàìè íà äèàãîíàëÿõ AC è BD. Ïðè ýòîì, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, âñå ïðîìåæóòî÷íûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ýòîì îòðåçêå äîñòèãàþòñÿ.


Òàê êàê âåðøèíû òðåóãîëüíèêà KML ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ëþáûõ òð¸õ ñòîðîíàõ äàííîãî êâàäðàòà, òî èñêîìîå ÃÌÒ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òàêèõ îòðåçêîâ, êîòîðûå îáðàçóþò êâàäðàò ñ âåðøèíàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà äèàãîíàëÿõ äàííîãî êâàäðàòà. 


Åãî ñòîðîíà ðàâíà � EMBED Equation.2  ���.


4.3. Ñóùåñòâóåò ëè âîñüìèçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, öèôðû êîòîðîãî èäóò â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå?


Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî N ñóùåñòâóåò. Åñëè â âîñüìèçíà÷íîì ÷èñëå öèôðû èäóò â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå, òî â í¸ì îòñóòñòâóþò íîëü è åù¸ îäíà öèôðà. Êâàäðàò ÷èñëà ëèáî äåëèòñÿ íà 4, ëèáî ïðè äåëåíèè íà 4 äà¸ò îñòàòîê 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 4, N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 78 èëè íà 79 (ýòè ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 4 äàþò îñòàòêè 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî). Ïîýòîìó N îêàí÷èâàåòñÿ íà 89, çíà÷èò, îíî íå÷¸òíî è ÷èñëî, êâàäðàòîì êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ, òîæå íå÷¸òíî. 


Êâàäðàò íå÷¸òíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 8 äà¸ò îñòàòîê 1. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 8, ïîëó÷èì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 789 (ýòî ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà 8 äà¸ò îñòàòîê 5). Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî íóëÿ, â çàïèñè ÷èñëà N îòñóòñòâóåò öèôðà 7, òî åñòü N = 12345689. Òîãäà åãî ñóììà öèôð ðàâíà 38, ïîýòîìó ÷èñëî N ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 2. Îäíàêî òî÷íûé êâàäðàò ëèáî äåëèòñÿ íà 3, ëèáî ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ïóñòü 0 ( x ( � EMBED Equation.2  ���. Äîêàæèòå, ÷òî xsinx + cosx ( 1.


Ðåøåíèå. Åñëè 0 ( x ( � EMBED Equation.2  ���, òî çíà÷åíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà íåîòðèöàòåëüíû. Êðîìå òîãî, cosx ( cos2x è x ( sinx. Ñëåäîâàòåëüíî, xsinx + cosx ( sin2x + cos2x = 1.


� EMBED PBrush  ���


Ðèñ. 6


5.2. ABCD – òðàïåöèÿ. Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ, BCD è ACD ðàâíû R1, R2 è R3 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABD.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìûé ðàäèóñ ÷åðåç R4. Äëÿ êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ, óêàçàííûõ â óñëîâèè, ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû ñèíóñîâ ïîëó÷èì (ñì. ðèñ. 6): R1 = � EMBED Equation.2  ��� (1), R2 = � EMBED Equation.2  ��� (2), R3 = � EMBED Equation.2  ��� (3), R4 = � EMBED Equation.2  ��� (4). Ïåðåìíîæèì  ïî÷ëåííî (1) íà (2) è (3) íà (4): R1R2 = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� è  R3R4 = � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���. 


Òàê êàê sin(BAD = sin(ABC è sin(ADÑ = sin(BCD, òî ðàâíû ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ, çíà÷èò, ðàâíû è ëåâûå ÷àñòè: R1R2 = R3R4. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���. 


5.3. Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p è q, ÷òî 7p + q è pq + 11 – òàêæå ïðîñòûå ÷èñëà.


Îòâåò: p = 2, q = 3 èëè p = 3, q = 2.


Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëà 7p + q è pq + 11 – ïðîñòûå, òîãäà îíè áîëüøå òð¸õ, ïîýòîìó íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3. Åñëè îáà ÷èñëà p è q íå÷¸òíû, òî 7p + q äåëèòñÿ íà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç ÷èñåë p èëè q ÷¸òíî, òî åñòü ðàâíî 2. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.


1) p = 2. Òîãäà ÷èñëà 14 + q è 2q + 11 – ïðîñòûå. Åñëè q ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 1, òî 14 + q äåëèòñÿ íà 3, à åñëè q ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 2, òî 2q + 11 äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, îñòà¸òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò: q = 3. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ p è q óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ: 14 + 3 = 17, 2(3 + 11 = 17.


2) q = 2. Òîãäà ÷èñëà 7p + 2 è 2p + 11 – ïðîñòûå. Åñëè p ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 1, òî 7p + 2 äåëèòñÿ íà 3, à åñëè p ïðè äåëåíèè íà 3 äà¸ò îñòàòîê 2, òî 2p + 11 äåëèòñÿ íà 3. Òàêèì îáðàçîì, p = 3. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: 7(3 + 2 = 23, 2(3 + 11 = 17.
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