Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


2.03.2024


10 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: [– 3; 4,5].


Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëåíî ïðè �EMBED Unknown���.


1) Åñëè �EMBED Unknown���, òî � EMBED Equation.2  ��� è �EMBED Unknown���, ïîýòîìó �EMBED Unknown���


2) Åñëè �EMBED Unknown���, òî�EMBED Unknown���.


3) Åñëè � EMBED Equation.2  ���, òî �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown���, ïîýòîìó �EMBED Unknown���


Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x.


1.2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n > 2 ìîæíî ðàçáèòü ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê íà n òðàïåöèé?


�


Ðèñ. 1


Îòâåò: ïðè ëþáûõ. 


Ðåøåíèå. Ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðè òðàïåöèè, åñëè ÷åðåç òî÷êó âíóòðè òðåóãîëüíèêà ïðîâåñòè îòðåçêè, ïàðàëëåëüíûå åãî ñòîðîíàì (ñì. ðèñ. 1). Â êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå – íåò, òàê êàê îäíà èç íèõ ëåæèò íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, à äðóãàÿ – íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äðóãîé ñòîðîíå. 


Åñëè â ëþáîé òðàïåöèè ïðîâåñòè, íàïðèìåð, îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé îñíîâàíèÿì, òî îíà ðàçîáüåòñÿ íà äâå òðàïåöèè. Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ïîâòîðèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàç, ïîýòîìó ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå êîëè÷åñòâî òðàïåöèé, áîëüøåå òð¸õ.


1.3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ïî êðóãó ÷èñëà 0, 1, 2, ..., 9 òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ òð¸õ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïîäðÿä, áûëà ìåíüøå 15?


Îòâåò: íåëüçÿ. 


Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà ñóùåñòâóåò. Íàéäåì â íåé ÷èñëî 0 è ïîäñ÷èòàåì ñóììó ñëåäóþùèõ òð¸õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðîåê ÷èñåë äâèãàÿñü, íàïðèìåð, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà ñóììà äîëæíà áûòü ìåíüøå, ÷åì 15(3 = 45, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòî ñóììà âñåõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, êîòîðàÿ ðàâíà 45. Ïðîòèâîðå÷èå.





Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà 2a + b, 2b + c è 2c + a ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 5a – 2b òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ýòîé ïðîãðåññèè?


Îòâåò: âåðíî.


Ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå ÷ëåíû ïðîãðåññèè èìåþò íîìåðà m + 1, n + 1 è p + 1 ñîîòâåòñòâåííî (öåëûå ÷èñëà m, n è p ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè èëè íóë¸ì), à x1 è d – ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü ïðîãðåññèè. Òîãäà �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. 


Çàìåòèì, ÷òî �EMBED Unknown��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown��� ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ íîìåðîì �EMBED Unknown���.


Ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ÷èñëî 5a – 2b âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðè äàííûõ ÷ëåíà ïðîãðåññèè, ìîæíî, íàïðèìåð, ìåòîäîì íåîïðåäåë¸ííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü: �EMBED Unknown���, òîãäà �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì: x = 2, y = – 2, z = 1.





�


2.2. N > 2 ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, äåëÿò ïëîñêîñòü íà 2N ðàâíûõ óãëîâ. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè, íå ïðèíàäëåæàùåé íè îäíîé èç äàííûõ ïðÿìûõ, îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà ýòè ïðÿìûå. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. 


Ðèñ. 2


Ðåøåíèå. Ïóñòü A – òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò ïðÿìûå a1, a2, …, aN, B – òî÷êà, èç êîòîðîé îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû BB1, BB2, …, BBN, O – ñåðåäèíà îòðåçêà AB (ñì. ðèñ. 2). Êàæäûé èç îòðåçêîâ OBi ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABiB, çíà÷èò, êàæäûé èç íèõ ðàâåí ïîëîâèíå AB, ñëåäîâàòåëüíî, âñå Bi ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è äèàìåòðîì AB.


Ðàññìîòðèì äóãó ýòîé îêðóæíîñòè, çàêëþ÷¸ííóþ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè Bi è Bi + 1. Å¸ óãëîâàÿ âåëè÷èíà â äâà ðàçà áîëüøå âåëè÷èíû âïèñàííîãî óãëà Bi+1ABi, òî åñòü óãëà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðÿìûìè ai è ai + 1. Ïî óñëîâèþ, óãëû ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðÿìûìè ðàâíû, çíà÷èò, âñå òî÷êè Bi äåëÿò îêðóæíîñòü íà ðàâíûå äóãè, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî N-óãîëüíèêà.


Ìîæíî ðàññóæäàòü íåìíîãî ïî-äðóãîìó. Èç êàæäîé òî÷êè Bi îòðåçîê ÀÂ âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì, ïîýòîìó âñå òàêèå òî÷êè ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì ÀÂ. À âïèñàííûé â ýòó îêðóæíîñòü óãîë ìåæäó ñîñåäíèìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ðàâåí óãëó ìåæäó ñîñåäíèìè ïðÿìûìè, ê êîòîðûì îíè ïðîâåäåíû, ïîýòîìó òî÷êè Bi äåëÿò îêðóæíîñòü íà ðàâíûå äóãè.


2.3. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû ðàçìåðîì 3(3 çàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàê, ÷òî ñðåäè øåñòè èõ ñóìì ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì íåò ðàâíûõ (ñàìè ÷èñëà íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â ýòîé òàáëèöå? 


Îòâåò: 17.


1�
1�
1�
3�
�
1�
2�
2�
5�
�
2�
3�
4�
9�
�
4�
6�
7�
�
�
Ðèñ. 3


Ðåøåíèå. Íàèìåíüøàÿ èç ñóìì ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 3, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òð¸õ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïî óñëîâèþ âñå øåñòü ñóìì ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì ðàçëè÷íû, ïîýòîìó åñëè èõ ñëîæèòü, òî ðåçóëüòàò áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 33. Íî ýòîò ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü ðàâåí óäâîåííîé ñóììå âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå, çíà÷èò, ýòà ñóììà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 17.


Íà ðèñ. 3 – îäèí èç ïðèìåðîâ, êîãäà ñóììà 17 äîñòèãàåòñÿ. 





Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���.


Îòâåò: (1; 2; 3), � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå � EMBED Equation.2  ���. Ïåðåìíîæèì óðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî: �EMBED Unknown���. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ xyz = a, ïîëó÷èì óðàâíåíèå: a3 = (a – 5)(a + 2)(a + 21), êîòîðîå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó: 18à2 – 73à – 210 = 0. Åãî ðåøåíèÿ: a = 6 èëè a = � EMBED Equation.2  ���. 


Ñëåäîâàòåëüíî, �EMBED Unknown��� èëè �EMBED Unknown���( � EMBED Equation.2  ��� èëè � EMBED Equation.2  ���. 


� EMBED Word.Picture.6  ���


3.2. Èç òî÷êè À ïðîâåäåíà ê îêðóæíîñòè êàñàòåëüíàÿ ÀÂ è ñåêóùàÿ ÀÑ (òî÷êè Â è Ñ ëåæàò íà îêðóæíîñòè). D – âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÀÑ ñ îêðóæíîñòüþ (ñì. ðèñóíîê), Ì – ñåðåäèíà ÀÂ. Îòðåçîê ÑÌ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå K. Íàéäèòå óãîë ÌÀK, åñëè (DÑK = 18(.


Îòâåò: 18(.


�


Ðèñ. 4


Ðåøåíèå. Èç òî÷êè M ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû êàñàòåëüíàÿ MB è ñåêóùàÿ MC (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà, ïî òåîðåìå î êâàäðàòå êàñàòåëüíîé MC(MK = MB2. Òàê êàê M – ñåðåäèíà AB, òî MB = MA, à ðàâåíñòâî MC(MK = MA2 ðàâíîñèëüíî ïðîïîðöèè �EMBED Unknown���. Â òðåóãîëüíèêàõ MAK è MCA åñòü îáùèé óãîë M è ñòîðîíû, îáðàçóþùèå ýòîò óãîë, ïðîïîðöèîíàëüíû, çíà÷èò, ýòè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû. Òîãäà (MAK = (MCA = 18°.





3.3. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå òðîéêè îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ êàæäûå äâà îòðåçêà èìåþò îáùóþ òî÷êó (âíóòðåííþþ, ëèáî îäèí èç êîíöîâ). Ñêîëüêî âñåãî òàêèõ òðîåê?


�


Ðèñ. 5à


Îòâåò: �EMBED Unknown��� + �EMBED Unknown����EMBED Unknown��� + �EMBED Unknown����EMBED Unknown��� + �EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Òðè îòðåçêà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ, ìîãóò ñîåäèíÿòü 3, 4, 5 èëè 6 òî÷åê. 


1) Îòðåçêè ñîåäèíÿþò ðîâíî 3 òî÷êè (ñì. ðèñ. 5à), êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü � EMBED Equation.2  ��� ñïîñîáàìè. Ñîåäèíèòü ýòè òî÷êè îòðåçêàìè ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.


�


Ðèñ. 5á


� EMBED Word.Picture.6  ���


2) Îòðåçêè ñîåäèíÿþò ðîâíî 4 òî÷êè. Èç îäíîé òî÷êè (ïóñòü èç òî÷êè À1) îáÿçàòåëüíî äîëæíû âûõîäèòü õîòÿ áû äâà îòðåçêà, íî äëÿ îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ âèäà ðàñïîëîæåíèÿ (ñì. ðèñ. 5á). Âûáðàòü ÷åòûðå òî÷êè ìîæíî � EMBED Equation.2  ��� ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî âûáîðà ÷åòûð¸õ òî÷åê ñóùåñòâóåò 8 ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü èõ îòðåçêàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (4 ñïîñîáà âûáðàòü èçîáðàæ¸ííóþ ñòîðîíó âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà À1À2À3À4 íà ðèñóíêå ñëåâà è 4 ñïîñîáà âûáðàòü âåðøèíó, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òðè îòðåçêà, íà ðèñóíêå ñïðàâà).


Ðèñ. 5â


3) Îòðåçêè ñîåäèíÿþò ðîâíî 5 òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå ðîâíî äâà îòðåçêà èìåþò îáùóþ âåðøèíó, òðåòèé îòðåçîê ñîåäèíÿåò äâå îñòàâøèåñÿ òî÷êè (ñì. ðèñ. 5â). Âûáðàòü ïÿòü òî÷åê ìîæíî � EMBED Equation.2  ��� ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî âûáîðà ïÿòè òî÷åê ñóùåñòâóþò ïÿòü âàðèàíòîâ ïðîâåäåíèÿ îòðåçêîâ (ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê, â êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ äâà îòðåçêà).
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4) Îòðåçêè ñîåäèíÿþò ðîâíî 6 òî÷åê (ñì. ðèñ. 5ã). Âûáðàòü øåñòü òî÷åê ìîæíî � EMBED Equation.2  ��� ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî âûáîðà øåñòè òî÷åê ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ñïîñîá ïðîâåäåíèÿ îòðåçêîâ, òàê êàê êîíöû ëþáîãî îòðåçêà äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ äâà äðóãèõ îòðåçêà.


Ðèñ. 5ã


Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî òðîåê ðàâíî �EMBED Unknown��� + �EMBED Unknown����EMBED Unknown��� + �EMBED Unknown����EMBED Unknown��� + �EMBED Unknown���.








×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin15x = 15sinx.


Îòâåò: k(, k(Z.


Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå sin15x = 15sinx  ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ sinx = 0.


Ïåðâûé ñïîñîá. Äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáûõ n(N è n ( 2 äîêàçàòü íåðàâåíñòâî �EMBED Unknown���, ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sinx = 0. Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè. 


1) Áàçà èíäóêöèè. �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x. Åñëè sinx ( 0, òî |cosx| < 1, ïîýòîìó ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè sinx = 0. 


2) Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �EMBED Unknown���, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè �EMBED Unknown���. Òîãäà: �EMBED Unknown��� ( � EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ��� îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �EMBED Unknown���, òî åñòü òîëüêî ïðè �EMBED Unknown��� (ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè). 


Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �EMBED Unknown��� íàõîäÿòñÿ ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ sinx = 0, òî åñòü ñðåäè ÷èñåë âèäà k(, k(Z. Ïðè ýòîì, sin15k( = 0 = 15sink(, çíà÷èò, âñå òàêèå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. 


Ôàêòè÷åñêè óðàâíåíèå �EMBED Unknown��� ðåøåíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ( 2.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî óðàâíåíèÿ sinx è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè ñóììû ñèíóñîâ è ñèíóñà äâîéíîãî óãëà. Òîãäà sin15x + sinx = 16sinx ( 2sin8xcos7x = 16sinx ( 2sin4xcos4xcos7x = 8sinx ( 2sin2xcos2xcos4xcos7x = 4sinx ( sinxcosxcos2xcos4xcos7x = sinx ( sinx = 0 èëè cosxcos2xcos4xcos7x = 1.


1) sinx = 0 ( x = k(, k(Z.


2) Ðàâåíñòâî cosxcos2xcos4xcos7x = 1 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ìîäóëü êàæäîãî èç êîñèíóñîâ ðàâåí 1. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ |cosx| = 1 ( sinx = 0.


Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y = 15sinx ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà y = sin15x ðàñòÿæåíèåì â 15 ðàç ïî îáåèì îñÿì. Îáùèå íóëè ýòèõ ôóíêöèé: x = k(, k(Z è äðóãèõ îáùèõ òî÷åê ó íèõ íåò. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â óêàçàííûõ òî÷êàõ ýòè ãðàôèêè êàñàþòñÿ.


4.2. Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ è A'B'C' ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ òàê, ÷òî òî÷êà Ñ' ðàâíîóäàëåíà îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, à òî÷êè A' è B' óäàëåíû íà òàêîå æå ðàññòîÿíèå îò ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ A'B'C' è ÀÂÑ.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òî÷êè Ñ’ íà ïëîñêîñòü ÀÂÑ ÿâëÿåòñÿ öåíòð Î îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Ïóñòü ïðîåêöèÿìè òî÷åê A’ è B’ íà ïëîñêîñòü ÀÂÑ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ëèáî îáå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ëèáî îäíà èç íèõ – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à äðóãàÿ – öåíòð âíåâïèñàííîé. 


�


Ðèñ. 6


Ïîñêîëüêó ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé òàêæå ðàâíû R (ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó), òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P è Q ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ áîêîâûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, çíà÷èò, PQ – îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà PQÎ, ðàâíîãî òðåóãîëüíèêó A’B’C’. 


Ïóñòü ÀÂ – îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Äîêàæåì, ÷òî åñëè â ýòîì òðåóãîëüíèêå ðàâíû ðàäèóñû îïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé (êàñàþùèõñÿ ñòîðîí ÀÑ è ÂÑ), òî óãîë Ñ – ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíå C, íà êîòîðûõ ëåæàò öåíòðû P è Q âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, ïàðàëëåëüíû AB, çíà÷èò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî ïðÿìîé AB ðàâíî ðàäèóñó âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè è, êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, ðàâíî ðàäèóñó OÑ îïèñàííîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 6). Ïðè ýòîì, òî÷êè C è O ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê AB, çíà÷èò, òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AB, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ABC – ïðÿìîóãîëüíûé.


Òàêèì îáðàçîì, ó òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è PQO îñíîâàíèÿ ÀÂ è PQ ïàðàëëåëüíû, à âûñîòà CO – îáùàÿ. Òàê êàê ÀÂ = 2R, PQ = 2CQ = � EMBED Equation.2  ��� = 2R� EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


4.3. Âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàéäóòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà, ñóììà äâóõ èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà òðåòüå?


Îòâåò: íåâåðíî.


Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: a1 = 3, a2 = 7, an = a1a2…an – 1 + 1 ïðè n ( 3. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé å¸ ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áîëüøå ïðåäûäóùåãî õîòÿ áû âäâîå è äà¸ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà âñå ïðåäûäóùèå ÷ëåíû. Ïîýòîìó åñëè i < j < k, òî ai + aj < ak. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóììà ai + ak äåëèëàñü íà aj, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ai ( –1 (mod aj), òî åñòü ai = aj – 1, ÷òî íå òàê. À ñóììà aj + ak ïðè äåëåíèè íà ai äà¸ò îñòàòîê 2.


Òàêèì îáðàçîì, â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë íå äåëèòñÿ íè íà êàêîå òðåòüå.


Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.





Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x3 – 2024x + � EMBED Equation.2  ��� = 0.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Ïóñòü � EMBED Equation.2  ��� = à. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä: x3 – (a2 + 1)x + a = 0. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ïåðâûé ñïîñîá. x3 – (a2 + 1)x + a = 0 ( (x3 – a2x) – (x – a) = 0 ( x(x – a)(x + a) – (x – a) = 0 ( (x – a)(x2 + ax – 1) = 0 ( x = a èëè x = � EMBED Equation.2  ���. 


Òàêèì îáðàçîì, x = � EMBED Equation.2  ��� èëè x = � EMBED Equation.2  ���.


Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìîæíî èíà÷å: çàìåòèì, ÷òî à – åãî êîðåíü, è ðàçäåëèì ýòîò ìíîãî÷ëåí íà x – a.


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé à: xa2 – a – (x3 – x) = 0. Åãî äèñêðèìèíàíò D = 1 + 4x(x3 – x) = 4x4 – 4x2 + 1 = (2x2 – 1)2, ïîýòîìó åãî êîðíè: à = � EMBED Equation.2  ���. 


Òàêèì îáðàçîì, 2ax = 2x2 èëè 2ax = 2 – 2x2. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x ( 0 ïîëó÷èì: x = a. Âòîðîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x2 + ax – 1 = 0, êîðíè êîòîðîãî íàéäåíû âûøå.


�


5.2. Íà ñòîðîíå ÀÂ êâàäðàòà ÀÂÑD îòìå÷åíà òî÷êà Å. Ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí Â è D äî ïðÿìîé ÑÅ ðàâíû m è n. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû êâàäðàòà.


Îòâåò: �EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû BB1 = m è DD1 = n èç òî÷åê B è D íà ïðÿìóþ CE (ñì. ðèñ. 7). Çàìåòèì, ÷òî (BCB1 + (DCD1 = 90°. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ðèñ. 7


Ïåðâûé ñïîñîá. Òàê êàê (CDD1 + (DCD1 = 90°, òî (BCB1 = (CDD1. Êðîìå òîãî, BC = CD, ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BCB1 è DCD1 ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó), îòêóäà CB1 = DD1 = n. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà BCB1: ÂÑ = �EMBED Unknown���.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü (BCB1 = (, òîãäà (DCD1 = 90° – (. Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ BCB1 è DCD1 ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ êàæäîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ñëîæåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÂÑ = ÑD = a è � EMBED Equation.2  ���, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���, îòêóäà a = � EMBED Equation.2  ���.


5.3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n èçâåñòíî, ÷òî m ( n è ÍÎK(m; n) = 75ÍÎÄ(m; n). Äîêàæèòå, ÷òî m ( 8n.


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÍÎÄ(m, n) = d, îòêóäà m = dm1, n = dn1. Òîãäà ÷èñëà m1 è n1 âçàèìíî ïðîñòû, à ÍÎÊ(m, n) = dm1n1. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ: dm1n1 = 75d ( m1n1 = 75. ×èñëî 75 ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè: 75 = 75·1 = 25·3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áîëüøèé ñîìíîæèòåëü ïðåâîñõîäèò ìåíüøèé õîòÿ áû â 8 ðàç, à òàê êàê m : n = m1 : n1, òî m ( 8n.
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