Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà


14.10.2023


9 êëàññ


Ïåðâûé òóð (10 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 6 áàëëîâ)


1.1. Êàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàäî ïðèáàâèòü ê ñóììå 313 + 913, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?


Îòâåò: �EMBED Unknown���.


Ðåøåíèå. Òàê êàê �EMBED Unknown���, òî ñëåäóþùèé êâàäðàò ðàâåí �EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íàäî ïðèáàâèòü ê �EMBED Unknown���, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ðàâíî �EMBED Unknown���. 


1.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM. Ìîæåò ëè âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî AB = 2AM?


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: íå ìîæåò.


Ðèñ. 1


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AB = 2AM, òîãäà ìåäèàíà, ïðîâåä¸ííàÿ ê ÀÂ, ðàâíà ÀÌ. Èç ðàâåíñòâà äâóõ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ÀÂ = ÂÑ, ÷òî íåâîçìîæíî.


Âòîðîé ñïîñîá. Óäâîèì ìåäèàíó AM, òî åñòü ïîñòðîèì òàêóþ òî÷êó A’ íà ëó÷å AM, ÷òî AM = MA’, òîãäà BA’ || AC (ñì. ðèñ. 1). Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ABA’ – òóïîé, çíà÷èò, ÀÀ’ – íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ÀÂÀ’. Òîãäà 2AM = ÀÀ’ > AB.


Òàêæå ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó Ì ñðåäíþþ ëèíèþ MK òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ïàðàëëåëüíóþ ÀÑ, è ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêà AMK.


1.3. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé: � EMBED Equation.2  ���


Îòâåò: (674; 2; 675), (2024; 0; 2023).


Ðåøåíèå. Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå: a + bc – ab – c = 1 ( (b – 1)(c – a) = 1. Èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî b – 1 = c – a = 1 èëè b – 1 = c – a = –1.


Â ïåðâîì ñëó÷àå b = 2, c = a + 1. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü òàê: �2a + a + 1 = 2023, îòêóäà a = 674, c = 675.


Âî âòîðîì ñëó÷àå b = 0. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â èñõîäíóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì: a = 2024, c = 2023.








Âòîðîé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


2.1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a – b > 4. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���.


Ðåøåíèå. Òàê êàê a > b + 4 è b > 0, òî �EMBED Unknown���. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî �EMBED Unknown���. Â ñâîþ î÷åðåäü, �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown��� ( �EMBED Unknown���.


Ýòó æå èäåþ ìîæíî îôîðìèòü èíà÷å. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà: � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���, òàê êàê b > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���.


2.2. ×åðåç òî÷êó À îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ, à ÷åðåç òî÷êó Â, òàêæå ëåæàùóþ íà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåí ëó÷ ÎÂ, ïåðåñåêàþùèé ýòó êàñàòåëüíóþ â òî÷êå Å. Èç òî÷êè À îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð ÀÑ íà ÎÂ, à èç òî÷êè Â – ïåðïåíäèêóëÿð BD íà ÀÅ. Äîêàæèòå, ÷òî ÂÑ = BD.


� EMBED PBrush  ���


Ðåøåíèå. Ïóñòü (ÀÎÂ = 2(, òîãäà (DAB = ( (óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ñì. ðèñ. 2).


Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AOB: (ÀÂÎ = (ÂÀÎ = 90( – (, ïîýòîìó (ÑÀÂ = ( = (DAB. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ABÑ è ABD ðàâíû (ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó), îòêóäà BC = BD.











Ðèñ. 2








2.3. Íà îñòðîâå ïðîæèâàåò 2024 æèòåëÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü (êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó), ëèáî ëæåö (êîòîðûé âñåãäà ëæ¸ò). Îäíàæäû âñå æèòåëè îñòðîâà ðàçáèëèñü íà ïàðû, è êàæäûé ñêàçàë: «Îí – ðûöàðü!» ëèáî «Îí – ëæåö!» ïðî ñâîåãî ñîñåäà ïî ïàðå. Îêàçàëîñü, ÷òî òåõ è äðóãèõ ôðàç ïðîèçíåñåíî ïîðîâíó. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëæåöîâ ìîæåò æèòü íà îñòðîâå?


Îòâåò: 506 ëæåöîâ.


Ðåøåíèå. Îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî ôðàçó «Îí – ðûöàðü!» ìîãëè ñêàçàòü äðóã ïðî äðóãà òîëüêî ëþäè îäíîãî òèïà, à ôðàçó «Îí – ëæåö!» – ëþäè ðàçíûõ òèïîâ. Çíà÷èò, â êàæäîé ïàðå îáà æèòåëÿ ïðîèçíåñëè îäèíàêîâûå ôðàçû. Òîãäà «Îí – ëæåö!» ñêàçàëè ëþäè èç 506 ïàð. Â êàæäîé òàêîé ïàðå åñòü ëæåö, ïîýòîìó èõ íå ìåíüøå 506.


Ïðèìåð. Ïóñòü íà îñòðîâå æèâåò 1518 ðûöàðåé è 506 ëæåöîâ. Åñëè 1012 ðûöàðåé ðàçîáüþòñÿ íà ïàðû, òî â êàæäîé èç íèõ áóäóò ïðîèçíåñåíû òîëüêî ôðàçû «Îí – ðûöàðü!» Ñðåäè îñòàëüíûõ 1012 æèòåëåé îñòðîâà ïîðîâíó ðûöàðåé è ëæåöîâ, îíè ìîãóò ðàçáèòüñÿ íà ïàðû ðûöàðü – ëæåö, òîãäà â êàæäîé ïàðå áóäóò ïðîèçíåñåíû òîëüêî ôðàçû «Îí – ëæåö!» Òàêèì îáðàçîì, è òåõ, è äðóãèõ ôðàç áóäåò ïîðîâíó.


Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåð ñðàçó ñëåäóåò èç îöåíêè.








Òðåòèé òóð (20 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 8 áàëëîâ)


3.1. Ñêîëüêî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé èìååò óðàâíåíèå: x4 – 5x3 – 4x2 – 7x + 4 = 0?


Îòâåò: îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé íåò.


Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå �EMBED Unknown���, ÷òî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ �EMBED Unknown���. Åñëè òåïåðü x < 0, òî �EMBED Unknown���, òî åñòü ïðè ëþáûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.


3.2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ îòðåçêè ÀÌ è ÑÐ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ À è Ñ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¸ì ÀÐ + ÑÌ = ÀÑ. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà Â.


�


Îòâåò: 60(.


Ðèñ. 3


Ðåøåíèå. Îòðàçèì òî÷êó P îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AM (ñì. ðèñ. 3). Ïîëó÷èì òî÷êó L íà ñòîðîíå ÀÑ, ïðè÷¸ì òðåóãîëüíèê APL – ðàâíîáåäðåííûé. Èç óñëîâèÿ AP + CM = AC ñëåäóåò, ÷òî CL = CM, òî åñòü CLM – òàêæå ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Òîãäà MA – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó PL, ïîýòîìó MP = ML. Àíàëîãè÷íî, PC – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó ML, ïîýòîìó PM = PL. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê PML – ðàâíîñòîðîííèé, ïîýòîìó (PLÌ = 60(.


Ïóñòü (ÂÀÑ = 2(, (ÂÑÀ = 2( òîãäà (ÀLP = 90( – (, (CLM = 90( – (. Çíà÷èò, 90( – ( + 90( – (  = 120(, îòêóäà ( + (  = 60(. Ñëåäîâàòåëüíî, 2( + 2(  = 120(, ïîýòîìó (ÀÂÑ = 60(.


3.3. Íà äîñêå çàïèñàíû â ðÿä êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå òàê, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë – ïðîñòîå ÷èñëî èëè êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò áûòü çàïèñàíî?


Îòâåò: 7 ÷èñåë.


Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà a2 è b2. Èõ ðàçíîñòü ðàâíà b2 – a2 = (b – a)(b + a). Ïðîñòîå ÷èñëî p ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì: p = 1·p, à åãî êâàäðàò – äâóìÿ ñïîñîáàìè: p2 = 1·p2 = p·p.


Òàê êàê ÷èñëà b – a è b + a ðàçëè÷íûå, òî â ëþáîì ñëó÷àå b – a = 1, òîãäà b2 – a2 = 2a + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íà äîñêå âûïèñàíû êâàäðàòû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, à ðàçíîñòè ñîñåäíèõ âûïèñàííûõ ÷èñåë – ýòî ïîñëåäîâàòåëüíûå íå÷¸òíûå ÷èñëà, íå ìåíüøèå 3.


Åñëè ÷èñåë õîòÿ áû ÷åòûðå, òî èç ïåðâûõ òð¸õ òàêèõ ðàçíîñòåé îäíà äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî 3 èëè 9. Ïðè ýòîì ðàçíîñòè 15 áûòü íå ìîæåò, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàâíà 13, à âñåãî ÷èñåë íå áîëüøå ñåìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âûïèñàòü êâàäðàòû ïåðâûõ ñåìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ðàçíîñòè 3, 5, 7, 9, 11, 13.








×åòâ¸ðòûé òóð (25 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 9 áàëëîâ)


4.1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y è z âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: xy = z + a, yz = x + a, zx = y + a. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a?


Îòâåò: a ( – 0,25.


Ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, à èç âòîðîãî – òðåòüå. Ïîëó÷èì:


� EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� Òàê êàê çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ïîëîæèòåëüíû, òî �EMBED Unknown���. Òîãäà êàæäîå èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïðèìåò âèä: x2 – x – a = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü, åñëè D = 1 + 4a ( 0, òî åñòü ïðè a ( – 0,25. Òàê êàê ñóììà êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà 1, òî õîòÿ áû îäèí åãî êîðåíü ïîëîæèòåëåí.


Ïîëó÷èâ ðàâåíñòâî �EMBED Unknown���, ìîæíî äàëåå ðàññóæäàòü èíà÷å. Êàæäîå èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü òàê: a = x2 – x. Èñêîìûå çíà÷åíèÿ à – ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) = x2 – x ïðè x > 0. Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåðøèíà êîòîðîé – â òî÷êå (0,5; – 0,25), à âåòâè íàïðàâëåíû ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî, a ( – 0,25.


�


4.2. Îò ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 7 è 10 êëåòîê îòðåçàëè äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 2 è 3 êëåòêè (ñì. ðèñóíîê). Ðàçðåæüòå ïîëó÷èâøèéñÿ øåñòèóãîëüíèê íà äâå ÷àñòè è ñëîæèòå èç íèõ êâàäðàò.




















�


�


�


Ðåøåíèå Ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 4à, à êâàäðàò, ñëîæåííûé èç äâóõ ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé, ïîêàçàí íà ðèñ. 4á.








Ðèñ. 4à








Ðèñ. 4á








4.3. Íà êîíôåðåíöèþ ïðèåõàëè 200 ó÷¸íûõ. Äâîå èç íèõ çíàþò ïî 21 ó÷àñòíèêó êîíôåðåíöèè, åù¸ äâîå – ïî 22, åù¸ äâîå – ïî 23 è òàê äàëåå, à ïîñëåäíèå äâîå – ïî 120. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî èõ ìîæíî ïîñàäèòü â äâà àêòîâûõ çàëà òàê, ÷òîáû â êàæäîì çàëå áûëè òîëüêî íåçíàêîìûå äðóã ñ äðóãîì?


Îòâåò: íå ìîæåò.


Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ó÷¸íûì, à ð¸áðà ñîåäèíÿþò çíàêîìûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô äâóäîëüíûé. Â îäíîé èç åãî äîëåé íå ìåíåå 120 âåðøèí, ïîñêîëüêó â ãðàôå åñòü âåðøèíû ñòåïåíè 120. Çíà÷èò, â äðóãîé äîëå èõ íå áîëåå 80. Ïðè ýòîì â ãðàôå äîëæíî áûòü ðîâíî 120 âåðøèí, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò 80. Òàêîå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè â îäíîé äîëå ðîâíî 120 âåðøèí – ïî äâå âåðøèíû êàæäîé ñòåïåíè îò 21 äî 80, à â äðóãîé äîëå 80 âåðøèí – ïî äâå âåðøèíû êàæäîé ñòåïåíè îò 81 äî 120. Òîãäà ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ïåðâîé äîëè ðàâíà 2·(21 + 22 + … + 80) = 6060, à ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí âòîðîé äîëè – 2·(81 + 82 + … + 120) = 8040. Îäíàêî ýòè ñóììû äîëæíû áûòü ðàâíû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô íå ìîæåò áûòü äâóäîëüíûì, à ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ó÷¸íûõ íåëüçÿ ðàññàäèòü â äâà çàëà òàê, ÷òîáû â êàæäîì çàëå áûëè òîëüêî íåçíàêîìûå.








Ïÿòûé òóð (15 ìèíóò; êàæäàÿ çàäà÷à – 7 áàëëîâ)


5.1. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ñòåïåíü íå âûøå äâóõ: 


x4 + y4 + (x + y)4.


Îòâåò: 2(x2 + xy + y2)2.


Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü z = x + y, òîãäà x2 + y2 = z2 – 2xy, x4 + y4 = (z2 – 2xy)2 – 2x2y2 = z4 – 4xyz2 + 2x2y2. Ñëåäîâàòåëüíî, x4 + y4 + (x + y)4 = x4 + y4 + z4 = 2z4 – 4xyz2 + 2x2y2 = 2(z2 – xy)2 = 2(x2 + xy + y2)2.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàñêðîåì ñêîáêè: x4 + y4 + (x + y)4 = x4 + y4 + (x2 + 2xy + y2)2 = 2x4 + 2y4 + 4x2y2 + 4x3y + 4xy3 + 2x2y2 = 2(x4 + y4 + x2y2 + 2x2y2 + 2x3y + 2xy3) = 2(x2 + xy + y2)2.


Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ìîæíî ïðîäîëæèòü è ïî-äðóãîìó, åñëè íå óâèäåòü ôîðìóëû êâàäðàòà òð¸õ÷ëåíà: 2x4 + 2y4 + 4x2y2 + 4x3y + 4xy3 + 2x2y2 = (2x4 + 2y4 + 2x2y2) + (4x2y2 + 4x3y + 4xy3) = 2(x4 + 2x2y2 + y4 – x2y2) + 4xy(x2 + xy + y2) = 2((x2 + y2)2 – (xy)2) + 4xy(x2 + xy + y2) = 2(x2 + xy + y2)(x2 – xy + y2) + 4xy(x2 + xy + y2) = 2(x2 + xy + y2)2.


�


5.2. Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà ñòîðîíå êàê íà äèàìåòðå, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî ñòîðîí?


Îòâåò: ñóùåñòâóåò.


Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü. Îíà ïîñòðîåíà íà ãèïîòåíóçå ÀÂ êàê íà äèàìåòðå, ïîýòîìó å¸ öåíòð C1 – ñåðåäèíà ÀÂ (ñì. ðèñ. 5). Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.


Ðèñ. 5


Ïåðâûé ñïîñîá. Ñåðåäèíû À1, Â1 è Ñ1 ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è âåðøèíà Ñ åãî ïðÿìîãî óãëà îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê (À1Ñ1 è Â1Ñ1 – ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ), ïîýòîìó îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂÑ, ñîäåðæèò âåðøèíó Ñ, å¸ öåíòð Î – ñåðåäèíà ÑÑ1.


Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ òî÷êà Ñ äâóõ óêàçàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæèò íà ëèíèè èõ öåíòðîâ, ïîýòîìó êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¸ííàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó ê îäíîé èç îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé è ê äðóãîé. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ.


Âòîðîé ñïîñîá. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â îðòîöåíòðå òðåóãîëüíèêà è êîýôôèöèåíòîì 0,5 îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà, ïåðåõîäèò â åãî îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê, êîòîðàÿ è ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Â äàííîì ñëó÷àå, Ñ – öåíòð ãîìîòåòèè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü è å¸ îáðàç êàñàþòñÿ â ýòîé òî÷êå.


Äîãàäàòüñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îäíîé èç ñòîðîí êàê íà äèàìåòðå, – ýòî ÃÌÒ, èç êîòîðûõ ýòà ñòîðîíà âèäíà ïîä ïðÿìûì óãëîì, ïîýòîìó òàêàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå äâå äðóãèå ñòîðîíû, â îñíîâàíèÿõ âûñîò. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, – ýòî îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê, êîòîðàÿ òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç îñíîâàíèÿ âûñîò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îñíîâàíèÿ âûñîò ê ñòîðîíàì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèàìåòðîì, ðàçëè÷íû, òî îêðóæíîñòè óæå èìåþò äâå ðàçëè÷íûõ îáùèõ òî÷êè, à çíà÷èò êàñàòüñÿ íå ìîãóò. Çíà÷èò, óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â òðåóãîëüíèêå, â êîòîðîì îñíîâàíèÿ äâóõ âûñîò ñîâïàäàþò, òî åñòü â ïðÿìîóãîëüíîì.


5.3. Ñóùåñòâóåò ëè äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, êðàòíîå 7, âñå öèôðû â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî ðàçëè÷íû?


Îòâåò: ñóùåñòâóåò. 


Ðåøåíèå. Ïðîùå âñåãî ñîñòàâèòü òàêîå ÷èñëî èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 7. Âîçüì¸ì ïåðâûå ÷åòûðå ÷èñëà, êðàòíûå 7: 7, 14, 28, 35 – â íèõ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð. Îñòàëèñü öèôðû 0, 6 è 9, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü ÷èñëî 609, òàêæå êðàòíîå 7. Ïîýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ÷èñëî 7142835609.


Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò è ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ.
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