Őš Ŕřěğĺďěŋšă Šşřŋĺřă.

Ŋă Šşřŋĺřě čőřőďőć ć ¡šőň čőďş, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźĺě čőďż, ŕřěďńőęěŋő ŋěśłőńĳłő ŋőćżţ ğăďăů. Ćż ŋě ŋăľďěšě ¡šĺ ğăďăůĺ ŋĺ ć łăłĺţ ğăďăůŋĺłăţ ĺńĺ ŋăşůŋżţ śšăšĳ£ţ. Őšłşďă ąěřşšś£ ¡šĺ ğăďăůĺ? Ĺţ ŕřĺśżńă¿š ć Űěŋšřăńĳŋőě ę¿řĺ Šşřŋĺřă řăąőšă¿źĺě ňăšěňăšĺłĺ. Řěÿă£ śćőĺ ğăďăůĺ, őŋĺ ćřěň£ őš ćřěňěŋĺ ŋăšăńłĺćă¿šś£ ŋă ćőŕřőśż, łőšőřżě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ łăł ğăďăůĺ ďń£ ÿłőńĳŋĺłőć. Ĺ őšćěšż ŋă ¡šĺ ćőŕřőśż ć řăćŋőľ śšěŕěŋĺ ŋőćż łăł ďń£ ăćšőřőć ğăďăů, šăł ĺ ďń£ şůăśšŋĺłőć Šşřŋĺřă čőřőďőć. Šăł ůšő şůăśšćş£ ć Šşřŋĺřě, ćăň şďăńőśĳ ŋă ŋěłőšőřőě ćřěň£ ŕőążćăšĳ ŋă šőľ čřăŋĺűě, łőšőřă£ őšďěń£ěš ĺğćěśšŋőě őš ŋěĺğćěśšŋőčő, ĺ ŕőůşćśšćőćăšĳ śěą£ őšłřżćăšěń£ňĺ ŋőćőčő.

Ŕřőťěśśĺőŋăńĳŋżě ňăšěňăšĺłĺ ĺ şůăśšŋĺłĺ Šşřŋĺřă čőřőďőć ć ŕřĺŋűĺŕě ďěńă¿š őďŋő ĺ šő ęě: řěÿă¿š ğăďăůĺ. Řăğŋĺűă ć šřşďŋőśšĺ ĺ ÿĺřőšě őţćăšă ňăšěřĺăńă. Ţőřőÿă£ őńĺňŕĺăďŋă£ ğăďăůă šřěąşěš ŕ£šĺ ůăśőć řăąőšż, ă ţőřőÿă£ ğăďăůă ďń£ ŕřőťěśśĺőŋăńă | ŕ£šĺ šżś£ů ůăśőć | ćőš ĺ ćś£ řăğŋĺűă (¡šő śńőćă ĺğćěśšŋőčő řşśśłőčő ňăšěňăšĺłă Ąőřĺśă Ŋĺłőńăěćĺůă Ďěńőŋě, ĺŋĺűĺăšőřă ŕěřćżţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őńĺňŕĺăď ć Řőśśĺĺ). Ŕřĺůěň šřşďŋă£ őńĺňŕĺăďŋă£ ğăďăůă šřşďŋă ĺ ŋőćă ŋě šőńĳłő ďń£ ÿłőńĳŋĺłă, ŋő ĺ ďń£ ŕřőťěśśĺőŋăńă | ćěďĳ őŋ šőęě ŋě ğŋăěš ňěšőďă ěě řěÿěŋĺ£, ĺ ćśě ěčő ŕřőÿńżě ğŋăŋĺ£ ňőčşš őłăğăšĳś£ ąěśŕőńěğŋżňĺ.

Ůěňş ęě şůăšś£ ÿłőńĳŋĺłĺ, řěÿă£ őńĺňŕĺăďŋżě ğăďăůĺ?

Ćő-ŕěřćżţ £śŋőśšĺ. Řěÿă£ ğăďăůş, ŋşęŋő ďőąĺćăšĳś£ ŕőńŋőľ ŕřőğřăůŋőśšĺ ćśěľ řăśśňăšřĺćăěňőľ łăřšĺŋż ĺ ŕőńŋőľ £śŋőśšĺ ěě ńőčĺůěśłőčő şśšřőľśšćă.

Ćő-ćšőřżţ śőąřăŋŋőśšĺ. Ŋă łăłĺě-šő ŕřőňěęşšłĺ ćřěňěŋĺ ŋěőąţőďĺňő ŕőńŋőśšĳ¿ ŕőčřşęăšĳś£ ć ňĺř ğăďăůĺ. İšĺ ŕřőňěęşšłĺ ňőčşš ążšĳ ďćşţňĺŋşšŋżě, ďěś£šĺňĺŋşšŋżě ĺńĺ ůăśőćżě. Ćěńĺůĺŋă ŕřőňěęşšłőć ğăćĺśĺš őš ĺŋďĺćĺďşăńĳŋżţ őśőąěŋŋőśšěľ ůěńőćěłă, ŋő ć ŕřőűěśśě śăňőćőśŕĺšăŋĺ£ ňőęěš ćőğřăśšăšĳ.

Ć-šřěšĳĺţ, řěÿă£ ğăďăůĺ, ůěńőćěł şğŋăěš ŋőćżě ťăłšż, ğŋăŋĺě łőšőřżě ŕőňőčăěš őřĺěŋšĺřőćăšĳś£ ć ŋőćżţ ğăďăůăţ. Ğŋăŋĺ£, ŕřĺőąřěšěŋŋżě šăłĺň őŕżšőň, ŋăňŋőčő űěŋŋěě, ůěň šě, łőšőřżě ŕőńşůěŋż ŕşšěň ŕăśśĺćŋőčő śńşÿăŋĺ£ ńěłűĺľ ĺńĺ ůšěŋĺ£ łŋĺč (ŋő ł ňăšěňăšĺůěśłőľ łŋĺčě ňőęŋő őšŋőśĺšĳś£ łăł ł ğăďăůŋĺłş ĺ ŕőńşůăšĳ šăłęě śćěřţűěŋŋżě ğŋăŋĺ£).

Ć-ůěšćěřšżţ, ğă ŋěśłőńĳłő ďěś£šĺńěšĺľ śşźěśšćőćăŋĺ£ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őńĺňŕĺăď śőąřăńőśĳ şęě šăł ňŋőčő ŕřěłřăśŋżţ ĺďěľ, ćŕěřćżě śťőřňşńĺřőćăŋŋżţ ć őńĺňŕĺăďŋżţ ğăďăůăţ, ůšő ňőęŋő čőćőřĺšĳ ő ŋěłőšőřőň ŋőćőň ćőśŕřĺ£šĺĺ ňăšěňăšĺłĺ, ŕőřőęďěŋŋőň őńĺňŕĺăďăňĺ. İšă ňżśńĳ ŕőďšćěřęďăěšś£ šěň, ůšő ąőńĳÿĺŋśšćő ŋżŋě řăąőšă¿źĺţ ňăšěňăšĺłőć ć ňőńőďőśšĺ şśŕěÿŋő ŕřőÿńő ůěřěğ őńĺňŕĺăďż.

Ąőńĳÿĺŋśšćő | ŋő ŋě ćśě! Šěŕěřĳ şňěśšŋő śłăğăšĳ ĺ ő ďćşţ łőřěŋŋżţ őšńĺůĺ£ţ őńĺňŕĺăď őš ŕřőťěśśĺőŋăńĳŋőľ ňăšěňăšĺłĺ.

Ŕěřćőě. Őńĺňŕĺăďă | ¡šő śőřěćŋőćăŋĺě ś őčřăŋĺůěŋŋżň ćřěňěŋěň, ťăłšĺůěśłĺ | śőřěćŋőćăŋĺě ŋă śłőřőśšĳ. Ďń£ ňăšěňăšĺłĺ ůěšżřě-ŕ£šĳ ůăśőć | śŕřĺŋšěřśłă£ čőŋłă. İšă śšőřőŋă őńĺňŕĺăďż ŋě ŕřőśšő ŋě ĺňěěš őšŋőÿěŋĺ£ ł ŋăşłě, ŋő ĺ ćřăęďěąŋă ł ŋěľ.

Ćšőřőě. Ŋă őńĺňŕĺăďě ğăďăůă ďăŋă | ĺ šőůłă. Őšłşďă őŋă ćğ£ńăśĳ ĺ ğăůěň ěě řěÿăšĳ | ŋěĺğćěśšŋő. Ůăśšő ňăšěňăšĺł řěÿăěš ğăďăůş, łőšőřş¿ őŋ śůĺšăěš ÿăčőň ł čńăćŋőľ ğăďăůě. Ĺ ĺŋőľ řăğ śăňőě ňşďřőě | ¡šő őšłăğăšĳś£ őš řěÿěŋĺ£ ćśŕőňőčăšěńĳŋőľ ğăďăůĺ ĺ ďşňăšĳ, łăł ąěğ ŋěě őąőľšĺśĳ. Łřőňě šőčő, ć ŋăşłě ůşšĳ ńĺ ŋě čńăćŋőě | ¡šő ŋăľšĺ śćőě ŋăŕřăćńěŋĺě, ğăŋ£šĳś£ ĺňěŋŋő šěň, ůšő śůĺšăěÿĳ śăňżň ćăęŋżň.

Ĺ ňŋőčĺě ćżďă¿źĺěś£ ňăšěňăšĺłĺ ŕńőţő řěÿă¿š őńĺňŕĺăďŋżě ğăďăůĺ.

Ňż ŕőŋĺňăěň, ůšő śăň ťőřňăš Šşřŋĺřă, ŕřőćőďĺňőčő łăł őńĺňŕĺăďă, őčřăŋĺůĺćăěš ěčő ćőğňőęŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş őřčăŋĺğăšőřż Šşřŋĺřă ćŋőś£š ć řăąőšş śő ÿłőńĳŋĺłăňĺ ĺğňěŋěŋĺ£, ć łăłőľ-šő śšěŕěŋĺ ĺśŕřăćń£¿źĺě ¡šĺ ŋěďőśšăšłĺ.

Ćő-ŕěřćżţ, ¡šő ŕřăćĺńő ğăůěšă ŕő šřěň ğăďăůăň. İšő śďěńăŋő ďń£ šőčő, ůšőąż ćő ćřěň£ řěÿěŋĺ£ ğăďăů ŋě ążńő śňżśńă šőřőŕĺšĳś£. Łřőňě šőčő, ěśńĺ ąż şůĺšżćăńĺśĳ ćśě ğăďăůĺ, ňőęŋő ążńő ąż ŋăąřăšĳ ŕřĺńĺůŋőě łőńĺůěśšćő ąăńńőć, ŋě řěÿĺć ŋĺ őďŋőľ ğăďăůĺ (ğă śůěš ňĺŋşś-ŕń¿śőć). Šăłőľ řěğşńĳšăš ŋěśőňŋěŋŋő śńăążľ.

Ćő-ćšőřżţ, ¡šő ŕşąńĺłăűĺĺ šřěŋĺřőćőůŋżţ ğăďăů. Ć ŋěłőšőřżţ čőřőďăţ, ŋăŕřĺňěř ć Šőřőŋšő, řăğąőř ¡šĺţ ğăďăů őřčăŋĺğőćăŋ łăł ŕěřćżľ šşř ćśěčő ňěřőŕřĺ£šĺ£ (šřěŋĺřőćőůŋżľ ĺ śńőęŋżľ ćăřĺăŋšż | ¡šő ćšőřőľ ĺ šřěšĺľ šşřż).

Ć-šřěšĳĺţ, ¡šő Ńěšŋ££ łőŋťěřěŋűĺ£ Šşřŋĺřă čőřőďőć, čďě ŋă ŋěďěń¿ ďă¿šś£ ŋěśłőńĳłő šřşďŋżţ ğăďăů ŋă ćżąőř. Řěďłő śńşůăěšś£, ůšő łăłă£-ńĺąő ğăďăůă łěň-ŋĺąşďĳ ŕőńŋőśšĳ¿ řěÿăěšś£ ćő ćřěň£ łőŋťěřěŋűĺĺ | šăłőćă šřşďŋőśšĳ ğăďăů. Řěęĺň řăąőšż śćőąőďŋżľ, ğăďăůĺ ňőęŋő řěÿăšĳ ĺ ďŋěň ĺ ŋőůĳ¿, řăğřěÿă¿šś£ śőćňěśšŋżě řăąőšż. Ĺ čńăćŋă£ űěńĳ śőśšőĺš ŋě ć šőň, ůšőąż őąőčŋăšĳ ďřşč ďřşčă (ţőš£ ŋĺłőňş ŋě ğăŕřěźăěšś£ śšăćĺšĳ ŕěřěď śőąőľ šăłĺě űěńĺ), ă ć šőň, ůšőąż ňăłśĺňăńĳŋő ŕřőďćĺŋşšĳś£ ć řěÿěŋĺĺ šřşďŋőľ ğăďăůĺ, ć ůăśšŋőśšĺ řěÿĺšĳ ŕşŋłšż, łőšőřżě ěźě ćőőąźě ŋĺłěň ŋě řěÿěŋż (ć šőň ůĺśńě ůńěŋăňĺ Ę¿řĺ, ŕřěďńőęĺćÿĺňĺ ğăďăůş).

Šăłőľ śšĺńĳ řăąőšż ŕřĺąńĺęěŋ ł śšĺń¿ ĺśśńěďőćăšěńĳśłőľ řăąőšż. Ł śőęăńěŋĺ¿, ňż ŕőłă ŋě ňőęěň őřčăŋĺğőćăšĳ šăłş¿ łőŋťěřěŋűĺ¿ ďń£ ąőńĳÿőčő ůĺśńă ń¿ďěľ.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ŋěśłőńĳłő śńőć őą őśőąěŋŋőśš£ţ ŋżŋěÿŋěčő Šşřŋĺřă. Őŋ őłăğăńś£ ąőńěě śńőęŋżň, ůěň ňż řăśůĺšżćăńĺ. Ďń£ ń¿ďěľ ś łřěŕłĺňĺ ŋěřćăňĺ őŋ śšăń š£ęěńżň, ŋő ŕőńěğŋżň ĺśŕżšăŋĺěň. Ŋő ęăńłő, ěśńĺ ŋěłőšőřżě ÿłőńĳŋĺłĺ ŕőůşćśšćőćăńĺ řăğőůăřőćăŋĺě ć śćőĺţ śĺńăţ. Łő¡ťťĺűĺěŋš 1.6, ďăŋŋżľ śńőęŋőňş ćăřĺăŋšş ňńăďÿĺţ łńăśśőć ďń£ śőŕőśšăćńěŋĺ£ řěğşńĳšăšőć ś ŕřőÿńőčőďŋĺňĺ, ŋě ŕőňőč šěň, łšő ŋě řěÿĺń ŋĺ őďŋőľ ğăďăůĺ, šăł łăł ŋőńĳ şňŋőęăšĳ ąěśŕőńěğŋő.

Ŕőńŋżľ őšůěš ő 25 Šşřŋĺřě čőřőďőć ąşďěš őŕşąńĺłőćăŋ ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ Šşřŋĺřă. Łřőňě ćśěčő, ůšő śőďěřęĺšś£ ć ŕěřćőľ ůăśšĺ, łőšőřş¿ Ćż ďěřęĺšě ć řşłăţ, ć ŋěň ąşďşš ŕřĺćěďěŋż ĺšőčőćżě řěğşńĳšăšż čőřőďőć-şůăśšŋĺłőć ĺ śŕĺśőł ďĺŕńőňăŋšőć Šşřŋĺřă. Ć ¡šőň śŕĺśłě ŕřőšĺć ťăňĺńĺĺ łăęďőčő ďĺŕńőňăŋšă ąşďşš ŕřĺćěďěŋż řěğşńĳšăšż ěčő şůăśšĺ£ ć šőň ĺğ šşřőć ¡šőčő Šşřŋĺřă, ć łőšőřőň őŋ ďőąĺńś£ ŋăĺćżśÿĺţ şśŕěţőć.

Ŋ. Łőŋśšăŋšĺŋőć

ĎĆĂĎŰĂŠĲ Ŕ§ŠŻĽ ŠŞŘŊĹŘ ČŐŘŐĎŐĆ Őśěŋŋĺľ šşř, 19 őłš£ąř£ 2003 č. 8 { 9 łńăśśż, šřěŋĺřőćőůŋżľ ćăřĺăŋš.

(Ĺšőč ŕőďćőďĺšś£ ŕő šřěň ğăďăůăň, ŕő łőšőřżň ďőśšĺčŋşšż ŋăĺńşůÿĺě řěğşńĳšăšż.)

ąăńńż ğăďăůĺ

3 1. Łăęďă£ čřăŋĳ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďŋőľ łőřőąłĺ ś řěąřăňĺ 3, 4, 5 řăğďěńěŋă ŋă ěďĺŋĺůŋżě łćăďřăšĺłĺ. Ňőęŋő ńĺ ćŕĺśăšĳ ćő ćśě łćăďřăšĺłĺ ŕő ůĺśńş šăł, ůšőąż śşňňă ůĺśěń ć łăęďőň łńěšůăšőň łőńĳűě ÿĺřĺŋż 1, őŕő£śżćă¿źěň łőřőąłş, řăćŋ£ńăśĳ 120? (Č. Ă. Čăńĳŕěřĺŋ)

4 2. Ć ćżŕşłńőň śěňĺşčőńĳŋĺłě A_1A_2A_3A_4A_5A_6A_7 ďĺăčőŋăńĺ Ă_1Ă_3, Ă_2Ă_4, Ă_3Ă_5, A_4A_6, A_5A_7, A_6A_1 ĺ A_7A_2 řăćŋż ňěęďş śőąőľ. Ďĺăčőŋăńĺ Ă_1Ă_4, Ă_2Ă_5, Ă_3Ă_6, A_4A_7, A_5A_1, A_6A_2 ĺ A_7A_3 šőęě řăćŋż ňěęďş śőąőľ. Őą£- ğăšěńĳŋő ńĺ ¡šőš śěňĺşčőńĳŋĺł řăćŋőśšőřőŋŋĺľ? (Ă. Ł. Šőńŕżčő)

4 3. Ş łăęďőčő űěńőčő ůĺśńă őš n + 1 ďő 2n ćłń¿ůĺšěńĳŋő (čďě n | ŋăšşřăńĳŋőě) ćőğĳňěň ŋăĺąőńĳÿĺľ ŋěůěšŋżľ ďěńĺšěńĳ ĺ śńőęĺň ćśě ¡šĺ ďěńĺšěńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńşůĺšś£ n^2. (Ćěŋčřĺ£)

4 4. N šőůěł ŕńőśłőśšĺ, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ŕőŕăřŋő śőěďĺŋĺńĺ őšřěğłăňĺ (łăęďş¿ ś łăęďőľ). Ůăśšĳ őšřěğłőć ŕőłřăśĺńĺ łřăśŋżň, őśšăńĳŋżě | śĺŋĺň. Łřăśŋżě őšřěğłĺ őąřăğőćăńĺ ğăňłŋşšş¿ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£ ńőňăŋş¿, ĺ śĺŋĺě őšřěğłĺ | šőęě. Ŋăľďĺšě ćśě N, ŕřĺ łőšőřżţ ¡šő ňőčńő ŕőńşůĺšĳś£. (Ŋ. Ěňěńĳ£ŋőć)

5 5. Ŋă ŕőńőśłě 1 × N ŋă 25 ńěćżţ ŕőń£ţ śšő£š 25 ÿăÿěł. Ÿăÿłă ňőęěš ţőďĺšĳ ŋă śőśěďŋ¿¿ śŕřăćă śćőąőďŋş¿ łńěšłş ĺńĺ ŕěřěŕřżčŋşšĳ ůěřěğ śőśěďŋ¿¿ śŕřăćă ÿăÿłş ŋă śńěďş¿źş¿ ğă ŋěľ łńěšłş (ěśńĺ ¡šă łńěšłă śćőąőďŋă), ďćĺęěŋĺě ćńěćő ŋě řăğřěÿăěšś£. Ŕřĺ łăłőň ŋăĺňěŋĳÿěň N ćśě ÿăÿłĺ ňőęŋő ŕěřěśšăćĺšĳ ŕőďř£ď ąěğ ŕřőąěńőć ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě? (Ă. Ć. Ÿăŕőćăńőć)

ĎĆĂĎŰĂŠĲ Ŕ§ŠŻĽ ŠŞŘŊĹŘ ČŐŘŐĎŐĆ Őśěŋŋĺľ šşř, 19 őłš£ąř£ 2003 č. 10 { 11 łńăśśż, šřěŋĺřőćőůŋżľ ćăřĺăŋš.

(Ĺšőč ŕőďćőďĺšś£ ŕő šřěň ğăďăůăň, ŕő łőšőřżň ďőśšĺčŋşšż ŋăĺńşůÿĺě řěğşńĳšăšż, ąăńńż ğă ŕşŋłšż őďŋőľ ğăďăůĺ śşňňĺřş¿šś£.)

ąăńńż ğăďăůĺ

3 1. Ş łăęďőčő űěńőčő ůĺśńă őš n + 1 ďő 2n ćłń¿ůĺšěńĳŋő (čďě n | ŋăšşřăńĳŋőě) ćőğĳňěň ŋăĺąőńĳÿĺľ ŋěůěšŋżľ ďěńĺšěńĳ ĺ śńőęĺň ćśě ¡šĺ ďěńĺšěńĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńşůĺšś£ n^2. (Ćěŋčřĺ£)

4 2. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě łőńĺůěśšćő łćăďřăšĺłőć 1 × 1 ŋăďő ŋăřĺśőćăšĳ, ůšőąż ŕőńşůĺńőśĳ ĺğőąřăęěŋĺě łćăďřăšă 25 × 25, řăğďěńěŋŋőčő ŋă 625 łćăďřăšĺłőć 1 × 1? (Ď. Ă. Łăńĺŋĺŋ)

5 3. Ş ŕřőďăćűă ĺ ŕőłşŕăšěń£ ć śşňňě 1999 řşąńěľ ňőŋěšăňĺ ĺ łşŕ¿- řăňĺ ć 1, 5, 10, 50, 100, 500 ĺ 1000 řşąńěľ. Łőš ć ňěÿłě śšőĺš űěńőě ůĺśńő řşąńěľ, ŕřĺůěň ďěŋěč ş ŕőłşŕăšěń£ ďőśšăšőůŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőłşŕăšěńĳ śňőęěš łşŕĺšĳ łőšă, ŕőńşůĺć ŕřĺůĺšă¿źş¿ś£ śďăůş. (Ă. Ć. Ÿăŕőćăńőć)

4. Ŋă śšőřőŋăţ ěďĺŋĺůŋőčő łćăďřăšă łăł ŋă čĺŕőšěŋşğăţ ŕőśšřőěŋż ŕř£- ňőşčőńĳŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ (ćő ćŋěÿŋ¿¿ śšőřőŋş). Ŕşśšĳ A, B, C, D | ćěřÿĺŋż ŕř£ňżţ şčńőć, ă O_1, O_2, O_3, O_4 | űěŋšřż ćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ ¡šĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ďőłăęĺšě, ůšő 3 ă) ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ABCD ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2;

3 ą) ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă O^1O^2O^3O^4 ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1.(Ň. Ă. Ěćďőłĺňőć)

6 5. Ąşňăęŋżľ šěšřă¡ďř řăğřěğăńĺ ŕő řěąřăň šăł, ůšő ŕőńşůĺńăśĳ ŕńőśłă£ řăğćěřšłă. Ňőčńő ńĺ śńşůĺšĳś£, ůšő ¡šş řăğćěřšłş ŋěńĳğ£ řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ ąěğ ŋăńőęěŋĺľ (ć őďĺŋ śńőľ)? (Ś. Ć. Ňăřłěńőć)

ĎĆĂĎŰĂŠĲ Ŕ§ŠŻĽ ŠŞŘŊĹŘ ČŐŘŐĎŐĆ Őśěŋŋĺľ šşř, 26 őłš£ąř£ 2003 č. 8 { 9 łńăśśż, śńőęŋżľ ćăřĺăŋš.

(Ĺšőč ŕőďćőďĺšś£ ŕő šřěň ğăďăůăň, ŕő łőšőřżň ďőśšĺčŋşšż ŋăĺńşůÿĺě řěğşńĳšăšż.) ąăńńż ğăďăůĺ

4 1. Śšő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń őąřăğş¿š ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿. Ćőğňőęŋő ńĺ, ůšőąż ń¿ążě ďćă ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ążńĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ? (Ŕ. Ă. Łőęěćŋĺłőć)

5

2. Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő ¿ŋőÿěľ, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ğŋăłőň ś ŋěłőšőřżňĺ ďěćşÿłăňĺ. Ďćě śćăţĺ ğŋă¿š, łšő ś łěň ğŋăłőň. Őďŋă śćăţă ğă£ćń£ěš: À§ ňőčş őďŋőćřěňěŋŋő ęěŋĺšĳ ćśěţ ąř¿ŋěšőć šăł, ůšőąż łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ęěŋĺńś£ ŋă ğŋăłőňőľ ěňş ďěćşÿłě!Á. Ćšőřă£ śćăţă čőćőřĺš: ÀĂ £ ňőčş şśšřőĺšĳ śşďĳąş ćśěţ ąńőŋďĺŋőł: łăęďă£ ćżľďěš ğăňşę ğă ğŋăłőňőčő ¿ŋőÿş!Á. İšőš ďĺăńőč şśńżÿăń ń¿ąĺšěńĳ ňăšěňăšĺłĺ, łőšőřżľ śłăğăń: ÀĆ šăłőň śńşůăě ňőęŋő śďěńăšĳ ĺ šő, ĺ ďřşčőě!Á. Ŕřăć ńĺ őŋ? (Ă. đ. İćŋĺŋ)

5 3. Ŋăľďĺšě ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă k, ďń£ łőšőřżţ ŋăľďşšś£ šăłĺě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă m ĺ n, ůšő m(m + k) = n(n + 1). (Ą. Ř. Ťřěŋłĺŋ)

6 4. Łăłőě ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő łńěšőł ŋăďő őšňěšĺšĳ ŋă ďőśłě 15 × 15 šăł, ůšőąż śńőŋ, ŕőśšăćńěŋŋżľ ŋă ń¿ąş¿ łńěšłş ďőśłĺ, ąĺń ŋě ňěŋěě ďćşţ őšňěůěŋŋżţ łńěšőł? (Śńőŋ ąĳěš ŕő ďćşň ďĺăčőŋăń£ň, ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ łőšőřżţ őŋ śšőĺš; śńőŋ, ŕőśšăćńěŋŋżľ ŋă őšňěůěŋŋş¿ łńěšłş, ąĳěš ¡šş łńěšłş.) (Ŕ. Ă. Łőęěćŋĺłőć) 7 5. Ďăŋ łćăďřăš ABCD, ćŋşšřĺ łőšőřőčő ńěęĺš šőůłă O. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă şčńőć OAB, OBC, OCD ĺ ODA őšńĺůăěšś£ őš 180^∘ ŋě ąőńĳÿě, ůěň ŋă 45^∘. (Ťőńĳłńőř)

7

6. Ďăŋă łőřőąłă (ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď), ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ (ŋő ŋě ćŋşšřĺ) łőšőřőľ ŕőńğăěš ňşřăćěľ. Ĺğŋăůăńĳŋő ňşřăćěľ śĺďĺš ć şčńş. Ćěřŋő ńĺ, ůšő śřěďĺ ćśěţ šőůěł ŕőćěřţŋőśšĺ ŋă ŋăĺąőńĳÿěň řăśśšő£ŋĺĺ őš ňşřăćĳ£ ŋăţőďĺšś£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ şčőń? (Řăśśšő£ŋĺěň ňěęďş šőůłăňĺ, ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňşřăćĳ£, £ćń£ěšś£ ďńĺŋă łřăšůăľÿěčő ŕşšĺ ňěęďş ¡šĺňĺ šőůłăňĺ, ŕřőţőď£źěčő ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă.) (Ś. Ć. Ňăřłěńőć)

8

7. Ĺčřă¿š ďćőě. Ş ŕěřćőčő 1000 ůěšŋżţ łăřšőůěł (2, 4, . . . , 2000), ş ćšőřőčő 1001 ŋěůěšŋżţ (1, 3, . . . , 2001). Ţőď£š ŕő őůěřěďĺ, ŋăůĺŋăěš ŕěřćżľ. Ţőď śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň: ĺčřőł, ůĳ£ őůěřěďĳ ţőďĺšĳ, ćżłńăďżćăěš őďŋş ĺğ śćőĺţ łăřšőůěł, ă ďřşčőľ, ŕőśňőšřěć ŋă ŋěě, ćżłńăďżćăěš őďŋş ĺğ śćőĺţ łăřšőůěł; šőš, ş łőčő ůĺśńő ŋă łăřšőůłě ąőńĳÿě, ğăŕĺśżćăěš śěąě őďŋő őůłő, ă őąě ćżńőęěŋŋżě łăřšőůłĺ ćżąřăśżćă¿šś£. Ćśěčő ŕőńşůăěšś£ 1000 ţőďőć (ĺ őďŋă łăřšőůłă ćšőřőčő ŋě ĺśŕőńĳğşěšś£). Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő őůłőć ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ śěąě łăęďżľ ĺğ ĺčřőłőć (łăł ąż ŋĺ ĺčřăń ěčő śőŕěřŋĺł)? (Ă. Ł. Šőńŕżčő)

ĎĆĂĎŰĂŠĲ Ŕ§ŠŻĽ ŠŞŘŊĹŘ ČŐŘŐĎŐĆ

Őśěŋŋĺľ šşř, 26 őłš£ąř£ 2003 č, 10 { 11 łńăśśż, śńőęŋżľ ćăřĺăŋš.

(Ĺšőč ŕőďćőďĺšś£ ŕő šřěň ğăďăůăň, ŕő łőšőřżň ďőśšĺčŋşšż ŋăĺńşůÿĺě řěğşńĳšăšż, ąăńńż ğă ŕşŋłšż őďŋőľ ğăďăůĺ śşňňĺřş¿šś£.) ąăńńż ğăďăůĺ

4

1. Ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő ¿ŋőÿěľ, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ğŋăłőň ś ŋěłőšőřżňĺ ďěćşÿłăňĺ. Ďćě śćăţĺ ğŋă¿š, łšő ś łěň ğŋăłőň. Őďŋă śćăţă ğă£ćń£ěš: À§ ňőčş őďŋőćřěňěŋŋő ęěŋĺšĳ ćśěţ ąř¿ŋěšőć šăł, ůšőąż łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ęěŋĺńś£ ŋă ğŋăłőňőľ ěňş ďěćşÿłě!Á. Ćšőřă£ śćăţă čőćőřĺš: ÀĂ £ ňőčş şśšřőĺšĳ śşďĳąş ćśěţ ąńőŋďĺŋőł: łăęďă£ ćżľďěš ğăňşę ğă ğŋăłőňőčő ¿ŋőÿş!Á. İšőš ďĺăńőč şśńżÿăń ń¿ąĺšěńĳ ňăšěňăšĺłĺ, łőšőřżľ śłăğăń: ÀĆ šăłőň śńşůăě ňőęŋő śďěńăšĳ ĺ šő, ĺ ďřşčőě!Á. Ŕřăć ńĺ őŋ? (Ă. đ. İćŋĺŋ) 4 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě 3^{u1} · 2^{v1} + 3^{u2} · 2^{v2} + . . . + 3^{uk} · 2^{vk} , čďě u_1 > u_2 > . . . > u_k ≥ 0 ĺ 0 ≤ v_1 < v_2 < . . . < v_k | űěńżě ůĺśńă. (Ň. Ń. Čěřćěř)

6 3. Ďăŋă łőřőąłă (ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď), ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ (ŋő ŋě ćŋşšřĺ) łőšőřőľ ŕőńğăěš ňşřăćěľ. Ĺğŋăůăńĳŋő ňşřăćěľ śĺďĺš ć şčńş. Ćěřŋő ńĺ, ůšő śřěďĺ ćśěţ šőůěł ŕőćěřţŋőśšĺ ŋă ŋăĺąőńĳÿěň řăśśšő£ŋĺĺ őš ňşřăćĳ£ ŋăţőďĺšś£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ şčőń? (Řăśśšő£ŋĺěň ňěęďş šőůłăňĺ, ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňşřăćĳ£, £ćń£ěšś£ ďńĺŋă łřăšůăľÿěčő ŕşšĺ ňěęďş ¡šĺňĺ šőůłăňĺ, ŕřőţőď£źěčő ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă.) (Ś. Ć. Ňăřłěńőć)

7 4. Ďăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC. Ć ŋěň H | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ćżśőš, I | űěŋšř ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, O | űěŋšř őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, K | šőůłă łăśăŋĺ£ ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ śő śšőřőŋőľ BC. Ĺğćěśšŋő, ůšő őšřěğłĺ IO ĺ BC ŕăřăńńěńĳŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő őšřěğłĺ AO ĺ HK ŕăřăńńěńĳŋż. (Ŕ. Ă. Łőęěćŋĺłőć)

7

5. Ĺčřă¿š ďćőě. Ş ŕěřćőčő 1000 ůěšŋżţ łăřšőůěł (2, 4, . . . , 2000), ş ćšőřőčő 1001 ŋěůěšŋżţ (1, 3, . . . , 2001). Ţőď£š ŕő őůěřěďĺ, ŋăůĺŋăěš ŕěřćżľ. Ţőď śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň: ĺčřőł, ůĳ£ őůěřěďĳ ţőďĺšĳ, ćżłńăďżćăěš őďŋş ĺğ śćőĺţ łăřšőůěł, ă ďřşčőľ, ŕőśňőšřěć ŋă ŋěě, ćżłńăďżćăěš őďŋş ĺğ śćőĺţ łăřšőůěł; šőš, ş łőčő ůĺśńő ŋă łăřšőůłě ąőńĳÿě, ğăŕĺśżćăěš śěąě őďŋő őůłő, ă őąě ćżńőęěŋŋżě łăřšőůłĺ ćżąřăśżćă¿šś£. Ćśěčő ŕőńşůăěšś£ 1000 ţőďőć (ĺ őďŋă łăřšőůłă ćšőřőčő ŋě ĺśŕőńĳğşěšś£). Łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě ůĺśńő őůłőć ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ śěąě łăęďżľ ĺğ ĺčřőłőć (łăł ąż ŋĺ ĺčřăń ěčő śőŕěřŋĺł)? (Ă. Ł. Šőńŕżčő)

7 6. Ş šěšřă¡ďřă ABCD śşňňă ŕńőźăďěľ ďćşţ čřăŋěľ (ś őąźĺň řěąřőň AB) řăćŋă śşňňě ŕńőźăďěľ ďćşţ őśšăćÿĺţś£ čřăŋěľ (ś őąźĺň řěąřőň CD). Ďőłăęĺšě, ůšő śěřěďĺŋż řěąěř BC, AD, AC ĺ BD ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ŕřĺůěň ¡šă ŕńőśłőśšĳ śőďěřęĺš űěŋšř śťěřż, ćŕĺśăŋŋőľ ć šěšřă¡ďř ABCD. (Ś. Ń. Ąěřńőć, Ă. Ă. Ğăśńăćśłĺľ, Ŕ. Ă. Łőęěćŋĺłőć)

3 7. ă) Ć šăąńĺűě m × n řăśśšăćńěŋż ğŋăłĺ À+Á ĺ À−Á. Ğă őďĺŋ ţőď řăğřěÿăěšś£ ŕőňěŋ£šĳ ğŋăłĺ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ć ń¿ąőľ śšřőłě ĺńĺ śšőńąűě. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šăąńĺűă šăłĺňĺ ďěľśšćĺ£ňĺ ŋě ŕřĺćőďĺšś£ ł šăąńĺűě ĺğ őďŋĺţ ŕń¿śőć, šő ć ŋěľ ěśšĳ łćăďřăš 2 × 2, łőšőřżľ šőęě ŋě ŕřĺćőďĺšś£.

6 ą) Ć šăąńĺűě m × n řăśśšăćńěŋż ğŋăłĺ À+Á ĺ À−Á. Ğă őďĺŋ ţőď řăğřěÿăěšś£ ŕőňěŋ£šĳ ğŋăłĺ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ć ń¿ąőľ śšřőłě ĺńĺ śšőńąűě ĺńĺ ŋă ń¿ąőľ ďĺăčőŋăńĺ (şčńőćżě łńěšłĺ šőęě śůĺšă¿šś£ ďĺăčőŋăń£ňĺ). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šăąńĺűă šăłĺňĺ ďěľśšćĺ£ňĺ ŋě ŕřĺćőďĺšś£ ł šăąńĺűě ĺğ őďŋĺţ ŕń¿śőć, šő ć ŋěľ ěśšĳ łćăďřăš 4 × 4, łőšőřżľ šőęě ŋě ŕřĺćőďĺšś£. (Ă. Ążśšřĺłőć)

ŘĚŸĚŊĹ§ ĞĂĎĂŮ 25-čő ŠŞŘŊĹŘĂ ČŐŘŐĎŐĆ.

Őśěŋŋĺľ šşř, šřěŋĺřőćőůŋżľ ćăřĺăŋš. 8{9 łńăśśż.

Ğăďăůă 1.

Őšćěš: ňőęŋő.

Ŕőćěřţŋőśšĳ łőřőąłĺ śőśšőĺš ĺğ ďćşţ čřăŋěľ 3 × 4, ďćşţ čřăŋěľ 3 × 5 ĺ ďćşţ čřăŋěľ 4 × 5. Ğăŕĺÿěň ćő ćśě łńěšłĺ ŕěřćżţ ďćşţ čřăŋěľ ŕő ůĺśńş a, ćő ćśě łńěšłĺ ćšőřżţ ďćşţ čřăŋěľ ŕő ůĺśńş b, ĺ ćő ćśě łńěšłĺ őśšăćÿĺţś£ ďćşţ čřăŋěľ ŕő ůĺśńş c. Šőčďă šřěąőćăŋĺě ğăďăůĺ ąşďěš ćżŕőńŋ£šś£, ěśńĺ ąşďşš ćěřŋż řăćěŋśšćă 2(4a + 5b) = 120, 2(3a + 5c) = 120, 2(3b + 4c) = 120. Ĺğ ŕěřćżţ ďćşţ řăćěŋśšć ŕőńşůăěň, ůšő 4(3a + 5c) − 3(4a + 5b) = 60, őšłşďă 20c − 15b = 60. Şůĺšżćă£ šřěšĳě řăćěŋśšćő, ŋăţőďĺň, ůšő b = 8, c = 9, ĺ ĺğ ŕěřćőčő řăćěŋśšćă ŋăţőďĺň a = 5. Ŋăľďěŋŋżě ůĺśńă şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ¿.

Ğăďăůă 2.

Őšćěš: őą£ğăšěńĳŋő.

Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő śěňĺşčőńĳŋĺł ćżŕşłńżľ. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő A_1A_2 = A_2A_3 | šőčďă, ĺğ śĺňňěšřĺĺ şśńőćĺ£, ŕőńşůĺň, ůšő ćśě śšőřőŋż śěňĺşčőńĳŋĺłă řăćŋż.

Ğăňěšĺň, ůšő šřěşčőńĳŋĺłĺ A_6A_1A_3, A_7A_2A_4, A_1A_3A_5, A_2A_4A_6, A_3A_5A_7, A_4A_6A_1 ĺ A_5A_7A_2 řăćŋż ďřşč ďřşčş ŕő šřěšĳěňş ŕřĺğŋăłş řăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłőć (ŕő šřěň śšőřőŋăň), łřőňě šőčő, ćśě ¡šĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ řăćŋőąěďřěŋŋżě. Ŕşśšĳ şčńż ŕřĺ őśŋőćăŋĺ£ţ ¡šĺţ řăćŋőąěďřěŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋż ¸, ă şčńż ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ, ŕřőšĺćőńěęăźĺţ őśŋőćăŋĺ£ň, řăćŋż ˛.

Ğăňěšĺň, ůšő̸ A_2A_4A_1 ≠ A_2A_4A_6 −̸ A_1A_4A_6 = ˛ − ¸ ≠ A_3A_5A_7 −̸ A_2A_5A_7 = ̸A_3A_5A_2, őšłşďă šřěşčőńĳŋĺłĺ A_2A_4A_1 ĺ A_3A_5A_2 řăćŋż (ŕő ďćşň śšőřőŋăň ĺ şčńş ňěęďş ŋĺňĺ). İšő ğŋăůĺš, ůšő A_1A_2 = A_2A_3:

Ğăďăůă 3. Őšćěš: n^2.

Ďőłăęěň, ůšő ŋăąőř ŋăĺąőńĳÿĺţ ŋěůěšŋżţ ďěńĺšěńěľ ůĺśěń n+1; . . . , 2n śőćŕăďăěš ś ŋăąőřőň ŕěřćżţ n ŋěůěšŋżţ ůĺśěń őš 1 ďő 2n − 1. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺě ŋěůěšŋżě ďěńĺšěńĺ ůĺśěń őš n+1 ďő 2n řăğńĺůŋż (šăł łăł ĺţ řőćŋő n, ĺ ćśě őŋĺ ŋě ŕřěćőśţőď£š 2n − 1). Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě: ďćă łăłĺţ-šő ŋăĺąőńĳÿĺţ ŋěůěšŋżţ ďěńĺšěń£ śőćŕăďă¿š. Šőčďă ůĺśńă, ş łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ¡šĺ ďěńĺšěńĺ, őšńĺůă¿šś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ć 2 řăğă, ůšő ŋěćőğňőęŋő (šăł łăł őąă ¡šĺ ůĺśńă ńěęăš ňěęďş n + 1 ĺ 2n, ŋő şęě 2(n + 1) ąőńĳÿě ůěň 2n). Ŕőńşůĺńĺ ŕřőšĺćőřěůĺě. Ğŋăůĺš, ĺśłőňă£ śşňňă S ěśšĳ 1+3+5+: : :+2n−1: Ŕřĺąăćĺć ł ¡šőľ śşňňě ěě ęě, ğăŕĺśăŋŋş¿ ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě, ŕőńşůĺň, ůšő 2S = (1 + 2n − 1) + (2 + 2n − 3) + : : : + (2n − 1 + 1) = n · 2n = 2n^2, őšłşďă S = n^2.

Ğăďăůă 4.

Šăł łăł śĺŋĺě őšřěğłĺ őąřăğş¿š ğăňłŋşšş¿ ńőňăŋş¿, ĺ łřăśŋżě | šőęě, ĺğ łăęďőľ šőůłĺ ćżţőďĺš ćśěčő ńĺąő ďćă őšřěğłă (őďŋőčő űćěšă), ńĺąő ůěšżřě (ďćă śĺŋĺţ ĺ ďćă łřăśŋżţ). Ćőğĳňěň ń¿ąş¿ šőůłş: ś őďŋőľ śšőřőŋż, őŋă śőěďĺŋěŋă śő ćśěňĺ őśšăńĳŋżňĺ šőůłăňĺ, ă śďřşčőľ śšőřŋż | ŋě ąőńěě, ůěň ś ůěšżřĳň£ šőůłăňĺ. İšő ğŋăůĺš, ůšő ćśěčő šőůěł ŋě ąőńĳÿě ŕ£šĺ.

Śńşůăĺ N = 1, N = 2 ĺ N = 3 ŋěćőğňőęŋż, šăł łăł ćśěčő őšřěğłőć ďőńęŋő ążšĳ ŋě ňěŋĳÿě ÿěśšĺ | ňĺŋĺňşň ŕő šřĺ ŋă łăęďş¿ ğăňłŋşšş¿ ńőňăŋş¿ (ňż śůĺšăěň, ůšő őąă űćěšă ŕřĺśşšśšćş¿š).

Śńşůăľ N = 4 ŋěćőğňőęěŋ, šăł łăł ĺğ łăęďőľ šőůłĺ ćżţőďĺš ŕő šřĺ őšřěğłă. Śńşůăľ N = 5 śăňżľ ĺŋšěřěśŋżľ. Řăśŕőńőęĺň šőůłĺ A_1, A_2, A_3 ć ćěřÿĺŋăţ řăćŋőśšőřőŋŋěčő šřěşčőńĳŋĺłă, ă šőůłĺ A_4 ĺ A_5 | ćŋşšřĺ ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ŋă śřěďŋěľ ńĺŋĺĺ, ŕăřăńńěńĳŋőľ A_1A_2 (šăł, ůšő ćěłšőřż ~A_4A_5 ĺ ~A_1A_2 śőŋăŕřăćńěŋż.) Śőěďĺŋĺć ŕőśńěďőćăšěńĳŋő śĺŋĺňĺ őšřěğłăňĺ šőůłĺ A_1, A_3, A_5, A_2, A_4 ĺ A_1, ŕőńşůĺň ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£ ńőňăŋş¿. Śőěďĺŋĺć ŕőśńěďőćăšěńĳŋő łřăśŋżňĺ őšřěğłăňĺ šőůłĺ A_1, A_5, A_4, A_3, A_2 ĺ A_1, šăłęě ŕőńşůĺň ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£ ńőňăŋş¿.

Ğăďăůă 5. Őšćěš: 50.

Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ěśńĺ ŕőńőśłă śőďěřęĺš ňěŋěě 50 ŕőńěľ, šő ŕěřěśšăćĺšĳ ÿăÿłĺ ŋě şďăśšś£. Ć śăňőň ďěńě, šăł łăł ÿăÿłĺ ŋě ňőčşš ďćĺčăšĳś£ ŋăğăď, ÿăÿłă 25 ďőńęŋă őśšăšĳś£ ŋă ňěśšě (ěśńĺ őŋă śďćĺŋěšś£ ţőšĳ ŋă 1 ŕőğĺűĺ¿ ćŕřăćő, šő ŕőśńě ŋěě ćżśšřő- £šś£ ěźě 24 ÿăÿłĺ, ĺ ćśěčő ŕőšřěąşěšś£ ŋě ňěŋĳÿě 50 ŕőńěľ). Ğŋăůĺš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ćőğňőęŋżľ ŕěřćżľ ţőď | ŕěřěŕřżčŋşšĳ ÿăÿłőľ 24 ůěřěğ ÿăÿłş 25, ŕřĺůěň ŕőśńě ¡šőčő ÿăÿłă 24 šőęě ŋě ňőęěš śďćĺŋşšĳś£ ćŕřăćő. Ŋő šőčďă ÿăÿłĺ 25 ĺ 24 ćżŋşęďěŋż ŋěŕőďćĺęŋő śšő£šĳ ř£ďőň, ĺ ůěřěğ ŋĺţ ŕő ŕřăćĺńăň ŋě şďăśšś£ ŕěřěŕřăćĺšĳ ŋĺ őďŋőľ ÿăÿłĺ. Ĺšăł, ŕőńěľ ŋě ňěŋĳÿě 50.

Ďőłăęěň, ůšő ŕřĺ N = 50 ćśě ÿăÿłĺ ňőęŋő ŕěřěśšăćĺšĳ ŕőďř£ď ąěğ ŕřőąěńőć ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě. Ŋăŕĺÿěň ŕěřćżě ŋěśłőńĳłő ŕěřěňěźěŋĺľ:

1, 2, 3, 4, ... , 21, 22, 23, 24, 25, , , , , , ...

1, 2, 3, 4, ... , 21, 22, 23, 24, , 25, , , , , ...

1, 2, 3, 4, ... , 21, 22, , 24, 23, 25, , , , , ...

1, 2, 3, 4, ... , 21, 22, , 24, , 25, 23, , , , ...

1, 2, 3, 4, ... , 21, 22, , 24, , 25, , 23, , , ...

Ć řěğşńĳšăšě ÿăÿłĺ 25 ĺ 23 şęě śšő£š ŋă śćőĺţ (ŋőćżţ) ňěśšăţ. Śńěďş¿źĺňĺ ŋěśłőńĳłĺňĺ ţőďăňĺ ŕěřěňěśšĺň ŋă śćőě ňěśšő ÿăÿłş 21 (őŋă ŕěřěŕřżčŋěš ůěřěğ ÿăÿłĺ 22, 24, 25, 23 ĺ ŕőšőň śňěśšĺšś£ ŋă ÿăč ćŕřăćő):

1, 2, 3, 4, ... , , 22, , 24, , 25, , 23, , 21, ...

Ŕőśńě ¡šőčő ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ŕěřěňěśšĺšĳ ŋă śćőě ňěśšő ÿăÿłş 19, ğăšěň | 17, ĺ šăł ďăńěě, ďő ťĺÿłĺ 1 ćłń¿ůĺšěńĳŋő. Ŕőńşůĺň łăřšĺŋłş:

, 2, , 4, ... , , 22, , 24, , 25, , 23, , 21, ... , 3, , 1

Šěŕěřĳ ńěčłő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕěřěňěśšĺšĳ ŋă śćőĺ ňěśšă ÿăÿłĺ 2, 4, ..., 22, 24.

Őśěŋŋĺľ šşř, šřěŋĺřőćőůŋżľ ćăřĺăŋš. 10{11 łńăśśż.

Ğăďăůă 1.

Śň. řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 3 šřěŋĺřőćőůŋőčő ćăřĺăŋšă ňńăďÿĺţ łńăśśőć. Ğăďăůă 2.

Őšćěš: 360 łćăďřăšĺłőć.

Łőńĺůěśšćő łćăďřăšĺłőć, ŕřĺňżłă¿źĺţ ł čřăŋĺűě łćăďřăšă 25 × 25, řăćŋő 24 · 4 = 96. Ćśě ¡šĺ łćăďřăšĺłĺ ŕřĺďěšś£ ŋăřĺśőćăšĳ (ĺŋăůě ňż ŋě śňőęěň ŕőńşůĺšĳ čřăŋĺűş ąőńĳÿőčő łćăďřăšă).

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ćŋşšřěŋŋĺľ łćăďřăš 23 × 23. Őśšăńőśĳ ŕőńşůĺšĳ ĺğőąřăęěŋĺě ¡šőčő łćăďřăšă, řăğďěńěŋŋőčő ŋă łćăďřăšĺłĺ 1 × 1, ŕřĺůěň čřăŋĺűă łćăďřăšă şęě ŋăřĺśőćăŋă. Řăğďěńĺň ¡šőš łćăďřăš ŋă ďőňĺŋőÿłĺ řăğňěřőň 2 × 2 šăł, ůšőąż őśšăńś£ őďĺŋ ńĺÿŋĺľ łćăďřăšĺł (¡šő śďěńăšĳ ŋěšřşďŋő). Łăęďă£ ďőňĺŋőÿłă śőśšőĺš ĺğ ďćşţ łćăďřăšĺłőć 1 × 1, őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ ŕřĺďěšś£ ŋăřĺśőćăšĳ, šăł łăł ĺŋăůě ňż ŋě ŕőńşůĺň ĺğőąřăęěŋĺě őšřěğłă, ŕő łőšőřőňş čřăŋĺůăš łćăďřăšĺłĺ, śőśšăćń£¿źĺě ¡šş ďőňĺŋőÿłş. Ćśěčő ďőňĺŋőÿěł (23 · 23 − 1)=2 = 264, ĺ ğŋăůĺš ŋěőąţőďĺňő ěźě 264 łćăďřăšĺłă.

Ŕőłăęěň, ůšő šăłőčő łőńĺůěśšćă ĺ ďőśšăšőůŋő. Řăğďěńĺň łćăďřăš 23 × 23 ŋă łćăďřăšĺłĺ 1 × 1 ĺ řăśłřăśĺň ĺţ ć ąěńżľ ĺ ůěřŋżľ űćěšă ć ÿăţňăšŋőň ŕőř£ďłě. Šőčďă ŕőńşůĺň 264 łćăďřăšĺłă őďŋőčő űćěšă (śłăęěň, ůěřŋőčő) ĺ 265 łćăďřăšĺłőć ąěńőčő űćěšă. Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ďőśšăšőůŋő ŋăřĺśőćăšĳ šőńĳłő ůěřŋżě łćăďřăšĺłĺ, łőšőřżţ 264. Ŕőńşůăěň őšćěš: 96 + 264 = 360.

Ğăďăůă 3.

Ŕşśšĳ ćŋăůăńě ŕőłşŕăšěńĳ ćśě śćőĺ ďěŋĳčĺ őšďăśš łşŕűş. Ŕőśńě ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ĺňě£ 1999 řşąńěľ ňőŋěšăňĺ ĺ łşŕ¿řăňĺ ŕő 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000 řşąńěľ, ňőęŋő ŋăąřăšĳ N řşąńěľ ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő N őš 1 ďő 1999 (šőčďă ŕřőďăćěű śňőęěš ćżŕńăšĺšĳ ń¿ąş¿ ŋěőąţőďĺňş¿ śďăůş).

Řěÿĺň ąőńěě őąźş¿ ğăďăůş. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć ţőęďěŋĺĺ ŋăţőď£šś£ ňőŋěšż ďőśšőĺŋśšćőň 1 = a_0 < a_1 < a_2 < : : : < a_n řşąńěľ, ŕřĺůěň ďń£ łăęďőčő i = 1; 2; : : : ; n ůĺśńő a_i ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă a_{i−1}. Ďőłăęěň śńěďş¿źěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě: ĺňě£ a_n − 1 řşąńěľ, ňőęŋő ŋăąřăšĳ N řşąńěľ ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő N őš 1 ďő a_n − 1. Ĺğ ďőłăğăŋŋőčő őąźěčő şšćěřęďěŋĺ£ ŕőśńěďşěš řěÿěŋĺě ğăďăůĺ: ďőśšăšőůŋő ŕőńőęĺšĳ a_1 = 5; a_2 = 10; a_3 = 50; a_4 = 100; a_5 = 500; a_6 = 1000; a_7 = 2000.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ŕřĺ n = 1 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕşśšĳ şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ďń£ n = k. Řăśśňőšřĺň ŋăąőř 1 = a_0 < a_1 < a_2 < : : : < a_k < a_{k+1} šăłőľ, ůšő ďń£ łăęďőčő i = 1; 2; : : : ; k + 1 ůĺśńő a_i ďěńĺšś£ ŋăűěńő ŋă a_{i−1}. Ŕşśšĳ ş ŋăś ĺňěěšś£ a_{k+1} − 1 řşąńěľ ňőŋěšăňĺ ŕő 1; a_1; a_2; : : : ; a_{k+1} řşąńěľ. Ğăňěšĺň, ůšő ďőśšőĺŋśšćő ń¿ąőľ ňőŋěšż, łřőňě ňőŋěš ŕő 1 řşąń¿, ďěńĺšś£ ŋă a_1, ă őąźă£ śşňňă ĺňě¿źĺţś£ ďěŋěč ďăěš őśšăšőł a_1 − 1 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă a_1. İšő őğŋăůăěš, ůšő ş ŋăś ĺňěěšś£ ţőš£ ąż a_1 − 1 ňőŋěš ŕő őďŋőňş řşąń¿, ŕřĺůěň őśšăćÿěěś£ łőńĺůěśšćő ňőŋěš ŕő 1 řşąń¿ ďěńĺšś£ ŋă a_1. Őšńőęĺň a_1 −1 ňőŋěš ŕő őďŋőňş řşąń¿, ă őśšăńĳŋżě ňőŋěšż ŕő 1 řşąń¿ őąžěďĺŋĺň ć čřşŕŕż ŕő a_1 ňőŋěš ĺ ć ďăńĳŋěľÿěň łăęďş¿ šăłş¿ čřşŕŕş ąşďěň śůĺšăšĳ őďŋőľ ňőŋěšőľ ć a_1 řşąńěľ (őš ¡šőčő ŋăąĺřăšĳ śšăŋěš šőńĳłő š£ęěńěě). Šăłĺň őąřăğőň, śůĺšăěň, ůšő ş ŋăś řőćŋő a_1 − 1 ňőŋěš ŕő őďŋőňş řşąń¿, ă őśšăćÿĺěś£ a_{k+1} − a_1 řşąńěľ ŋăąřăŋż ňőŋěšăňĺ ŕő a_1; a_2; : : : ; a_{k+1} řşąńěľ. Ŕřĺŋ£ć a_1 řşąńěľ ğă 1 ş.ě., ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő^{ak+1}_{a1} − 1 ş.ě. ŋăąřăŋż ňőŋěšăňĺ ŕő 1 =^{a1}_{a1} ;^{a2}_{a1} ; : : : ;^{ak+1}_{a1} ş.ě. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő ŋăąřăšĳ ń¿ąőě łőńĺůěśšćő ş.ě. őš 1 ďő^{ak+1}_{a1} − 1.

Ŕşśšĳ N | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő őš 1 ďő a_{k+1} − 1, ďă¿źěě őśšăšőł r ≤ a_1 − 1 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă a_1. Ćőğĳňěň r ňőŋěš ŕő 1 řşąń¿, őśšăńőśĳ ŋăąřăšĳ N − r řşąńěľ, ůšő řăćŋő^{N−r}_{a1} ≤^{ak+1}_{a1} − 1 ş.ě. Ŕő ďőłăğăŋŋőňş, šăłőě łőńĺůěśšćő ş.ě. ŋăąřăšĳ ňőęŋő.

Ğăďăůă 4.

Ďőłăęěň śŋăůăńă ćśŕőňőčăšěńĳŋżľ ťăłš: ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă KLMN, ńěęăźěčő ć łřşčě řăďĺşśă R, ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2R^2.

Ŕşśšĳ O | űěŋšř ŋăÿěčő łřşčă. Řăśśňőšřĺň šřěşčőńĳŋĺłĺ OKL, OLM, OMN ĺ ONK. Ŕńőźăďĳ łăęďőčő ĺğ ŋĺţ řăćŋă ŕőńőćĺŋě ŕřőğćěďěŋĺ£ śšőřőŋ ŋă śĺŋşś şčńă ňěęďş ŋĺňĺ, ĺ šěň śăňżň ŋě ŕřěćőśţőďĺš R^2=2, šăł łăł śšőřőŋż ŋě ŕřěćőśţőď£š R, ă śĺŋşśż ŋě ŕřěćőśţőď£š 1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, 4 şłăğăŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłă, őůěćĺďŋő, ŕőłřżćă¿š ůěšżřěţşčőńĳŋĺł KLMN, őšłşďă ěčő ŕńőźăďĳ ŋě ąőńĳÿě 2R^2.

(Ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ťăłšă: ŕşśšĳ ’ | şčőń ňěęďş ďĺăčőŋăń£ňĺ KM ĺ LN, šőčďă ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă KLMN řăćŋă (KM ·LN sin ’)=2, ůšő ŋě ŕřěćőśţőďĺš (2R · 2R)=2.)

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł řěÿěŋĺ¿ śăňőľ ğăďăůĺ. Ŕşśšĳ O | űěŋšř łćăďřăšă ABCD. ă) Ŕşśšĳ S | śěřěďĺŋă śšőřőŋż łćăďřăšă, ŋă łőšőřőľ ŕőśšřőěŋ šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋőľ A. Šőčďă OA ŋě ŕřěćőśţőďĺš OS + SA = 0; 5 + 0; 5 = 1 (ŕő ŋěřăćěŋśšćş šřěşčőńĳŋĺłă). Ăŋăńőčĺůŋő, OB, OC ĺ OD ŋě ŕřěćőśţőď£š 1, őšłşďă ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD ńěęĺš ć łřşčě ś űěŋšřőň ć O ĺ řăďĺşśőň 1, ă ğŋăůĺš ěčő ŕńőźăďĳ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2.

ą) Ŕşśšĳ XY ZT | ďăŋŋżľ ć şśńőćĺĺ ěďĺŋĺůŋżľ łćăďřăš. Řăśśňőšřĺň őłřşęŋőśšĳ ‚, őŕĺśăŋŋş¿ ćőłřşč ¡šőčő łćăďřăšă (ěě řăďĺşś řăćěŋ (^√2)=2). Ďőłăęěň, ůšő šőůłă O_1 ńěęĺš ŋă ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ. Ŕşśšĳ XY | śšőřőŋă łćăďřăšă, ŋă łőšőřőľ ŕőśšřőěŋ ŕř£ňőşčőńĳŋżľ šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋőľ A. Šőčďă O_1 | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ąĺśśěłšřĺśś šřěşčőńĳŋĺłă XAY , őšłşďă̸ XO_1Y = 180^∘ − 0; 5(̸ AXY +̸ AY X) = 135^∘. Ŋő şčőń XZY řăćěŋ 45^∘, őšłşďă šőůłĺ X; O_1; Y; Z ńěęăš ŋă őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, ŋő ¡šő ĺ ěśšĳ őłřşęŋőśšĳ ‚ (šăł łăł őŋă śőďěřęĺš šőůłĺ X, Y ĺ Z). Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő šőůłĺ O_2, O_3 ĺ O_4 ńěęăš ŋă őłřşęŋőśšĺ ‚, šő ěśšĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł O_1O_2O_3O_4 ńěęĺš ć łřşčě řăďĺşśă ( √ 2)=2, ĺ ğŋăůĺš ěčő ŕńőźăďĳ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 2(( √ 2)=2)^2 = 1.

Ğăďăůă 5.

Őšćěš: ňőčńő.

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěř šěšřă¡ďřă, őďŋş ĺğ řăğćěřšőł łőšőřőčő ŋěńĳğ£ řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ ąěğ ŋăńőęěŋĺľ (ć őďĺŋ śńőľ).

Ňż ŕřĺćěďěň śŋăůăńă ŕřĺňěř řăğćěřšłĺ, ă ŕőšőň ŕőłăęěň, łăł śłńěĺšĳ ĺğ ŋěě šěšřă¡ďř. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šőčő, ůšő šěšřă¡ďř ďěľśšćĺšěńĳŋő şďăśšś£ śłńěĺšĳ, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źă£ őůěćĺďŋă£

Ńěňňă. Ĺğ šőůłĺ O ŕńőśłőśšĺ ćżţőď£š ůěšżřě őšřěğłă OK, OL, OM ĺ ON (ĺňěŋŋő ć šăłőň ŕőř£ďłě, ěśńĺ śňőšřěšĳ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě). Ŕşśšĳ OK = ON, ĺ śřěďĺ şčńőć LOM, KOL ĺ MON śşňňă ń¿ążţ ďćşţ şčńőć ąőńĳÿě šřěšĳěčő. Šőčďă ňőęŋő ćżřěğăšĳ ĺğ ŕńőśłőśšĺ ťĺčşřş OKLMN (ŕő őšřěğłăň OK, KL, LM, MN

ĺ NO) ĺ śłńěĺšĳ ĺğ ¡šőľ ťĺčşřż šěšřă¡ďř ś šřěň£ ąşňăęŋżňĺ čřăŋ£ňĺ ĺ ďżř-

łőľ ćňěśšő ůěšćěřšőľ čřăŋĺ (ŕěřěčŋşć ďń£ ¡šőčő ťĺčşřş ŕő őšřěğłăň OL ĺ OM ĺ śőćňěśšĺć őšřěğłĺ OK ĺ ON).

(Ć śńşůăě, ěśńĺ ÿłőńĳŋĺł ĺśŕőńĳğşěš ¡šş ńěňňş ć śćőěľ řăąőšě ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă, őűěŋłă ğă řěÿěŋĺě ŋě śŋĺęăěšś£.)

Şłăęěň šěŕěřĳ řăğćěřšłş. Ććěďěň ŋă ŕńőśłőśšĺ ďěłăřšőćş śĺśšěňş łőőřďĺŋăš. Őšňěšĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ šőůłş A ś łőőřďĺŋăšăňĺ (0; 0), šőůłş A^′ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (0; 10), šőůłş B ś łőőřďĺŋăšăňĺ (9; 6), šőůłş B^′ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (4; 9), šőůłş C ś łőőřďĺŋăšăňĺ (25=6; 25=6) ĺ šőůłş D ś łőőřďĺŋăšăňĺ (15; 5).

A s

A^′ s

B_s

B^′_s

C s D_s

ıııı

   ıııı

       ıııı

          ıııı

              ıııı

                  ıııı

                     ıııı

                         ıııı

                            ıııı

                                ıııı

                                   ıııı

                                       ı

PPPP
   PPPP
       PPPP
          PPPP
              PPPP
                  PPPP
                     PPPP
                         PPPP
                            PPPP
                                PPPP
                                   PPPP
                                       P

�

  �

   �

     �

       �

         �

          �

                        hhhhhhh
                              hhhhhhh
                                    hhhh

Ŕřőćěďěň őšřěğłĺ AB^′, B^′C, CB, BA^′, A^′D, DA | ¡šĺ őšřěğłĺ śőśšăćń£¿š čřăŋĺűş řăğćěřšłĺ šěšřă¡ďřă. Ŕřőćěďěň šăłęě őšřěğłĺ AC ĺ CD.

Ŕěřěůĺśńĺň čřăŋĺ ŋăÿěčő šěšřă¡ďřă: AB^′C, ACD, CBD ĺ BA^′D. Ğăňěšĺň, ůšő AD = A^′D, B^′C = BC ĺ AB^′ = A^′B (¡šő ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ğŋă£ łőőřďĺŋăšż šőůěł).

Ňż ćĺďĺň, ůšő řăğćěřšłă ĺňěěš śăňőŋăńőęěŋĺ£ (čřăŋĺ AB^′C ĺ BA^′D ŕěřěłřżćă- ¿šś£), ĺ śăňőŋăńőęěŋĺľ ŋěńĳğ£ ĺğąěęăšĳ.

Ŋő ňőęŋő ńĺ ĺğ ŕőńşůěŋŋőľ řăğćěřšłĺ śłńěĺšĳ šěšřă¡ďř?

Ůšőąż ĺśśńěďőćăšĳ ¡šőš ćőŕřőś, ŕřőďěńăěň śŋăůăńă ŋěąőńĳÿş¿ ŕőďčőšőćĺšěńĳŋş¿ řăąőšş.

Ŕřőćěďěň ůěřěğ śěřěďĺŋş őšřěğłă BB^′ ŕř£ňş¿ l, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ¡šőňş őšřěğłş. Ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ X ŋă ¡šőľ ŕř£ňőľ ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ şśńőćĺě XB^′ = XB. Ŕşśšĳ X | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ l ĺ ąĺśśěłšřĺśż şčńă ADA^′. Řăśśňőšřĺň ŋőćş¿ řăğćěřšłş, ć łőšőřőľ ćňěśšő šőůłĺ C ćğ£šă šőůłă X (ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺň őąřăğőň ĺğňěŋěŋż řěąřă).

Ğăňěšĺň, ůšő ĺğ ŋőćőľ řăğćěřšłĺ śłńěĺšĳ šěšřă¡ďř ŋěńĳğ£, ŕőśłőńĳłş śşňňă şčńőć A^′DB ĺ BDX řăćŋă şčńş XDA (šăł łăł šřěşčőńĳŋĺł A^′DA řăćŋőąěďřěŋŋżľ, XD | ěčő ąĺśśěłšřĺśă).

Śďćĺŋěň šěŕěřĳ ŋěňŋőčő šőůłş X ŕő ŕř£ňőľ l ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ł šőůłě C ĺ řăśśňőšřĺň śőőšćěšśšćş¿źş¿ řăğćěřšłş. Őŋă ŕő-ŕřěęŋěňş ąşďěš ĺňěšĳ śăňőŋăńőęěŋĺ£, łőšőřżţ ŋěńĳğ£ ĺğąěęăšĳ.

Ďőłăęěň, ůšő ĺğ ŕőńşůěŋŋőľ řăğćěřšłĺ şęě ňőęŋő ąşďěš śłńěĺšĳ šěšřă¡ďř. Ďń£ ¡šőčő śőćňěśšĺň ćěřÿĺŋż A ĺ A^′, ŕěřěčŋşć řăğćěřšłş ŕő őšřěğłăň XD ĺ BD šăł, ůšőąż śőćňěśšĺńĺśĳ (řăćŋżě ŕő ďńĺŋě) őšřěğłĺ AD ĺ A^′D. İšő şďăśšś£ śďěńăšĳ ć śĺńş ńěňňż, ŕőśłőńĳłş šěŕěřĳ śşňňă şčńőć A^′DB ĺ BDX ąşďěš şęě ąőńĳÿě şčńă XDA, śşňňă şčńőć BDX ĺ XDA ąşďěš ąőńĳÿě şčńă A^′DB (šăł łăł ¡šă śşňňă ąőńĳÿě ŕőńőćĺŋż şčńă A^′DA, ă şčőń A^′DB | ňěŋĳÿě), ĺ ŋăłőŋěű śşňňă şčńőć XDA ĺ A^′DB ąşďěš ąőńĳÿě şčńă BDX (ŕőśłőńĳłş ňż śďćĺŋşńĺ šőůłş X ŋěňŋőčő, šăł ůšő ďăęě şčőń XDA ćśě ěźě ąőńĳÿě şčńă BDX).

Őśšăńőśĳ ŕěřěčŋşšĳ čřăŋĳ AB^′X ŕő řěąřş AX ĺ śőćňěśšĺšĳ ¡šş čřăŋĳ ś ďżřőľ ABX ć ŋěďőłńěěŋŋőň šěšřă¡ďřě (¡šő ćőğňőęŋő, šăł łăł šřěşčőńĳŋĺłĺ AB^′X ĺ ABX řăćŋż ŕő šřěň śšőřőŋăň).

Ňż ŕőńşůĺńĺ šěšřă¡ďř AXBD, ůšő şęě £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ğăďăůĺ. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ (ŕřőďěńăć ŋěąőńĳÿĺě ćżůĺśńěŋĺ£), ůšő ĺğ ĺśţőďŋőľ řăğćěřšłĺ (ś šőůłőľ C) šăłęě ňőęŋő śłńěĺšĳ šěšřă¡ďř (šő ěśšĳ, šőůłş X ňőęŋő śďćĺčăšĳ ŕő ŕř£ňőľ l ćŕńőšĳ ďő šőůłĺ C), ŋő, ŕőśłőńĳłş ğăďăůă şęě řěÿěŋă, ňż ¡šőčő ďěńăšĳ ŋě ąşďěň.

Őśěŋŋĺľ šşř, śńőęŋżľ ćăřĺăŋš. 8{9 łńăśśż.

Ğăďăůă 1.

Őšćěš: ćőğňőęŋő.

Ŋăŕřĺňěř, ůĺśńă 1 + 100!, 1 + 2 · 100!, 1 + 3 · 100!, . . . , 1 + 100 · 100! őąřăğş¿š ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿. Ďőłăęěň, ůšő ń¿ążě ďćă ĺğ ¡šĺţ ůĺśěń ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ś őďŋőľ śšőřőŋż, ćśě őŋĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšż ś ůĺśńőň 100!, ă ğŋăůĺš ĺ ś ůĺśńăňĺ ćĺďă l · 100!, čďě l | ń¿ąőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ŋě ŕřěćőśţőď£źěě 100. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ń¿ążţ ďćşţ ůĺśěń ŋăÿěľ ŕřőčřěśĺĺ 1+m·100! ĺ 1+n·100! ďěńĺš ĺţ řăğŋőśšĳ (m − n) · 100!, čďě |m − n| ŋě ŕřěćőśţőďĺš 100, ă ¡šő ğŋăůĺš (ŕő ŕřěďżďşźěňş), ůšő őŋ řăćěŋ 1.

Ğăďăůă 2.

Śňőšřĺšě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1 śńőęŋőčő ćăřĺăŋšă śšăřÿĺţ łńăśśőć. Ğăďăůă 3.

Őšćěš: řěÿěŋĺě śşźěśšćşěš ďń£ ćśěţ k, łřőňě 2 ĺ 3. Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ k = 2 ĺ k = 3 řěÿěŋĺľ ŋě śşźěśšćşěš.

Őůěćĺďŋő, ůšő ŕřĺ k > 1 ůĺśńő m ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě, ůěň n − 1 (ĺŋăůě m(m + k) ąşďěš ąőńĳÿě, ůěň n(n + 1)). Ŋő ŕřĺ m ≤ n − 1 (ĺ k ≤ 3) ŕőńşůăěň m(m + k) ≤ (n − 1)(n + 2) < n(n + 1), ĺ śŋőćă řăćěŋśšćő ŋěćőğňőęŋő.

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, łăł ŋăľšĺ ţőš£ ąż őďŋő řěÿěŋĺě ďń£ őśšăńĳŋżţ k. Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě n(n + 1) = m(m + k) łăł łćăďřăšŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő n. Ěčő ďĺśłřĺňĺŋăŋš řăćěŋ D = 1 + 4m(m + k). Ůĺśńő n ąşďěš űěńżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă D ąşďěš ŕőńŋżň łćăďřăšőň, ŕőśłőńĳłş n = (−1 + √ D)=2, ă ůĺśńő −1 +^√D, őůěćĺďŋő, ů-ěšŋőě.

Ŕőŕřőąşěň ć łăůěśšćě D ćğ£šĳ ůĺśńő ćĺďă (2m + 2l + 1)^2, čďě l | ŋăšşřăńĳŋőě. Šőčďă (2m + 2l + 1)^2 = 1 + 4m(m + k), őšłşďă ŕőśńě ŋěśńőęŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ ŕőńşůăěň, ůšő mk = m(2l + 1) + l(l + 1). Řăśňőšřĺň řěÿěŋĺ£ m = l(l + 1)=2 ĺ m = l(l + 1), ŕőńşůĺň k = 2l + 3 ĺ k = 2l + 2 śőőšćěšśšćěŋŋő, čďě l ňőęŋő ćżąřăšĳ ń¿ążň ŋăšşřăńĳŋżň. Šăł ŕőńşůă¿šś£ řěÿěŋĺ£ ďń£ ćśěţ k > 3. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ďń£ k = 1 śşźěśšćşěš řěÿěŋĺě m = n = 1.

Ğăďăůă 4. Őšćěš: 28.

Ćőš ŕřĺňěř, őšňěůěŋŋżě łńěšłĺ őąőğŋăůěŋż łřşęłőň:

s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s

s s s s s s s

Čń£ď£ ŋă řĺśşŋőł, ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő śńőŋ, ŕőśšăćńěŋŋżľ ŋă ń¿ąş¿ łńěšłş, ąşďěš ąĺšĳ ŋě ňěŋěě ďćşţ őšňěůěŋŋżţ łńěšőł.

Ŕőłăęěň, ůšő ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň őšňěůěŋŋżţ łńěšőł ŋě őąőľšĺśĳ. Ŋă čřăŋĺűě łćăďřăšă 56 łńěšőł. Łăęďżľ śńőŋ, łőšőřżľ ąşďěš śšő£šĳ ŋă čřăŋĺűě ďőśłĺ, ďőńęěŋ ąĺšĳ ţőš£ ąż ďćě őšňěůěŋŋżě łńěšłĺ. Ŋő łăęďă£ őšňěůěŋŋă£ łńěšłă ąĳ-ěšś£ ŋě ąőńěě, ůěň ůěšżřĳň£ śńőŋăňĺ, śšő£źĺňĺ ŋă čřăŋĺűě ďőśłĺ. Ğŋăůĺš, őšňěůěŋŋżţ łńěšőł ďőńęŋő ążšĳ ŋě ňěŋěě 56 · 2=4 = 28.

Ğăďăůă 5.

Ŕşśšĳ ďĺăčőŋăńĺ łćăďřăšă ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě S. Ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő O ńěęĺš ć šřěşčőńĳŋĺłě ASB. Šőčďă OD > OB, OC > OA. Šăł łăł ć šřěşčőńĳŋĺłě ŕřőšĺć ąőńĳÿěľ śšőřőŋż ńěęĺš ąőńĳÿĺľ şčőń, šő̸ OBS ≱ ODS, ̸OAS ≱ OCS, ă ğŋăůĺš̸ OBS −̸ ODS ≥ 0 ĺ̸ OCS −̸ OAS ≤ 0. Šőčďă ̸OBC +̸ OCD +̸ ODA ≥ (̸ OBS +̸ SBC) +̸ SCD + (̸ ADS −̸ ODS) = (̸ OBS −̸ ODS) + 3 · 45^∘ ≥ 180^∘ − 45^∘. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż ̸OAB+̸ OBC+̸ OCD+̸ ODA ≤ (̸ SAB−̸ OAS)+̸ ABC+(̸ OCS+̸ SCD)+̸ SDA = (̸ OCS −̸ OAS) + 45^∘ + 90^∘ + 45^∘ + 45^∘ ≤ 180^∘ + 45^∘.

Ğăďăůă 6.

Őšćěš: ŋě őą£ğăšěńĳŋő.

Ćőğĳň-ěň łőřőąłş 2 śň × 2 śň × 10 śň. Řăśśňőšřĺň řăğćěřšłş ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋă łőšőřőľ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ćěřÿĺŋż ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă £ćń£¿šś£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ śšőřőŋăňĺ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă (2 + 2) śň × 4 śň (řăğćěřŋşńĺ ďćě śőśěďŋĺě čřăŋĺ ŕő řěąřş ďńĺŋőľ 10 śň). §śŋő šőčďă, ůšő ŕřőšĺćőŕőńőęŋă£ őš ňşřăćĳ£ ćěřÿĺŋă ŋăţőďĺšś£ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ ŋě ąőńěě

q_{(2 + 2)2 + 102 =} √_{116 śň ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ.}

Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő űěŋšř ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ ňşřăćĳ¿ čřăŋĺ 2 śň × 2 śň ďăńĳÿě őš ňşřăćĳ£ (ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ), ůěň ŕřőšĺćőŕőńőęŋă£ ćěřÿĺŋă.

Ůšőąż ŕőŕăśšĳ ć ¡šőš űěŋšř, ňşřăćěľ ďőńęěŋ śŋăůăńă ďőśšĺčŋşšĳ čřăŋĺűż ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ 2 śň × 2 śň. Ďń£ ¡šőčő ěňş ŕřĺľďěšś£ ŕřőŕőńğšĺ ŋě ňěŋĳÿě 10 śň, šăł łăł śăňă ¡šă čřăŋĳ ŋăţőďĺšś£ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ 10 śň őš ňşřăćĳ£. Őš čřăŋĺűż ¡šőľ čřăŋĺ ďő ě-ě űěŋšřă | ěźě ŋě ňěŋĳÿě 1 śň. Ğŋăůĺš őš ňşřăćĳ£ ďő űěŋšřă ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ čřăŋĺ 2 śň × 2 śň ŋě ňěŋĳÿě 11 śň = √ 121 śň (ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ), ůšő ąőńĳÿě √ 116 śň.

Śňőšřĺšě šăłęě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 3 śńőęŋőčő ćăřĺăŋšă śšăřÿĺţ łńăśśőć. Ğăďăůă 7.

Őšćěš: ŕěřćżľ ňőęěš őąěśŕěůĺšĳ śěąě 499 őůłőć, ćšőřőľ | 501. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őďĺŋ ŋăąőř łăřš (ŋăğőćěň ěčő ŕěřćżň) "ŋě ňěŋĳÿě" ďřşčőčő (ŋăğőćěň ěčő ćšőřżň), ěśńĺ łăęďőľ łăřšě ćšőřőčő ŋăąőřă ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ łăřšş ŕěřćőčő, łőšőřă£ ŋě ňěŋĳÿě (ŕřĺ ¡šőň řăğŋżň łăřšăň ćšőřőčő ŋăąőřă ďőńęŋż śőőšćěšśšćőćăšĳ řăğŋżě łăřšż ŕěřćőčő ŋăąőřă).

Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őďĺŋ ŋăąőř łăřš (ŋăğőćěň ěčő ŕěřćżň) "śšřőčő ąőńĳÿě" ďřşčőčő (ŋăğőćěň ěčő ćšőřżň), ěśńĺ łăęďőľ łăřšě ćšőřőčő ŋăąőřă ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ łăřšş ŕěřćőčő, łőšőřă£ śšřőčő ąőńĳÿě (ŕřĺ ¡šőň řăğŋżň łăřšăň ćšőřőčő ŋăąőřă ďőńęŋż śőőšćěšśšćőćăšĳ řăğŋżě łăřšż ŕěřćőčő ŋăąőřă).

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ć ŋěłőšőřżľ ňőňěŋš ĺčřż ŋăąőř łăřš őďŋőčő ĺğ ĺčřőłőć ğăňěŋĺšĳ ŋă "ŋě ňěŋĳÿĺľ", šő ¡šőš ĺčřőł śňőęěš śżčřăšĳ ŋě ţşęě, ůěň ĺňě£ ŋěğăňěŋěŋŋżľ ŋăąőř (šő ěśšĳ śňőęěš ŋăąřăšĳ ŋě ňěŋĳÿě ćğ£šőł).

Ŕő¡šőňş ćěřŋż śńěďş¿źĺě ďćă şšćěřęďěŋĺ£.

Ćő-ŕěřćżţ, ěśńĺ ŋă ďăŋŋőň ţőďş ĺčřőł śőąĺřăěšś£ ąĺšĳ ćżńőęěŋŋş¿ śőŕěřŋĺłőň łăřšş, šő őŋ ňőęěš ąĺšĳ ěě ŋăĺňěŋĳÿěľ ĺğ śćőĺţ łăřš, łőšőřżě ąőńĳÿě łăřšż śőŕěřŋĺłă, ĺ ć ĺšőčě ňőęěš śżčřăšĳ ŋě ţşęě, ůěň ŕřĺ ďřşčőň śŕőśőąě ćğ£šĺ£ łăřšż śőŕěřŋĺłă. İšő £śŋő ŕőšőňş, ůšő ŕřĺ šăłőň śŕőśőąě ćğ£šĺ£ łăřšż śőŕěřŋĺłă ş ĺčřőłă őśšăěšś£ ŋăąőř łăřš, łőšőřżľ "ŋě ňěŋĳÿě" ŋăąőřőć ŕřĺ ďřşčĺţ ćăřĺăŋšăţ ćğ£šĺ£.

Ćő-ćšőřżţ, ěśńĺ ĺčřőł ŋă ďăŋŋőň ţőďş śőąĺřăěšś£ ŕőńőęĺšĳ łăřšş, łőšőřă£ ňěŋĳÿě ćżńőęěŋŋőľ śőŕěřŋĺłőň łăřšż (šő ěśšĳ őšďăšĳ ŋă ¡šőň ţőďş őůłő śőŕěřŋĺłş), šő őŋ ňőęěš ćżńőęĺšĳ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ĺğ ćśěţ śćőĺţ łăřš.

Ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őąă ĺčřőłă ďěľśšćş¿š ĺňěŋŋő šăł. Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ćšőřőľ ĺčřőł śňőęěš őąěśŕěůĺš śěąě 501 őůłő. Řăśśňőšřĺň ŕěřćżě 1000 ţőďőć. Ŕşśšĳ ćšőřőľ ĺčřőł ŋă šěţ ţőďăţ ĺğ ŋĺţ, łőčďă őŋ ŋăůĺŋăěš, ąşďěš ćżłńăďżćăšĳ śćő¿ ŋăĺňěŋĳÿş¿ łăřšş, ă ŋă šěţ ţőďăţ ĺğ ŋĺţ, łőčďă őš ćżłńăďżćăěš łăřšş ćšőřżň, ąşďěš ąĺšĳ łăřšş śőŕěřŋĺłă (ŋăĺňěŋĳÿěľ ćőğňőęŋőľ łăřšőľ).

Ğăňěšĺň, ůšő śŋăůăńă ŋăąőř łăřš ćšőřőčő ĺčřőłă ąěğ ŋăĺňěŋĳÿěľ łăřšż "śšřőčő ąőńĳÿě", ůěň ŋăąőř łăřš śőŕěřŋĺłă. Ŕřĺ ĺğńőęěŋŋőľ ćżÿě śšřăšěčĺĺ ćšőřőčő ĺčřőłă ¡šő śćőľśšćő ąşďěš śőţřăŋ£šĳś£ (ŕřőćěřĳšě!), ĺ ŕő¡šőňş ćšőřőľ ĺčřőł śňőęěš ďěľśšćőćăšĳ ŕő ¡šőľ śšřăšěčĺĺ. Ŕřĺ ¡šőň ŋă ŕěřćőň, šřěšĳěň, . . . , 999-őň ţőďăţ őŋ ąşďěš ğăŕĺśżćăšĳ śěąě ŕő őůłş.

Ł 1000-ňş ţőďş ş ćšőřőčő őśšăŋěšś£ 2 łăřšż. Ŕőľď£ ś ąőńĳÿěľ ĺğ ŋĺţ, őŋ ŕőńşůĺš ěźě őďŋő őůłő. Ĺšőčő ş ŋěčő ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 501 őůłő.

Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ŕěřćżľ ĺčřőł śňőęěš őąěśŕěůĺš śěąě 499 őůłőć. Śŋăůăńă ş ŕěřćőčő ĺčřőłă ŋăąőř "śšřőčő ąőńĳÿě" ŋăąőřă ćšőřőčő ąěğ śăňőľ ąőńĳÿőľ łăřšż. Ďő šőčő ňőňěŋšă, łăł ćšőřőľ ŕőńőęĺš ŋăĺąőńĳÿş¿ śćő¿ łăřšş, ŕěřćżľ ňőęěš śőţřăŋ£šĳ ¡šő śćőľśšćő śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŋă šěţ ţőďăţ, łőčďă őŋ ŋăůĺŋăěš, ąşďěš ćżłńăďżćăšĳ śćő¿ ŋăĺňěŋĳÿş¿ łăřšş, ă ŋă šěţ ţőďăţ, łőčďă őš ćżłńăďżćăěš łăřšş ćšőřżň, ąşďěš ąĺšĳ łăřšş śőŕěřŋĺłă (ŋăĺňěŋĳÿěľ ćőğňőęŋőľ łăřšőľ).

Ěśńĺ ćšőřőľ ŋĺłőčďă ŋě ćżńőęĺš łăřšőůłş 2001, šő ŕěřćżľ, ďěľśšćş£ ŕő śćőěľ śšřăšěčĺĺ, ŋăąěřěš ŋě ňěŋěě 500 őůłőć.

Ŕşśšĳ ćšőřőľ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ŕőţőďĺš łăřšőůłőľ 2001. Ć śĺńş śďěńăŋŋżţ ć ŋăůăńě ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺľ ĺ şůĺšżćă£ śšřăšěčĺ¿ ŕěřćőčő ĺčřőłă, ¡šő ćőğňőęŋő ńĺąő ŋă ŕőśńěďŋěň ţőďş (ĺ šőčďă ş ŕěřćőčő ŋě ňěŋěě 499 őůłőć), ńĺąő ŋă šăłőň (ŋě ŕőśńěďŋěň) ţőďş, ŋă łőšőřőň śŋăůăńă ćżłńăďżćăěš łăřšőůłş ćšőřőľ.

Šőčďă ŕěřćżľ ŕşśšĳ ŕőńőęĺš śăňş¿ ňăńěŋĳłş¿ śćő¿ łăřšş. Ć řěğşńĳšăšě ěčő ŋăąőř śšăŋěš ąőńĳÿě, ůěň ŋăąőř ćšőřőčő ąěğ ŋăĺňěŋĳÿěľ łăřšż, ă ğŋăůĺš, ŕřőďőńęă£ ďěľśšćőćăšĳ ŕő śćőěľ šăłšĺłě, ŕěřćżľ ŕřĺ łăęďőň ţőďě śőŕěřŋĺłă ąşďěš ąřăšĳ ćğ£šłş. Šăłĺň őąřăğőň őŋ ćőğĳň-ěš 499 ćğ£šőł.

Śňőšřĺšě šăłęě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 5 śńőęŋőčő ćăřĺăŋšă śšăřÿĺţ łńăśśőć.

Őśěŋŋĺľ šşř, śńőęŋżľ ćăřĺăŋš. 10{11 łńăśśż.

Ğăďăůă 1.

Őšćěš: ďă, ňăšěňăšĺł ŕřăć.

Ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ğăłń¿ůĺšĳ ąřăłĺ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż łăęďżľ ąř¿ŋěš ęěŋĺńś£ ŋă ğŋăłőňőľ ďěćşÿłě, ă łăęďă£ ąńőŋďĺŋłă ćżÿńă ğăňşę ğă ğŋăłőňőčő ¿ŋőÿş.

Śŋăůăńă ŕőęěŋĺň ćśěţ ąř¿ŋěšőć ŋă ğŋăłőňżţ ďěćşÿłăţ (¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ śőčńăśŋő şšćěřęďěŋĺ¿ ŕěřćőľ śćăţĺ), ă ğăšěň ćżďăďĺň ćśěţ ąńőŋďĺŋőł ğăňşę ğă ğŋăłőňżţ ňőńőďżţ ń¿ďěľ (ćšőřă£ śćăţă ğă£ćĺńă, ůšő šăł ňőęŋő śďěńăšĳ). Ŕřĺ ¡šőň, ćőğňőęŋő, ŋěłőšőřżě ąńőŋďĺŋłĺ ĺńĺ ąř¿ŋěšż őłăęşšś£ śőśšő£źĺňĺ śřăğş ć ďćşţ ąřăłăţ. Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, łăł ĺśŕřăćĺšĳ ¡šő.

Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ąř¿ŋěšőć ąşłćăňĺ A, ąńőŋďĺŋőł | ąşłćăňĺ B. Ŋěśńőęŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ćśě ňŋőęěśšćő ąř¿ŋěšőć ĺ ąńőŋďĺŋőł řăğąĺćăěšś£ ŋă ňŋőęěśšćő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ (ŕőśłőńĳłş łăęďżľ śőśšőĺš ŋě ąőńěě, ůěň ć ďćşţ ąřăłăţ) űěŕőůěł ćĺďă

A_1B_1A_2B_2 : : : A_nB_n (łăęďżľ śőśšőĺš ć ąřăłě śő śćőĺňĺ śőśěď£ňĺ; šě, łšő śšő£š ŋă łőŋűăţ űěŕőůłĺ, ĺňě¿š šőńĳłő őďŋőčő ňşęă-ąř¿ŋěšă (ęěŋş-ąńőŋďĺŋłş)). Ěśńĺ łăęďă£ űěŕőůłă ĺňěěš ďńĺŋş 2, š.ě ćżčń£ďĺš šăł: A_1B_1, šő ćśě ąřăłĺ ĺ šăł şęě ğăłń¿ůěŋż ŋěőąţőďĺňżň őąřăğőň. Ŕőśňőšřĺň, łăł ążšĳ, ěśńĺ ěśšĳ űěŕőůłă ďńĺŋż ŋě ňěŋĳÿě 3. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ŋěśłőńĳłő śńşůăěć:

1) Űěŕőůłă ŋě ğăňłŋşšă, ă ąř¿ŋěšőć ĺ ąńőŋďĺŋőł ć ŋěľ ŕőřőćŋş, š.ě őŋă ŋăůĺŋăěšś£ ś ąř¿ŋěšă, ă ğăłăŋůĺćăěšś£ ąńőŋďĺŋłőľ (ĺńĺ ŋăőąőřőš: őůěćĺďŋő, ¡šĺ śńşůăĺ ŋĺůěň ŋě řăğńĺůă¿šś£). Šőčďă űěŕőůłă ĺňěěš ćĺď A_1B_1A_2B_2 : : : A_nB_n ĺńĺ B_1A_1B_2A_2 : : : B_nA_n. Ć ¡šőň śńşůăě řăğőřćěň ŋěłőšőřżě ąřăłĺ, őśšăćĺć šőńĳłő śńěďş¿źĺě: ňěęďş A_1 ĺ B_1, ňěęďş A_2 ĺ B_2, : : :, ňěęďş A_n ĺ B_n. Ćőğňőęŋő šăłęě, šě, łšő śšő£š ŋă łřă£ţ űěŕőůłĺ, śőśšő£ńĺ ć ąřăłě ś łěň-šő "śő śšőřőŋż" (š.ě. ŋě ąńőŋďĺŋőň ĺńĺ ąř¿ŋěšłőľ). İšĺ ąřăłĺ ňż šăłęě řăğőřćěň. Ćś-ě, ś ďăŋŋőľ űěŕőůłőľ řăğőąřăńĺśĳ: šěŕěřĳ ć ŋěľ łăęďżľ śőśšőĺš řőćŋő ć őďŋőň ąřăłě, ŕřĺůěň śő śćőĺň ğŋăłőňżň.

2) Űěŕőůłă ŋě ğăňłŋşšă, ă ąř¿ŋěšőć ĺ ąńőŋďĺŋőł ć ŋěľ ŋě ŕőřőćŋş: ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ŕőńőęĺň, ůšő ąř¿ŋěšőć ŋă őďŋőčő ąőńĳÿě (őůěćĺďŋő, łőńĺůěśšćő ąř¿- ŋěšőć ĺ ąńőŋďĺŋőł ŋě ňőęěš őšńĺůăšĳś£ ąőńĳÿě, ůěň ŋă 1). Šőčďă űěŕőůłă ĺňěěš ćĺď A_1B_1A_2B_2 : : : A_nB_nA_{n+1}. Ć ¡šőň śńşůăě ńĺąő A_1, ńĺąő A_{n+1} ĺňěěš śşŕřşčş "ŋă śšőřőŋě": ćěďĳ ąńőŋďĺŋőł ć ¡šőľ űěŕőůłě ňěŋĳÿě, ůěň ąř¿ŋěšőć, ă ňż ęěŋĺńĺ ąř¿ŋěšőć śőčńăśŋő şšćěřęďěŋĺ¿ ŕěřćőľ śćăţĺ, š.ě. šăł, ůšő ćśě őŋĺ ĺňě¿š řăğŋżţ ęěŋ. Ŋĺłšő ĺğ A_2, A_3, : : :, A_{n−1} ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ęěŋż "śő śšőřőŋż", š.ł. łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ćğ£ń ć ęěŋż őďŋş ĺğ śőśěďőł ŕő űěŕőůłě (ă ďřşčă£ śőśěďłă śăňă ćżąřăńă ěčő). Ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ş A_{n+1} ěśšĳ ęěŋă C "ŋă śšőřőŋě" (ŋěśńőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő A_1 ć ¡šőň śńşůăě ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ąřăł "ŋă śšőřőŋě"). Šőčďă řăğőřćěň ŋěłőšőřżě ąřăłĺ, őśšăćĺć šőńĳłő śńěďş¿źĺě: ňěęďş A_1 ĺ B_1, ňěęďş A_2 ĺ B_2, : : :, ňěęďş A_n ĺ B_n, ňěęďş A_{n+1} ĺ C. Ś ¡šőľ űěŕőůłőľ ňż šăłęě řăğőąřăńĺśĳ.

3) Űěŕőůłă ğăňłŋşšă (šőčďă, őůěćĺďŋő, ąř¿ŋěšőć ĺ ąńőŋďĺŋőł ć ŋěľ ŕőřőćŋş). Šőčďă őŋă ĺňěěš ćĺď A_1B_1A_2B_2 : : : A_nB_nA_1. Ąřăłőć "ŋă śšőřőŋě" ŋěš, ŕőśłőńĳłş łăęďżľ ĺ šăł şęě ęěŋăš (ğăňşęěň) ďćăęďż. Šőčďă őśšăćĺň šőńĳłő śńěďş¿źĺě ąřăłĺ: ňěęďş A_1 ĺ B_1, ňěęďş A_2 ĺ B_2, : : :, ňěęďş A_n ĺ B_n. Ĺ ś ¡šőľ űěŕőůłőľ ňż řăğőąřăńĺśĳ.

Ŕěřěľď£ ł śńěďş¿źěľ űěŕőůłě, "őąřăąőšăěň" ĺ ěě, ĺ šăł ďăńěě, ŕőłă ş ŋăś ŋě őśšăŋěšś£ ŋĺ őďŋőľ űěŕőůłĺ ďńĺŋż ŋě ňěŋĳÿě 3.

Ğăďăůă 2.

Ďőłăęěň şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ, ĺśŕőńĳğş£ ňěšőď ňăšěňăšĺůěśłőľ ĺŋďşłűĺĺ. Őąőğŋăůĺň ğă N ůĺśńő, łőšőřőě šřěąşěšś£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

3^{u1} · 2^{v1} + 3^{u2} · 2^{v2} + : : : + 3^{uk} · 2^{vk} (1)

1) Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ. N = 1. İšő ůĺśńő ŕřěďśšăćĺňő ć šřěąşěňőň ćĺďě: 1 = 2^0 · 3^0. 2) Ĺŋďşłšĺćŋżľ ŕěřěţőď. Ŕřěďŕőńőęĺň, ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă őš 1 ďő N ňőęŋő ŕřěďśšćĺšĳ ć ćĺďě (1). Řăśśňőšřĺň ůĺśńő N + 1.

ă) ěśńĺ N + 1 ďěńĺšś£ ŋă 2, šő N + 1 = 2P , čďě P | ŋăšşřăńĳŋőě. Ŕőśłőńĳłş P =^{N+1}_2 ≤ N, šő ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ P ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě (1):

P = 3^{u1} · 2^{v1} + 3^{u2} · 2^{v2} + : : : + 3^{uk} · 2^{vk}

Šőčďă N + 1 = 2P = 3^{u1} · 2^{v1+1} + 3^{u2} · 2^{v2+1} + : : : + 3^{uk} · 2^{vk+1} Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ.

ą) ěśńĺ N+1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă 2, ŋő ďěńĺšś£ ŋă 3, šő ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕőńşůĺň: N + 1 = 3Q, čďě Q | ŋăšşřăńĳŋőě, Q =^{N+1}_3 < N. Šőčďă

Q = 3^{u1} · 2^{v1} + 3^{u2} · 2^{v2} + : : : + 3^{uk} · 2^{vk} ;

N + 1 = 3Q = 3^{u1+1} · 2^{v1} + 3^{u2+1} · 2^{v2} + : : : + 3^{uk+1} · 2^{vk} ć) ŕřěďŕőńőęĺň, N + 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋĺ ŋă 2, ŋĺ ŋă 3. Ć ¡šőň śńşůăě ŋăľďěň ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő a šăłőě, ůšő 3^a ≤ N + 1. Šőčďă N + 1 = 3^a + R, čďě 0 ≤ R < 2 · 3^a (ćšőřőě ŋěřăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő N + 1 < 3^{a+1}). Ěśńĺ R = 0, šő ňż šěň śăňżň ŕőńşůĺńĺ šřěąşěňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśńă N + 1: N + 1 = 3^a · 2^0. Ěśńĺ ęě R > 0, šő, ŕőśłőńĳłş ŋĺ N + 1, ŋĺ 3^a ŋě ďěń£šś£ ŋă 2, šő R, łăł ĺţ řăğŋőśšĳ, £ćń£ěšś£ ůěšŋżň ůĺśńőň: R = 2T , čďě T | ŋăšşřăńĳŋőě. T =^R_2 < 3^a ≤ N + 1, ŕő¡šőňş T ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě (1):

T = 3^{u1} · 2^{v1} + 3^{u2} · 2^{v2} + : : : + 3^{uk} · 2^{vk} Šőčďă

N + 1 = 3^a + 2T = 3^a · 2^0 + 3^{u1} · 2^{v1+1} + 3^{u2} · 2^{v2+1} + : : : + 3^{uk} · 2^{vk+1}:

Ďőłăęěň, ůšő ŕőńşůěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ĺňěěš šřěąşěňżľ ćĺď: őůěćĺďŋő, ůšő 0 < v_1 +1 < v_2 +1 < : : : < v_k +1. Ůšő łăśăěšś£ śšěŕěŋěľ šřőľłĺ, šő ğăňěšĺň, ůšő ŕő ćżąőřş ůĺśńă a ćěřŋă őűěŋłă 3^a + 2T < 3^{a+1} = 3 · 3^a, őšłşďă śńěďşěš, ůšő T < 3^a. Ŕő¡šőňş u_1 < a: ĺŋăůě, ŕřěďŕőńőęĺć, ůšő u_1 ≥ a, ňż ŕőńşůĺńĺ ąż, ůšő T ≥ 3^{u1} ·2^{v1} ≥ 3^{u1} ≥ 3^a | ŕřőšĺćőřěůĺě. Śńěďőćăšěńĳŋő, a > u_1 > u_2 > : : : > u_k ≥ 0, ĺ ňż ŕőńşůĺńĺ ŋěőąţőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ůĺśńă N + 1.

Ğăďăůă 3.

Őšćěš: ŋě őą£ğăšěńĳŋő.

Řăśśňőšřĺň ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ABCDA_1B_1C_1D_1 řăğňěřőň 10 × 2 × 2: AB = 10; AD = AA_1 = 2. Ŋăřĺśőćăć ůăśšĳ řăğćěřšłĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ğăňěšĺň, ůšő ňěęďş ěčő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ ćěřÿĺŋăňĺ A_1 ĺ C śşźěśšćşěš ŕşšĳ ďńĺŋż

q_{102 + (2 + 2)2 =} √_{116, ŕřőţőď£źĺľ ŕő čřăŋ£ň A1B1C1D1 ĺ D1C1CD ĺ ŕěřěśěłă¿źĺľ}

řěąřő C_1D_1. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ňőęěň şšćěřęďăšĳ, ůšő Řăśśšő£ŋĺě ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňşřăćĳ£ (ğďěśĳ ĺ ďăńěě ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěčő ś ąőńĳÿőľ ąşłćż: "Řăśśšő£ŋĺě", ůšőąż ŋě ŕşšăšĳ ś őążůŋżň řăśśšő£ŋĺěň ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě) ňěęďş šőůłăňĺ A_1 ĺ C ŋě ŕřěćżÿăěš^√116.

Őąőğŋăůĺň šěŕěřĳ űěŋšř čřăŋĺ BCC_1B_1 ğă K ĺ ďőłăęěň, ůšő Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş A_1 ĺ K ąőńĳÿě, ůěň^√116. Ć śăňőň ďěńě, ůšőąż ňşřăćĳ¿ ďőąřăšĳś£ ĺğ šőůłĺ A_1 ďő šőůłĺ K, ěňş ŋěőąţőďĺňő:

ă) ďőąřăšĳś£ ĺğ šőůłĺ A_1 ďő ŋěłőšőřőľ šőůłĺ Q, ńěęăźěľ ŋă čřăŋĺűě čřăŋĺ BCC_1B_1; ą) ďőąřăšĳś£ ĺğ šőůłĺ Q ďő šőůłĺ K.

Ğăňěšĺň, ůšő Řăśśšő£ŋĺě őš A_1 ďő Q ŋě ňěŋĳÿě 10, š.ł. Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ šőůłăňĺ ŋě ňěŋĳÿě őążůŋőčő řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş ¡šĺňĺ šőůłăňĺ, ă őążůŋőě řăśśšő£ŋĺě ňěęďş A_1 ĺ Q ŋě ňěŋĳÿě, ůěň řăśśšő£ŋĺě őš A_1 ďő ŕńőśłőśšĺ BCC_1B_1 (ŕőśłőńĳłş šőůłă Q ńěęĺš ć ¡šőľ ŕńőśłőśšĺ), łőšőřőě řăćŋő 10.

Ůšő łăśăěšś£ Řăśśšő£ŋĺ£ őš K ďő Q, šő őŋő ŋě ňěŋĳÿě 1, ŕőśłőńĳłş 1 | ¡šő ŋăĺňěŋĳÿěě Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłőľ K ĺ šőůłăňĺ, řăśŕőńőęěŋŋżňĺ ŋă čřăŋĺűě čřăŋĺ BCC_1B_1.

Šăłĺň őąřăğőň, Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A_1 ĺ K ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 10 + 1 = 11 > √ 116, š.ě. K ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňşřăćĳ£ ŋăţőďĺšś£ őš A_1 ŋă ąőńĳÿěň Řăśśšő£ŋĺĺ, ůěň C. Śňőšřĺšě šăłęě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 6 śńőęŋőčő ćăřĺăŋšă ňńăďÿĺţ łńăśśőć. Ğăďăůă 4.

1) Ćŋăůăńě ďőłăęěň ŕőńěğŋőě ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě: ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő AH = 2OA_1, čďě O | űěŋšř őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ, H | őřšőűěŋšř, A_1 | śěřěďĺŋă śšőřőŋż BC. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ B_1 | śěřěďĺŋă śšőřőŋż AC, C_1 | śěřěďĺŋă śšőřőŋż AB. Šőčďă △A_1B_1C_1 ŕőďőąěŋ △ABC ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň^1_2 . O | őřšőűěŋšř △A_1B_1C_1, ć śăňőň ďěńě: OA_1⊥BC, łăł śěřěďĺŋŋżľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř, ă BC ‖ B_1C_1. Šăłĺň őąřăğőň, šőůłă O ńěęĺš ŋă ćżśőšě △A_1B_1C_1, őŕşźěŋŋőľ ŋă śšőřőŋş B_1C_1, ŕőśłőńĳłş AO_1⊥B_1C_1. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő őŋă ńěęĺš ŋă ďćşţ ďřşčĺţ ćżśőšăţ. Šőčďă ĺğ ŕőďőąĺ£ šřěşčőńĳŋĺłőć ĺ śńěďşěš, ůšő OA1 AH =^1_2 .

2) Ŕěřěľďěň ł ŋăÿěľ ğăďăůě. AH = 2OA_1, ă OA_1 = IK, ŕőśłőńĳłş OA_1KI, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőň. Šăłĺň őąřăğőň, őšřěğőł AH řăćěŋ ďĺăňěšřş ćŕĺśăŋŋőľ ć △ABC őłřşęŋőśšĺ (ŕőśłőńĳłş IK | ěě řăďĺşś). Őąőğŋăůĺň šőůłş ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ, ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőńőęŋş¿ K, ğă M. AH = KM; AH ‖ KM | śńěďőćăšěńĳŋő, AHKM £ćń£ěšś£ ŕăřăńńěńőčřăňňőň, őšłşďă AM ‖ HK. Ěśńĺ ňż šěŕěřĳ ďőłăęěň, ůšő šőůłă O ńěęĺš ŋă ŕř£ňőľ AM, šő őšś¿ďă ąşďěš śńěďőćăšĳ, ůšő AO ‖ HK.

3) Ŕřőćěďěň ůěřěğ šőůłş M łăśăšěńĳŋş¿ ł ćŕĺśăŋŋőľ ć △ABC őłřşęŋőśšĺ. Őŋă őšśěłăěš őš △ABC ňăńěŋĳłĺľ △AST , ŕőďőąŋżľ △ABC (ŕőśłőńĳłş ¡šă łăśăšěńĳŋă£ ŕăřăńńěńĳŋă BC) ĺ ŕőńşůă¿źĺľś£ ĺğ ŋěčő čőňőšěšĺěľ ś űěŋšřőň ć šőůłě A. Ćŕĺśăŋŋă£ ć △ABC őłřşęŋőśšĳ ąşďěš ćŋěćŕĺśăŋŋőľ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł △AST . Ŕőśšřőĺň ăŋăńőčĺůŋş¿ ćŋěćŕĺśăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ ďń£ △ABC, łăśă¿źş¿ś£ BC ć ŋěłőšőřőľ šőůłě X. Ć śĺńş čőňőšěšĺůŋőśšĺ △ABC ĺ △AST šőůłĺ X ĺ M łăśăŋĺ£ ćŋěćŕĺśăŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ śő śšőřőŋăňĺ BC ĺ ST ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ ś űěŋšřőň čőňőšěšĺĺ A.

4) Ďőłăęěň, ůšő BX = CK. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ćŋěćŕĺśăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ △ABC łăśăěšś£ ŕřőďőńęěŋĺľ śšőřőŋ AB ĺ AC ć šőůłăţ U ĺ V śőőšćěšśšćěŋŋő, ă ćŕĺśăŋŋă£ ć △ABC őłřşęŋőśšĳ łăśăěšś£ śšőřőŋ AB ĺ AC ć šőůłăţ P ĺ Q śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ĺğ řăćěŋśšćă őąźĺţ ćŋěÿŋĺţ łăśăšěńĳŋżţ ł őłřşęŋőśš£ň PU = QV , ĺńĺ PB + BU = QC + CV . Ś şůěšőň šőčő, ůšő PB = BK; BU = BX; QC = CK; CV = CX, ĺňěěň: BK + BX = CK + CX, ĺńĺ (BC − CK) + BX = CK + (BC − BX), őšłşďă 2BX = 2CK.

5) Ŕőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő šőůłă O ńěęĺš ŋă MX. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćőğĳňěň ć ŕř£- ňőşčőńĳŋőň △MKX śěřěďĺŋŋżľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł KM | ŕř£ňş¿ OI ĺ śěřěďĺŋŋżľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł XK, łőšőřżľ śőćŕăďăěš ś śěřěďĺŋŋżň ŕěřŕěŋďĺłşń£řőň ł BC ć śĺńş śőőšŋőÿěŋĺ£ BX = CK. Ŕőśłőńĳłş šőůłă O ńěęĺš ŋă ¡šĺţ ďćşţ śěřěďĺŋŋżţ ŕěřŕěŋďĺłşń£řăţ, őŋă śőćŕăďăěš ś śěřěďĺŋőľ čĺŕőšěŋşğż MX.

6) Ĺšăł, O ∈ MX, ă ŕőśłőńĳłş śőčńăśŋő ŕşŋłšş 3) A; M ĺ X ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, šő O ∈ AM, őšłşďă ĺ śńěďşěš, śőčńăśŋő ŕşŋłšş 2), ůšő AO ‖ HK, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ğăďăůă 5.

Ŕřěďńőęĺň ďń£ łăęďőčő ĺğ ĺčřőłőć śćő¿ śšřăšěčĺ¿, ŕőğćőń£¿źş¿ ŕěřćőňş ĺčřőłş čăřăŋšĺřőćăŋŋő ŋăąřăšĳ 499 őůłőć, łăł ąż ŋě ĺčřăń ěčő śőŕěřŋĺł, ă ćšőřőňş | čăřăŋšĺřőćăŋŋő ŋăąřăšĳ 501 őůłő.

Śšřăšěčĺ£ ŕěřćőčő ĺčřőłă.

Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ş ŕěřćőčő ĺčřőłă ĺňě¿šś£ łăřšőůłĺ ś ůĺśńăňĺ i_1; i_2; i_3; : : : ; i_n (i_1 < i_2 < i_3 < : : : < i_{n−1} < i_n); ş ćšőřőčő ĺčřőłă ĺňě¿šś£ łăřšőůłĺ ś ůĺśńăňĺ j_1; j_2; j_3; : : : ; j_{n+1} (j_1 < j_2 < j_3 < : : : < j_n < j_{n+1}).

Ŕěřćżľ ĺčřőł ďőńęěŋ ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ďěľśšćőćăšĳ šăł, ůšőąż ŕőśńě ń¿ąőčő ůěšŋőčő ůĺśńă ţőďőć ňěęďş ůĺśńăňĺ ŋă łăřšőůłăţ, ĺňě¿źĺţś£ ć ŋăńĺůĺĺ ş ĺčřőłőć, śşźěśšćőćăńă śńěďş¿źă£ ğăćĺśĺňőśšĳ:

i_1 < i_2 < i_3 < : : : < i_{n−1} < i_n ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ (1) j_1 < j_2 < j_3 < : : : < j_{n−1} < j_n < j_{n+1}

Ğăňěšĺň, ůšő ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš šăłă£ ğăćĺśĺňőśšĳ śşźěśšćşěš: i_m = 2m (1 ≤ m ≤ 1000), j_m = 2m − 1 (1 ≤ m ≤ 1001).

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, łăł ďőńęěŋ ţőďĺšĳ ŕěřćżľ ĺčřőł. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň śěřĺ¿ ĺğ ďćşţ ŕőďř£ď ĺďşźĺţ ţőďőć, ć ŕěřćőň ĺğ łőšőřżţ ŋăůĺŋăěš ŕěřćżľ ĺčřőł, ă ćő ćšőřőň | ćšőřőľ.

Ŕěřćżň ţőďőň ŕěřćżľ ĺčřőł ďőńęěŋ ćżńőęĺšĳ łăřšőůłş i_1, ŋă ůšő ćšőřőľ őšćěšĺš ŋěłőšőřőľ łăřšőůłőľ j_p. Śńěďş¿źĺň ţőďőň ćšőřőľ ĺčřőł ćżłńăďżćăěš ŕřőĺğćőńĳŋş¿ łăřšőůłş j_m, ă ŕěřćżľ őšćěůăěš łăřšőůłőľ i_m ĺ šěň śăňżň ğăřăąăšżćăěš ţőš£ ąż 1 őůłő (ŕőśłőńĳłş i_m > j_m; ă ěśńĺ ěźě ĺ i_1 > j_p, šő ŕěřćżľ ĺčřőł ŕőńşůĺš śřăğş 2 őůłă ğă ďćă ¡šĺţ ţőďă). Śţěňă śŋőćă ŕřĺňěš ćĺď (1):

i_2 < i_3 < i_4 < : : : < i_{p−1} < i_p < i_{p+1} < : : : < i_{m−1} < i_{m+1} < : : : < i_{n−1} < i_n ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ j_1 < j_2 < j_3 < : : : < j_{p−2} < j_{p−1} < j_{p+1} < : : : < j_{m−1} < j_{m+1} < : : : < j_{n−1} < j_n < j_{n+1} (İšő ďń£ śńşůă£ p < m; ŕřĺ p > m śţěňă ąşďěš ćżčń£ďěšĳ ăŋăńőčĺůŋő).

Őďŋăłő ŕřĺ m = n + 1 ćőğŋĺłŋěš őśőążľ śńşůăľ: ćěďĳ ŋă ţőď ćšőřőčő ĺčřőłă łăřšőůłőľ j_{n+1} ŕěřćżľ ŋě ňőęěš őšćěšĺšĳ łăřšőůłőľ i_{n+1} (šăłőľ łăřšőůłĺ ş ŋěčő ŕřőśšő ŋěš). Ć ¡šőň śńşůăě ěňş śńěďşěš őšćěšĺšĳ łăřšőůłőľ i_p ĺ śňĺřĺšĳś£ ś šěň, ůšő ğă ¡šĺ ďćă ţőďă őŋ, ćőğňőęŋő, ŋě ŕőńşůĺš ŋĺ őďŋőčő őůłă. Śţěňă šěŕěřĳ ŕřĺňěš ŋőćżľ ćĺď (2):

i_2 < i_3 < i_4 < : : : < i_{p−1} < i_{p+1} < : : : < i_{n−1} < i_n ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ (2) j_1 < j_2 < j_3 < j_4 < : : : < j_{p−1} < j_{p+1} < : : : < j_{n−1} < j_n

Šěŕěřĳ ŕěřćżľ ĺčřőł śňőęěš ďěľśšćőćăšĳ šăł, ůšőąż ŕőśńě őůěřěďŋőľ ŕăřż ţőďőć śţěňă śőţřăŋ£ńă ćĺď (2), ă őŋ ğă ¡šĺ ďćă ţőďă ŋăąĺřăń ąż ŕő łřăľŋěľ ňěřě 1 őůłő. Ďń£ ¡šőčő ěňş ŋăďő ďěľśšćőćăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

Ŕěřćżň ţőďőň ŕěřćżľ ĺčřőł ďőńęěŋ ćżńőęĺšĳ łăřšőůłş i_2, ŋă ůšő ćšőřőľ őšćěšĺš ŋěłőšőřőľ łăřšőůłőľ j_p, ă śńěďş¿źĺň ţőďőň ćżńőęĺš ŕřőĺğćőńĳŋş¿ łăřšőůłş j_m. Ğďěśĳ ŕřĺďěšś£ řăśśňőšřěšĳ ŋěśłőńĳłő śńşůăěć:

1) p > 2. Ŕěřćżľ ĺčřőł őšćěůăěš łăřšőůłőľ i_m. 2) p = 2, m = 1. Ŕěřćżľ ĺčřőł őšćěůăěš łăřšőůłőľ i_3. 3) p = 2, m ≥ 3. Ŕěřćżľ ĺčřőł őšćěůăěš łăřšőůłőľ i_m. 4) p = 1, m = 2. Ŕěřćżľ ĺčřőł őšćěůăěš łăřšőůłőľ i_3. 5) p = 1, m ≥ 3. Ŕěřćżľ ĺčřőł őšćěůăěš łăřšőůłőľ i_m. Ğă ćšőřőľ ţőď ŕěřćżľ ĺčřőł ŕőńşůĺš 1 őůłő.

Ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ąőň śńşůăě śţěňă cőţřăŋĺš ćĺď (2) (ĺğőąřăğĺň ěě, ŋăŕřĺňěř, ďń£ śńşůă£ 1 ĺ p < m):

i_3 < i_4 < : : : < i_{p−1} < i_p < i_{p+1} < : : : < i_{m−1} < i_{m+1} < : : : < i_{n−1} < i_n ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ j_1 < j_2 < j_3 < : : : < j_{p−2} < j_{p−1} < j_{p+1} < : : : < j_{m−1} < j_{m+1} < : : : < j_{n−1} < j_n Ĺšăł, ğă łăęďş¿ ŕăřş ţőďőć (łřőňě, ňőęěš ążšĳ, őďŋőľ, łőčďă ŕřőĺğőÿěń ŕěřěţőď śő śţěňż (1) ŋă śţěňş (2)) ŕěřćőňş ĺčřőłş şďăćăńőśĳ ğăřăąăšżćăšĳ ţőš£ ąż 1 őůłő. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśłőńĳłş ćśěčő ţőďőć ążńő śďěńăŋő 1000, ŕěřćżľ ĺčřőł ŋăąřăń łăł ňĺŋĺňşň 499 őůłőć.

Śšřăšěčĺ£ ćšőřőčő ĺčřőłă.

Ŕşśšĳ ć ŋěłőšőřżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ş ŕěřćőčő ĺčřőłă ĺňě¿šś£ łăřšőůłĺ ś ůĺśńăňĺ k_1; k_2; k_3; : : : ; k_n (k_1 < k_2 < k_3 < : : : < k_{n−1} < k_n); ş ćšőřőčő ĺčřőłă ĺňě¿šś£ łăřšőůłĺ ś ůĺśńăňĺ l_1; l_2; l_3; : : : ; l_{n+1} (l_1 < l_2 < l_3 < : : : < l_n < l_{n+1}).

Ćšőřőľ ĺčřőł ďőńęěŋ ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ďěľśšćőćăšĳ šăł, ůšőąż ŕőśńě ń¿ąőčő ŋěůěšŋőčő ůĺśńă ţőďőć ňěęďş ůĺśńăňĺ ŋă łăřšőůłăţ, ĺňě¿źĺţś£ ć ŋăńĺůĺĺ ş ĺčřőłőć, śşźěśšćőćăńă śńěďş¿źă£ ğăćĺśĺňőśšĳ:

k_1 < k_2 < k_3 < : : : < k_{n−1} < k_n ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ (3) l_0 < l_1 < l_2 < l_3 < : : : < l_{n−1} < l_n

Ğăňěšĺň, ůšő ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš šăłă£ ğăćĺśĺňőśšĳ śşźěśšćşěš: k_m = 2m (1 ≤ m ≤ 1000), l_m = 2m + 1 (0 ≤ m ≤ 1000).

Šěŕěřĳ ŕőłăęěň, łăł ďőńęěŋ ţőďĺšĳ ćšőřőľ ĺčřőł.

Ŕşśšĳ ŕěřćżľ ĺčřőł ŕěřćżň ţőďőň ćżńőęĺń łăřšőůłş ś ůĺśńőň k_m. Šőčďă ćšőřőľ ĺčřőł őšćěůăěš ůĺśńőň l_m ĺ ğăřăąăšżćăěš 1 őůłő (ŕőśłőńĳłş k_m < l_m). Őůěćĺďŋő, śšřşłšşřă śţěňż (3) śőţřăŋĺšś£ (ĺğ ŋěě ńĺÿĳ ĺśůěğŋşš řăśŕőńőęěŋŋżě őďŋő ŕőď ďřşčĺň ůĺśńă k_m ĺ l_m). Ĺšăł, ŕőśńě ŕěřćőčő ć ĺčřě ţőďă ňěęďş ůĺśńăňĺ ŋă łăřšőůłăţ ĺčřőłőć śşźěśšćşěš ğăćĺśĺňőśšĳ (3), ă ćšőřőľ ĺčřőł ĺňěěš őďŋő őůłő.

Ďăńěě řăśśňőšřĺň śěřĺ¿ ĺğ ďćşţ ŕőďř£ď ĺďşźĺţ ţőďőć, ć ŕěřćőň ĺğ łőšőřżţ ŋăůĺŋăěš ćšőřőľ ĺčřőł, ă ćő ćšőřőň | ŕěřćżľ. Ŕőłăęěň, łăł ćšőřőľ ĺčřőł ňőęěš ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż ŕőśńě ¡šĺţ ďćşţ ţőďőć śţěňă śŋőćă ĺňěńă ćĺď (3), ă őŋ ğă ¡šĺ ďćă ţőďă ŋăąřăń ąż ŕő łřăľŋěľ ňěřě 1 őůłő.

Ŕěřćżň ţőďőň ćšőřőľ ĺčřőł ďőńęěŋ ćżńőęĺšĳ łăřšőůłş l_1, ŋă ůšő ŕěřćżľ őšćěšĺš ŋěłőšőřőľ łăřšőůłőľ k_p. Śńěďş¿źĺň ţőďőň ŕěřćżľ ĺčřőł ćżłńăďżćăěš ŕřőĺğćőńĳŋş¿ łăřšőůłş k_m, ă ćšőřőľ őšćěůăěš łăřšőůłőľ l_m ĺ šěň śăňżň ğăřăąăšżćăěš ţőš£ ąż 1 őůłő (ŕőśłőńĳłş l_m > k_m; ă ěśńĺ ěźě ĺ l_1 > k_p, šő ćšőřőľ ĺčřőł ŕőńşůĺš śřăğş 2 őůłă ğă ďćă ¡šĺţ ţőďă). Śţěňă śŋőćă ŕřĺňěš ćĺď (3). Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ p > m ĺňěěň (ďń£ śńşůă£ p < m ćśě ąşďěš ăŋăńőčĺůŋő):

k_1 < k_2 < : : : < k_{m−2} < k_{m−1} < k_{m+1} < : : : < k_{p−2} < k_{p−1} < k_{p+1} < : : : < k_{n−1} < k_n ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ l_0 < l_2 < l_3 < : : : < l_{m−1} < l_{m+1} < l_{m+2} < : : : < l_{p−1} < l_p < l_{p+1} < : : : < l_{n−1} < l_n

Ěśńĺ ęě m = 1, šő ćšőřőľ ĺčřőł ďőńęěŋ őšćěšĺšĳ ŋă ţőď k_m łăřšőůłőľ l_p (ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺ ć ¡šőň śńşůăě őŋ ğăřăąőšăěš łăł ňĺŋĺňşň 1 őůłő, ă śţěňă śőţřăŋĺš ćĺď (3)). Šăłĺň őąřăğőň, ğă 999 ţőďőć ćšőřőľ ĺčřőł ŋăąřăń 500 őůłőć (1 őůłő ğă ŕěřćżľ ţőď ĺ ŕő őďŋőňş őůłş ğă łăęďżě ďćă ŕőśńěďş¿źĺţ ţőďă). Ŕőśńě 999 ţőďőć śţěňă, łăł ążńő ŕőłăğăŋő ćżÿě, ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď (3), ă łăřšőůěł ş ĺčřőłőć őśšăŋěšś£ ćśěčő šřĺ:

k_{1∧}

l_0 < l_1

Ĺ, ćżńőęĺć łăřšőůłş l_1, ćšőřőľ ĺčřőł čăřăŋšĺřşěš śěąě 501-ě őůłő. Śňőšřĺšě šăłęě řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 7 śńőęŋőčő ćăřĺăŋšă ňńăďÿĺţ łńăśśőć. Ğăďăůă 6.

Ŕřĺśćőĺň ďń£ şďőąśšćă ŋőňěřă čřăŋ£ň šěšřă¡ďřă: čřăŋĺ ABC | ŋőňěř 1, ABD | 2, BCD | 3, ACD | 4. Ŕńőźăďĺ čřăŋěľ őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćěŋŋő ğă S_1, S_2, S_3, S_4; ŕő şśńőćĺ¿ ňőęŋő ŕőńőęĺšĳ S_1 +S_2 = S_3 +S_4 = S. Őąžěň šěšřă¡ďřă ABCD őąőğŋăůĺň ğă V .

Őąőğŋăůĺň śěřěďĺŋż řěąěř AB, CD, AD, BC, AC, BD | ğă K, L, M, N, P , Q śőőšćěšśšćěŋŋő. PN £ćń£ěšś£ śřěďŋěľ ńĺŋĺěľ △ACB, ŕő¡šőňş PN ‖ AB. Ăŋăńőčĺůŋő MQ ‖ AB, łăł śřěďŋ££ ńĺŋĺ£ △ADB. Ŕő šřăŋğĺšĺćŋőśšĺ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ PN ‖ MQ, őšłşďă śńěďşěš, ůšő M; N; P ĺ Q ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ, łőšőřş¿ ňż őąőğŋăůĺň ¸. Šăłęě NQ ‖ PM, ŕő¡šőňş MPNQ | ŕăřăńńěńőčřăňň.

Ďőłăęěň ůšő őąžěňż V_1 ĺ V_2 ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě šěšřă¡ďř ABCD ďěńĺšś£ ŕńőśłőśšĳ¿ ¸, řăćŋż. Őšřěğłĺ MN ĺ PQ ďěń£šś£ ĺţ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ G ŕőŕőńăň.

Ăŋăńőčĺůŋő, őšřěğłĺ KL ĺ MN ďěń£šś£ ĺţ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőŕőńăň, š. ě. šřĺ őšřěğłă KL, MN ĺ PQ ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě G ĺ ďěń£šś£ ěľ ŕőŕőńăň. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕĺřăňĺďż KMPNQ ĺ LMPNQ śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ G. Łăęďżľ ĺğ šěšřă¡ďřőć AKMP , BKNQ, CLNP , DLMQ čőňőšěšĺůěŋ šěšřă¡ďřş ABCD ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1=2. Őšś¿ďă V_1 = V_{KMP NQ}+V_{AKMP} +V_{BKNQ} = V_{LMP NQ} +V_{CLNP} +V_{DLMQ} = V_2, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ďăńěě, ŕşśšĳ ąĺśśěłšőřŋă£ ŕńőśłőśšĳ ďćşčřăŋŋőčő şčńă ŕřĺ řěąřě AB ŕěřěśěłăěš ŕńőśłőśšĳ ¸ ŕő ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ u, ă ąĺśśěłšőřŋă£ ŕńőśłőśšĳ ďćşčřăŋŋőčő şčńă ŕřĺ řěąřě CD ŕěřěśěłăěš ŕńőśłőśšĳ ¸ ŕő ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ v. Őąőğŋăůĺň šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ u ĺ v ğă I, ă řăśśšő£ŋĺ£ őš ŋěě ďő čřăŋěľ 1, 2, 3, 4 | śőőšćěšśšćěŋŋő ğă r_1; r_2; r_3; r_4. Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ r_1 = r_2 = r, r_3 = r_4 = r^′. Őśšăńőśĳ ŕőłăğăšĳ, ůšő r = r^′; őšś¿ďă ąşďěš śńěďőćăšĳ, ůšő I śőćŕăďăěš ś űěŋšřőň ćŕĺśăŋŋőľ śťěřż.

Ŕőśłőńĳłş śřěďŋ££ ńĺŋĺ£ őšřěğăěš őš šřěşčőńĳŋĺłă ŕńőźăďĺ S_0 šřěşčőńĳŋĺł ŕńőźăďĺ S_0=4, ĺňěěň: S_{AP NB} = 3S_1=4, S_{AMQB} = 3S_2=4, S_{BNQ} = S_3=4, S_{AMP} = S_4=4. Ğăŕĺÿěň řăćěŋśšćő őąžěňőć: V_1 = V_{IAP NB} + V_{IAMQB} + V_{IBNQ} + V_{IAMP} =^1_6 (3S_1r_1=4 + 3S_2r_2=4 + S_3r_3=4 + S_4r_4=4) =^1_{24} (3r(S_1 + S_2) + r^′(S_3 + S_4)) =^S_{24} (3r + r^′). Ăŋăńőčĺůŋő, V_2 =^S_{24} (r + 3r^′). Ĺğ řăćěŋśšćă V_1 = V_2 ćżšěłăěš, ůšő 3r + r^′ = r + 3r^′, őšłşďă r = r^′.

Ğăďăůă 7.

Ŋăğőćěň šăąńĺűş ĺńĺ ń¿ąş¿ ěě ůăśšĳ ŕřĺćőďĺňőľ, ěśńĺ őŋă ŕşšěň ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő łőńĺůěśšćă ţőďőć ŕřĺćőďĺšś£ ł šăąńĺűě ĺğ őďŋĺţ ŕń¿śőć.

ă) Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ć ďăŋŋőľ šăąńĺűě ń¿ąőľ łćăďřăš 2 × 2 ŕřĺćőďĺň, šő ĺ ćś£ šăąńĺűă ŕřĺćőďĺňă (¡šő şšćěřęďěŋĺě řăćŋőśĺńĳŋő śőďěřęăźěňşś£ ć ğăďăůě).

Ďń£ ŋăůăńă ğăňěšĺň, ůšő łćăďřăš 2 × 2 ŕřĺćőďĺň ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, ěśńĺ ć ŋěň ůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿śőć (ďőłăğżćăěšś£ ¡šőš ťăłš ŕřőśšżň ŕěřěąőřőň ćśěţ ćőğňőęŋżţ śńşůăěć). Ŕřěďŕőńőęĺň, ń¿ąőľ łćăďřăš 2 × 2 ć ŋăÿěľ šăąńĺűě ŕřĺćőďĺň. Ŕőłăęěň, łăł ć ¡šőň śńşůăě ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ćś¿ šăąńĺűş.

Ŕřĺćěďěň łćăďřăš, řăśŕőńőęěŋŋżľ ć ćěřţŋěň ńěćőň şčńş šăąńĺűż, š.ě śőśšő£źĺľ ĺğ £ůěěł (11; 12; 21; 22) (ŕěřćőě ůĺśńő ć ĺŋďěłśě £ůěľłě | ŋőňěř śšřőłĺ, ćšőřőě | ŋőňěř śšőńąűă). Łćăďřăš A = (12; 13; 22; 23) šőęě ŕřĺćőďĺň. Š.ł. ć £ůěľłăţ 12 ĺ 22 şęě śšő£š ŕń¿śż, šő ć £ůěľłăţ 13 ĺ 23 śšő£š ć śĺńş ŕřĺćőďĺňőśšĺ łćăďřăšă A ńĺąő ďćă ŕń¿śă (ĺ ć ¡šőň śńşůăě łćăďřăš A şęě ŕřĺćěďěŋ), ńĺąő ďćă ňĺŋşśă (šőčďă ňż ŕřĺćőďĺň A, ŕőňěŋ£ć ćśě ğŋăłĺ ć šřěšĳěň śšőńąűě). Ŕřőďőńęă£ šăł ďăńĳÿě, ňż ŕřĺćěďěň ćśě łćăďřăšż 2 × 2, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ćěřţŋĺţ ďćşţ śšřőłăţ šăąńĺűż.

Ďěľśšćş£, łăł ĺ řăŋĳÿě, ŕřĺćěďěň łćăďřăš B = (21; 22; 31; 32) (řăśśşęďă£ ăŋăńőčĺůŋő: ćěďĳ ć £ůěľłăţ 21 ĺ 22 şęě śšő£š ŕń¿śż { ğŋăůĺš, ğŋăłĺ ć £ůěľłăţ 31 ĺ 32 őďĺŋăłőćż ĺ š.ď.). Ŕőśńě ¡šőčő łćăďřăš C = (22; 23; 32; 33) ăćšőňăšĺůěśłĺ őłăğżćăěšś£ ŕřĺćěďěŋŋżň: ćěďĳ ć £ůěľłăţ 22, 23, 32 śšő£š ŕń¿śż, ă ćśěčő ŕń¿śőć ć łćăďřăšě C ůěšŋőě łőńĺůěśšćő. Ğŋăůĺš, ć £ůěľłě 33 šőęě ďőńęěŋ ŋăţőďĺšĳś£ ŕń¿ś. Ŕřőďőńęă£ ďăńĳÿě, ŕőńşůĺň šăłĺň őąřăğőň, ůšő ĺ ćśě őśšăńĳŋżě łćăďřăšż 2 × 2, řăśŕőńőęěŋŋżě ćő ćšőřőľ ĺ šřěšĳěľ śšřőłăţ, şęě ŕřĺćěďěŋż.

Ďěľśšćş£ šăł ĺ ďăńĳÿě (ďćĺčă£śĳ ŕő śšřőłě śńěćă ŋăŕřăćő, ă ğăšěň śŕşśłă£śĳ ŋă śńěďş¿źş¿ śšřőłş), ŕřĺćěďěň ćś¿ šăąńĺűş.

ą) Łćăďřăš 4 × 4 ŕřĺćőďĺň ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, ěśńĺ ć łńěšłăţ, řăśŕőńőęěŋŋżţ ćďőńĳ ěčő čřăŋĺűż, ŋő ŋě £ćń£¿źĺţś£ şčńőćżňĺ (ŋăğőćěň ¡šĺ łńěšłĺ łń¿ůěćżňĺ), ŋăţőďĺšś£ ůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿śőć. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő ťăłšă śńěďşěš ğăňěšĺšĳ, ůšő ůěšŋőśšĳ ůĺśńă ŕń¿śőć ć łń¿ůěćżţ łńěšłăţ £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň, š.ě. ŋě ňěŋ£- ěšś£ ŕřĺ řăğřěÿěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł, śšőńąűőć ĺ ďĺăčőŋăńěľ šăąńĺűż; śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ć łćăďřăšě ŋěůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿śőć, šő ŕřĺćěśšĺ ěčő ŋěćőğňőęŋő, š.ł. ć ŕřĺćěďěŋŋőň łćăďřăšě ć łń¿ůěćżţ łńěšłăţ ďőńęŋő ŋăţőďĺšĳś£ ůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿- śőć | 8. Ěśńĺ ęě ć łćăďřăšě ĺğŋăůăńĳŋő ůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿śőć, šő ŋěšřşďŋő şłăğăšĳ ăńčőřĺšň ŕřĺćěďěŋĺ£ ¡šőčő łćăďřăšă.

Řăśśşęďă£, łăł ĺ ć ŕşŋłšě "ă", ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ćś¿ šăąńĺűş, ěśńĺ ń¿ąőľ ěě łćăďřăš 4 × 4 ŕřĺćőďĺň (łćăďřăš, łăł ĺ řăŋĳÿě, ąşďěň ğăďăćăšĳ şłăğăŋĺěň ůěšżřěţ ěčő şčńőć).

Ŕřĺćěďěň łćăďřăš (11; 14; 41; 44). Łćăďřăš A = (12; 15; 42; 45) šőęě ŕřĺćőďĺň | śńěďőćăšěńĳŋő, ć £ůěľłăţ 25 ĺ 35 ğŋăłĺ őďĺŋăłőćż. Ĺğňěŋĺň, ěśńĺ ŋăďő, ćśě ğŋăłĺ 5-čő śšőńąűă šăł, ůšőąż ć ¡šĺţ ďćşţ £ůěľłăţ ŕő£ćĺńĺśĳ ŕń¿śż. Ěśńĺ ć £ůěľłě 15 őłăğăńś£ ňĺŋşś, šő ŕőňěŋ£ěň ćśě ğŋăłĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ (15; 26; 37; : : :). Ňĺŋşś ć £ůěľłě 45 ňőęŋő ĺśŕřăćĺšĳ, ŕőňěŋ£ć ćśě ğŋăłĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ (: : : 54; 45; 36; : : :). Šěŕěřĳ łćăďřăš A ŕřĺćěďěŋ. Ŕřőďőńęă£ šăł ďăńĳÿě, ňż ŕřĺćěďěň ćśě łćăďřăšż, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ŕěřćżţ ůěšżřěţ śšřőłăţ šăąńĺűż. Ŕěřěľďěň ł řăśśňőšřěŋĺ¿ łćăďřăšőć, ğăŋĺňă¿źĺţ śšřőłĺ 2 | 5.

Łćăďřăš (21; 24; 51; 54) ŕřĺćőďĺň. Ğŋăůĺš, ğŋăłĺ ć £ůěľłăţ 52 ĺ 53 őďĺŋăłőćż. Ĺğňěŋĺň, ěśńĺ ŋăďő, ğŋăł 5-ľ śšřőłĺ šăł, ůšőąż ¡šĺ ğŋăłĺ ŕřěćřăšĺńĺśĳ ć ŕń¿śż. Ěśńĺ ć £ůěľłě 51 śšőĺš ňĺŋşś, šő ŕőňěŋ£ěň ćśě ğŋăłĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ (51; 62; 73; : : :).

Łćăďřăš B = (22; 25; 52; 55) ŕřĺćőďĺň. Ğŋăůĺš, ĺ ć £ůěľłăţ 53 ĺ 54 ğŋăłĺ őďĺŋăłőćż. Ŋő ć £ůěľłě 53 śšőĺš ŕń¿ś (ćěďĳ őŋă śőďěřęĺšś£ ć łćăďřăšě B, łőšőřżľ ňż şęě ŕřĺćěńĺ) | śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ć £ůěľłě 54 šőęě. Řăśśňőšřěć łćăďřăš (23; 26; 53; 56), şąěďĺňś£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň, ůšő ĺ £ůěľłă 55 śőďěřęĺš ŕń¿ś. Šăł ňż ďőľďěň ďő £ůěľłĺ 5; n − 1, ă ğŋăł £ůěľłĺ 5; n ňőęŋő ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ĺśŕřăćĺšĳ, śňěŋĺć ćśě ğŋăłĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ (5; n; 6; n − 1; 7; n − 2; : : :).

Ŕřőďőńęă£ ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě (ďćĺčă£śĳ ŕő śšřőłě śńěćă ŋăŕřăćő, ă ğăšěň śŕşśłă£śĳ ŋă śńěďş¿źş¿ śšřőłş), ŕřĺćěďěň ćś¿ šăąńĺűş.

Łăł śšăćĺńĺśĳ őűěŋłĺ.

Łăł ćśěčďă, "+" śšăćĺšś£ ğă ń¿ąőě ŕřăćĺńĳŋőě řěÿěŋĺě, "+−" ğă řěÿěŋĺě ś śşźěśšćěŋŋżň, ŋő ńěčłő ćőśŕőńŋĺňżň ŕřőąěńőň, "−+" | ğă ŋěćěřŋőě řěÿěŋĺě, őďŋăłő ś śşźěśšćěŋŋżň ŕřőďćĺęěŋĺěň, "−" ğă ŋěćěřŋőě řěÿěŋĺě. "0" śšăćĺšś£, ěśńĺ ğăďăůă ŋě ğăŕĺśăŋă. Őűěŋłĺ "+.", "−." (ćăřĺăŋšż "+" ĺ "−") śšăć£šś£ ć śńşůăě ňěŋěě śşźěśšćěŋŋżţ ŋěďőśšăšłőć (ŕřőďćĺęěŋĺľ), ůěň "+−" ĺ "−+". Őűěŋłă "+/2" śšăćĺšś£ ć őšďěńĳŋżţ śńşůă£ţ, łőčďă ć šěłśšě ŕřĺśşšśšćşěš ŕřăćĺńĳŋă£ ĺďě£, ŋěďőśšăšőůŋő řăğćĺšă£, ůšőąż śůĺšăšĳ ğăďăůş řěÿěŋŋőľ. İšă őűěŋłă śšăćĺšś£ ĺ ć šőň śńşůăě, ěśńĺ ğăďăůă ěśšěśšćěŋŋő řăśŕăďăěšś£ ŋă ďćě ŕőńőćĺŋż, ĺğ łőšőřżţ őďŋă řěÿěŋă. Ěśńĺ ę¿řĺ ţőůěš őąřăšĺšĳ ćŋĺňăŋĺě ŋă ŋěőążůŋőě ďőśšĺęěŋĺě şůăźěčőś£ (łřăšłőśšĳ, łřăśőšă, şśĺńěŋĺě řěğşńĳšăšă ĺ š.ŕ.), | ¡šő őšňěůăěšś£ ğŋăłőň "+!".

Ŕřĺ ňăśśőćőľ ŕřőćěřłě řăąőš ćőğŋĺłă¿š šĺŕĺůŋżě śńşůăĺ, ć łőšőřżţ šřěąş¿šś£ şšőůŋěŋĺ£, śůĺšăšĳ ńĺ ŋěďőśšăšőł (ŕřőďćĺęěŋĺě) śşźěśšćěŋŋżň. İšĺ śńşůăĺ őŕĺśăŋż ŋĺęě. Ŕřěďńăčăěňżě łřĺšěřĺĺ śőśšăćńěŋż ŋă őśŋőćě ŕřőćěřłĺ ůăśšĺ řăąőš, łőšőřă£ ŕőŕăńă ć ŕőńě ğřěŋĺ£ Ę¿řĺ ć ŕěřćżě ďŋĺ ŕőśńě ŕřőćěďěŋĺ£ őśěŋŋěčő šşřă Šşřŋĺřă čőřőďőć.

Őśěŋŋĺľ šşř, šřěŋĺřőćőůŋżľ ćăřĺăŋš, 8{9 łńăśśż.

Ğăďăůă 1.

+ Ŕřăćĺńĳŋżľ řĺśşŋőł ĺńĺ őąž£śŋěŋĺě, čďě łăłĺě řăśśšăćĺšĳ ůĺśńă (ŕřőćěřłă ŕřăćĺńĳŋőśšĺ ŋě šřěąşěšś£).

− Ŋěćěřŋżľ ŕřĺňěř (ć šőň ůĺśńě ŕřĺňěř ś ŋěŕřăćĺńĳŋő řěÿěŋŋőľ śĺśšěňőľ).

Ğăďăůă 2.

Ŋĺłăł ŋě őűěŋĺćă¿šś£ řăśśşęďěŋĺ£, śďěńăŋŋżě ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ šőčő, ůšő śěňĺşčőńĳŋĺł ŋěćżŕşłńżľ. Őűěŋłă ŋě śŋĺęăěšś£ ğă ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ćżŕşłńőśšĺ (ć šőň ůĺśńě ąěğ £ćŋőľ śśżńłĺ). Őűěŋłă ŋě śŋĺęăěšś£, ěśńĺ ěśšĳ şšćěřęďěŋĺě šĺŕă "ůěšżřěţşčőńĳŋĺłĺ A_1A_3A_5A_6 ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě řăćŋż", ŋő ŋěš ŕőďřőąŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă. ± Şšćěřęďăěšś£ řăćěŋśšćő şčńőć, őŕĺřă¿źĺţś£ ŋă śšőřőŋż, ŋő ć ďőłăğăšěńĳśšćě ¡šőčő ťăłšă ŋě ţćăšăěš şŕőňĺŋăŋĺ£ řăćěŋśšćă şčńőć, őŕĺřă¿źĺţś£ ŋă ąőńĳÿĺě ďĺăčőŋăńĺ (ĺńĺ řăćěŋśšćă śőőšćěšśšćş¿źĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć).

Ğăďăůă 3.

Řăćěŋśšćő 1+3+:::+2n−1 = n^2 śůĺšăěšś£ őąźěĺğćěśšŋżň: ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋě śŋĺęăěš őűěŋłş, ďőłăğăšěńĳśšćő ŋĺłăł ŋě őűěŋĺćăěšś£.

± Ŕřĺśşšśšćşěš ĺďě£ śőőšćěšśšćĺ£, ďő ŕőńŋőčő řěÿěŋĺ£ ŋě ţćăšăěš şšćěřęďěŋĺ£ šĺŕă "śřěďĺ n + 1, . . . , 2n ěśšĳ řőćŋő őďŋő ůĺśńő ś ďăŋŋżň ŋăĺąőńĳÿĺň ŋěůěšŋżň ďěńĺšěńěň" (ŋăŕřĺňěř, śůěšă łőńĺůěśšćă ůěšŋżţ ůĺśěń śřěďĺ n+1, . . . , 2n ś ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ŋěůěšŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ ĺğ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă).

± Řěÿěŋĺě šĺŕă "řăğďěńĺň ćśě ůěšŋżě ůĺśńă ŋă 2, ŕőšőň ćśě ŕőńşůĺćÿĺěś£ ůěšŋżě ěźě řăğ ŋă 2 ĺ š.ď., ŕőńşůĺň ćśě ŋěůěšŋżě ůĺśńă őš 1 ďő 2n − 1", ŋě ţćăšăěš ďőłăğăšěńĳśšćă šőčő, ůšő ćśě ŕőńşůěŋŋżě ůĺśńă řăğńĺůŋż ĺ/ĺńĺ šőčő, ůšő ŕőńşůăšś£ ćśě ŋěůěšŋżě ůĺśńă.

∓ Śťőřňşńĺřőćăŋă ĺďě£ śőőšćěšśšćĺ£ ŋăĺąőńĳÿĺţ ŋěůěšŋżţ ďěńĺšěńěľ ůěšŋżţ ůĺśěń ś ŕěřćżňĺ n ŋěůěšŋżňĺ ůĺśńăňĺ, őąž£śŋěŋĺ£ ŋěš.

− Řăğőąřăŋż šőńĳłő ůăśšŋżě śńşůăĺ.

Ğăďăůă 4.

Śőőąřăęěŋĺ£ ŕő ŕőćőďş n = 1, 2, 3 (řăćŋő łăł ĺ ĺţ őšśşšśšćĺě) ŋĺłăł ŋě őűěŋĺćă¿šś£.

± Őűěŋłă n < 6 ĺ ŕřĺňěř n = 5, ŋő ŋě řăğőąřăŋ śńşůăľ n = 4. + 2 Ďőłăğăŋő, ůšő ŋĺłăłĺě n, łřőňě n = 5, ŋě ŕőďţőď£š, ŋő ŋěš ŕřĺňěřă. + 2 Ŕřĺňěř ďń£ n = 5 ĺ ąőńĳÿě ŋĺůěčő. + 2 Ŕřĺňěř ďń£ n = 5 ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő n ŋěůěšŋő.

∓ Šőńĳłő őűěŋłă n < 6.

− Ďőłăğăŋő, ůšő n ŋěůěšŋő, ĺ ąőńĳÿě ŋĺůěčő.

Ğăďăůă 5.

Ďőłăğăšěńĳśšćő őűěŋłĺ N ≥ 49 ŋě ŕőćżÿăěš őűěŋłş ğă ğăďăůş. Ŕřĺňěřż ďń£ N > 50 ŋě ŕőćżÿă¿š őűěŋłş ğă ğăďăůş. Ŕřĺňěř ďń£ ňěŋĳÿěčő łőńĺůěśšćă ÿăÿěł, ĺğ łőšőřőčő ćĺďŋő, łăł śšřőĺšś£ ŕřĺňěř ďń£ 25 ÿăÿěł, őűěŋĺćăěšś£ łăł ŕřĺňěř ďń£ 25 ÿăÿěł.

± Ŕřĺňěř N = 50, ďőłăğăšěńĳśšćă őűěŋłĺ ŋěš. ∓ Ďőłăğăšěńĳśšćő őűěŋłĺ N ≥ 50, ŕřĺňěřă ŋěš.

Őśěŋŋĺľ šşř, šřěŋĺřőćőůŋżľ ćăřĺăŋš, 10{11 łńăśśż. Ğăďăůă 1.

őűěŋłă ŋě śŋĺęăěšś£, ěśńĺ ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă ĺśŕőńĳğşěšś£ šőš ťăłš, ůšő śşňňă ŕěřćżţ n ŋěůěšŋżţ ůĺśěń řăćŋă n^2

± ěśšĳ ĺďě£ śďěńăšĳ śőőšćěšśšćĺě ś ŕěřćżňĺ n ŋěůěšŋżňĺ ůĺśńăňĺ, ďőłăğăšěńĳśšćő šăłőě: "şęě ěśšĳ ćśě ŋěůěšŋżě ůĺśńă őš n+1 ďő 2n, ŕőďěńĺň ůěšŋżě ůĺśńă őš n + 1 ďő 2n ŋă 2, šě ĺğ ŋĺţ, łőšőřżě őśšăńĺśĳ ůěšŋżňĺ, śŋőćă ŕőďěńĺň ŋă 2, ĺ š.ď." Ďăńěě ąěğ őąž£śŋěŋĺ£ şšćěřęďăěšś£, ůšő ŕőńşůăšś£ ŕěřćżě n ŋěůěšŋżţ ůĺśěń

∓ ěśšĳ ĺďě£ śďěńăšĳ śőőšćěšśšćĺě ś ŕěřćżňĺ n ŋěůěšŋżňĺ ůĺśńăňĺ, ŋő ŋěš őąž£śŋěŋĺ£

Ğăďăůă 2.

+. ŕřăćĺńĳŋőě řăśśşęďěŋĺě, ŋő ŕřĺ ŕőďśůěšě ůĺśńă łćăďřăšĺłőć śďěńăŋż ăřĺťňěšĺůěśłĺě őÿĺąłĺ (ŕőńşůěŋ ŋěćěřŋżľ őšćěš) ∓ šőńĳłő ğă ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš ĺ ŕřĺňěř

Ğăďăůă 3. + 2 őąž£śŋěŋő, ůšő ďőśšăšőůŋő řěÿĺšĳ ğăďăůş ć śńşůăě, łőčďă ŋă řşłăţ ěśšĳ ŋăąőř ĺğ 4 ňőŋěš ŕő 1 řşą, 1 ňőŋěšż ć 5 řşą, 4 ňőŋěš ŕő 10 řşą, 1 ňőŋěšż ć 50 řşą, 4 ňőŋěš ŕő 100 řşą, 1 ňőŋěšż ć 500 řşą, 1 ňőŋěšż ć 1000 řşą, ŋő ďń£ ¡šőčő śńşůă£ řěÿěŋĺě ŋě ŋăľďěŋő + 2 ŕřĺćőďĺšś£ šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋőě řěÿěŋĺě ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ, ůšő ŋă řşłăţ ěśšĳ ŋăąőř ĺğ 4 ňőŋěš ŕő 1 řşą, 1 ňőŋěšż ć 5 řşą, 4 ňőŋěš ŕő 10 řşą, 1 ňőŋěšż ć 50 řşą, 4 ňőŋěš ŕő 100 řşą, 1 ňőŋěšż ć 500 řşą, 1 ňőŋěšż ć 1000 řşą, ŋő ŋěš őąž£śŋěŋĺ£, ŕőůěňş ďőśšăšőůŋő řěÿĺšĳ šăłş¿ ğăďăůş ∓ ěśšĳ ĺďě£ ćŋăůăńě őšďăšĳ ćśě ďěŋĳčĺ łşŕűş, ĺ ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šőčő, ůšő ćśěňĺ ĺňě¿źĺňĺś£ ďěŋĳčăňĺ ňőęŋő ğăŕńăšĺšĳ ń¿ąş¿ śşňňş őš 1 ďő 1999 řşą., ŋő řěÿěŋĺě ŋě ŕőńşůěŋő

Ğăďăůă 4.

őűěŋłă ŋě śŋĺęăěšś£, ěśńĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ĺśŕőńĳğş¿šś£ őąźěĺğćěśšŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě ťăłšż (ŋăŕřĺňěř: "ŕńőźăďĳ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă R, ŋě ŕřěćőśţőďĺš 4R^2")

Ğăďăůă 5. ± ŕřăćĺńĳŋă£ ůěšłă£ ŕńőśłă£ łăřšĺŋłă (ŋăŕřĺňěř, ŋăřĺśőćăŋŋă£ ŋă řěÿěšłě, ćěřÿĺŋż | ć şğńăţ řěÿěšłĺ) ąěğ őąőśŋőćăŋĺ£ (ŋĺ śńőćă ő ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ řěăńĺğăűĺĺ) + 2 ŕřăćďőŕőďőąŋă£ ŕńőśłă£ łăřšĺŋłă ąěğ őąőśŋőćăŋĺ£, (ŋĺ śńőćă ő ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ řěăńĺğăűĺĺ) −: šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš (ąěğ ŕřĺňěřă)

Őśěŋŋĺľ šşř, śńőęŋżľ ćăřĺăŋš, 8{9 łńăśśż. Ğăďăůă 1.

őűěŋłă ŋě śŋĺęăěšś£, ěśńĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ĺńĺ ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ŕřĺňěřă ĺśŕőńĳğş¿šś£ ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă őąźěĺğćěśšŋżě ťăłšż šĺŕă "ŕřőśšżţ ůĺśěń ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő", ĺ š.ŕ.

Ğăďăůă 2.

∓ ěśšĳ ĺďě£ ŕőśšřőěŋĺ£ čřăťă ğŋăłőňśšć ĺ ŕőĺśłă űěŕěľ ćĺďă "ąř¿ŋěšąńőŋďĺŋłă-ąř¿ŋěš-ąńőŋďĺŋłă-. . . ", ŋő řěÿěŋĺě ŋě ŋăľďěŋő − šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

Ğăďăůă 3.

∓ ďőłăğăŋő, ůšő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš řěÿěŋĺě ŕřĺ ćśěţ ůěšŋżţ k ≥ 4 ∓ ďőłăğăŋő, ůšő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš řěÿěŋĺě ŕřĺ ćśěţ ŋěůěšŋżţ k ≥ 5

−: šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

Ğăďăůă 4.

őűěŋłă ŋě śŋĺęăěšś£, ěśńĺ ŕřĺ ćěřŋőň řěÿěŋĺĺ ŋěš őąőśŋőćăŋĺ£ ŕřăćĺńĳŋőśšĺ ŕřĺňěřă ś 28 őšňěůěŋŋżňĺ łńěšłăňĺ (ěśšĳ šőńĳłő řĺśşŋőł) + 2 ŕřăćĺńĳŋżľ ŕřĺňěř ś 28 őšňěůěŋŋżňĺ łńěšłăňĺ, ŋő ŋěš ďőłăğăšěńĳśšćă, ůšő ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň łńěšőł őąőľšĺśĳ ŋěńĳğ£ + 2 ŕőńşůěŋă őűěŋłă (ěśšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő ňěŋĳÿĺň ůěň 28 ůĺśńőň łńěšőł őąőľšĺśĳ ŋěńĳğ£), ŋő ŋěš ŕřăćĺńĳŋőčő ŕřĺňěřă ś 28 őšňěůěŋŋżňĺ łńěšłăňĺ −: ěśšĳ ĺďě£ ć ŕřĺňěřě řăśŕőńăčăšĳ łńěšłĺ ć ćĺďě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ŋő ŋěš ŕřĺňěřă ś 28 łńěšłăňĺ (łńěšőł 30 ĺ š.ŕ.)

Ğăďăůă 5.

∓ ć łćăďřăšě ŕřőćěďěŋż ďĺăčőŋăńĺ, ĺ ďőłăğăŋő, ůšő şłăğăŋŋă£ ć şśńőćĺĺ śşňňă şčńőć őšńĺůăěšś£ őš 180^∘ ŋě ąőńěě ůěň ŋă 90^∘

Ğăďăůă 6.

őš ± ŕőśšřőěŋ ŕřăćĺńĳŋżľ ŕřĺňěř ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, şłăğăŋă ąőńěě şďăńěŋŋă£ ďő + 2 őš ćěřÿĺŋż šőůłă, ŋő ŋěš ŕőńŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă (ŋăŕřĺňěř, řăğőąřăŋż ŋě ćśě śńşůăĺ) ∓ šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

Ğăďăůă 7. + 2 ŕřĺćěďěŋă ŕřăćĺńĳŋă£ śšřăšěčĺ£ ďń£ őďŋőčő ĺğ ĺčřőłőć, ŋăľďěŋő ćěřŋőě ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő őůłőć, łőšőřőě ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ śěąě ¡šőš ĺčřőł, ĺ ďőłăğăŋő, ůšő őŋ ňőęěš ¡šő ůĺśńő őůłőć čăřăŋšĺřőćăšĳ, ŋő ŋěš ďőłăğăšěńĳśšćă ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ (ůšő ¡šőš ĺčřőł ŋě ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ śěąě ąőńĳÿěě ůĺśńő őůłőć)

∓ ŕřĺćěďěŋż ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřăćĺńĳŋżě śšřăšěčĺĺ ďń£ ĺčřőłőć, ŕőńşůěŋ ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš −: šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

Őśěŋŋĺľ šşř, śńőęŋżľ ćăřĺăŋš, 10{11 łńăśśż. Ğăďăůă 1.

∓ ěśšĳ ĺďě£ ŕőśšřőěŋĺ£ čřăťă ğŋăłőňśšć ĺ ŕőĺśłă űěŕěľ ćĺďă "ąř¿ŋěšąńőŋďĺŋłă-ąř¿ŋěš-ąńőŋďĺŋłă-. . . ", ŋő řěÿěŋĺě ŋě ŋăľďěŋő − šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

Ğăďăůă 2.

± ěśšĳ ĺďě£ řăğďěńĺšĳ ďăŋŋőě ůĺśńő ŋă 2 ĺ 3 ć ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ (ŕőśńě ůěčő ğăďăůş ďőśšăšőůŋő řěÿĺšĳ ďń£ ůĺśěń, ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś 2 ĺ 3), ĺ ěśšĳ šăłęě ĺďě£ ĺğ ŋěůěšŋőčő ůĺśńă ćżďěń£šĳ ŋăĺąőńĳÿş¿ śšěŕěŋĳ šřőľłĺ (šő ěśšĳ ŕřěďśšăćń£šĳ ěčő ć ćĺďě 3^a + r, čďě 0 ≤ r < 2 · 3^a), ŋő řěÿěŋĺě ŋě ğăłőŋůěŋő + 2 ěśšĳ šőńĳłő ĺďě£ ĺğ ŋěůěšŋőčő ůĺśńă ćżďěń£šĳ ŋăĺąőńĳÿş¿ śšěŕěŋĳ šřőľłĺ, šő ěśšĳ ŕřěďśšăćń£šĳ ěčő ć ćĺďě 3^a + r, čďě 0 ≤ r < 2 · 3^a ∓ ěśšĳ šőńĳłő ĺďě£ řăğďěńĺšĳ ďăŋŋőě ůĺśńő ŋă 2 ĺ 3 ć ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ, ŕőśńě ůěčő ğăďăůş ďőśšăšőůŋő řěÿĺšĳ ďń£ ůĺśěń, ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś 2 ĺ 3

Ğăďăůă 3.

őš ± ŕőśšřőěŋ ŕřăćĺńĳŋżľ ŕřĺňěř ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, şłăğăŋă ąőńěě şďăńěŋŋă£ ďő + 2 őš ćěřÿĺŋż šőůłă, ŋő ŋěš ŕőńŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă (ŋăŕřĺňěř, řăğőąřăŋż ŋě ćśě śńşůăĺ) −: šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

Ğăďăůă 4.

ŕőłă łřĺšěřĺěć ŋěš

Ğăďăůă 5. + 2 ŕřĺćěďěŋă ŕřăćĺńĳŋă£ śšřăšěčĺ£ ďń£ őďŋőčő ĺğ ĺčřőłőć, ŋăľďěŋő ćěřŋőě ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő őůłőć, łőšőřőě ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ śěąě ¡šőš ĺčřőł, ĺ ďőłăğăŋő, ůšő őŋ ňőęěš ¡šő ůĺśńő őůłőć čăřăŋšĺřőćăšĳ, ŋő ŋěš ďőłăğăšěńĳśšćă ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ (ůšő ¡šőš ĺčřőł ŋě ňőęěš čăřăŋšĺřőćăšĳ śěąě ąőńĳÿěě ůĺśńő őůłőć)

∓ ŕřĺćěďěŋż ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřăćĺńĳŋżě śšřăšěčĺĺ ďń£ ĺčřőłőć, ŕőńşůěŋ ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš

−: šőńĳłő ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš Ğăďăůă 6.

-. ďőłăğăŋő, ůšő śěřěďĺŋż řěąěř ńěęăš ć őďŋőľ ŕńőśłőśšĺ Ğăďăůă 7 ă).

∓ ğăňěůěŋő šőńĳłő (ćőğňőęŋő, ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă), ůšő ěśńĺ łćăďřăš 2 × 2 ŕřĺćőďĺň, šő ć ŋěň ćśěčďă ůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿śőć (ĺ ŋăőąőřőš) Ğăďăůă 7 ą). ∓ ğăňěůěŋő šőńĳłő (ćőğňőęŋő, ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă), ůšő ěśńĺ łćăďřăš 4 × 4 ŕřĺćőďĺň, šő ć ŋěň ŋă "łń¿ůěćżţ" ŕőğĺűĺ£ţ (śň. řĺś. ) ćśěčďă ůěšŋőě ůĺśńő ŕń¿śőć (ĺ ŋăőąőřőš) Řĺśşŋőł ł ğăďăůě 7ą ("łń¿ůěćżě" ŕőğĺűĺĺ őšňěůěŋż ğŋăłőň "∗"):

0 * * 0
* 0 0 *
* 0 0 *
0 * * 0