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0. Çàïîëíèòå àêêóðàòíî è ðàçáîð÷èâî àíêåòó ó÷àñòíèêà. Å�å ó Âàñ çàáåðóò ÷åðåç ÷àñ ïîñëå íà÷àëà
êîíêóðñà.

1. Ïåðåíåñèòå Âàø øèôð ñ àíêåòû â ëèñòîê ðåãèñòðàöèè è íàêëåéòå ëèñòîê ðåãèñòðàöèè íà
îáëîæêó òåòðàäè. (Íèêàê ïî-äðóãîìó ðàáîòó ïîäïèñûâàòü íå òðåáóåòñÿ.)

Çàïîìíèòå (èëè çàïèøèòå) ñâîé øèôð� òîëüêî ïî íåìó Âû ñìîæåòå óçíàòü èòîãè ïðîâåðêè
Âàøåé ðàáîòû (www.mccme.ru/oluch/ ).

2. Çàäàíèÿ ìîæíî âûïîëíÿòü è çàïèñûâàòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Ðåøåíèå ÊÀÆÄÎÃÎ çàäàíèÿ
íàäî íà÷èíàòü ñ íîâîé ñòðàíèöû. Äîñòàòî÷íî ÷�åòêî óêàçàòü íîìåð çàäàíèÿ, ïåðåïèñûâàòü óñëîâèÿ
íå íàäî.

Âàì ïðåäëàãàåòñÿ ÷åòûðå áëîêà çàäàíèé:
�1��4. Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ.
�5��7. Ïîèñê ìàòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê â òåêñòàõ.
�8��9. Çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè êàê ìîæíî áîëüøå ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ.
�10. Íàéòè êàê ìîæíî áîëüøå îøèáîê â "äîêàçàòåëüñòâå" òåîðåìû Ôåðìà.
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîíêóðñà � 4,5 ÷àñà.

I. Ðåøèòå çàäà÷è.
1. Äâå õîçÿéêè ïîêóïàëè ìîëîêî êàæäûé äåíü â òå÷åíèå ìåñÿöà. Öåíà íà ìîëîêî åæåäíåâíî

ìåíÿëàñü. Ñðåäíÿÿ öåíà ìîëîêà çà ìåñÿö îêàçàëàñü ðàâíîé 20 ðóáëÿì. Åæåäíåâíî ïåðâàÿ õî-
çÿéêà ïîêóïàëà ïî îäíîìó ëèòðó, à âòîðàÿ � íà 20 ðóáëåé. Êòî èç íèõ ïîòðàòèë çà ýòîò ìåñÿö
áîëüøå äåíåã è êòî êóïèë áîëüøå ìîëîêà?

2. Áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A′, B′ è C ′.
Äîêàæèòå, ÷òî AA′ + BB′ + CC ′ áîëüøå ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå: log
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4. Íà êîíöàõ îòðåçêà çàïèñàíî ïî åäèíèöå. Íà êàæäîì øàãå ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåä-
íèìè ÷èñëàìè âïèñûâàþò èõ ñóììó. Òî åñòü, íà ïåðâîì øàãå ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè çàïèñû-
âàþò 2, íà âòîðîì øàãå äîïèñûâàþò äâå òðîéêè, è òàê äàëåå. Ñäåëàíî 2005 øàãîâ. Ñêîëüêî ðàç
ñðåäè âûïèñàííûõ ÷èñåë âñòðåòèòñÿ ÷èñëî 2005?

II. Ïåðåä Âàìè òåêñòû, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îøèáêè. Îøèáêè ìîãóò áûòü êàê
â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé, òàê è â èõ äîêàçàòåëüñòâàõ (ðåøåíèÿõ).

Â ñëó÷àå, åñëè äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî, óêàæèòå îøèáêè â äîêàçàòåëüñòâå (ðåøåíèè).
Åñëè óòâåðæäåíèå íåâåðíî, îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî òàê, è íàéäèòå îøèáêó â ïðèâåäåííîì äîêà-

çàòåëüñòâå.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
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Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.
6. Òåîðåìà. Åñëè âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, òî

â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà åå ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå x0 íåêîòîðîãî

èíòåðâàëà I. Òîãäà f ′(x0) = limx→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

. Òàê êàê f(x) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå I, òî
ïðè x > x0 ïîëó÷èì, ÷òî f(x) > f(x0), à ïðè x < x0 ïîëó÷èì, ÷òî f(x) < f(x0). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåìàÿ äðîáü ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó f ′(x0) > 0. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé
òî÷êå èíòåðâàëà I ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

7. Òåîðåìà. Ñóììà ïëîñêèõ óãëîâ òðåõãðàííîãî óãëà ìåíüøå, ÷åì 360◦.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü α, ïåðåñåêàþùóþ âñå ðåáðà äàííîãî òðåõãðàííîãî

óãëà ñ âåðøèíîé P , íî íå ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íè îäíîìó èç íèõ è íå ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íè
îäíîé èç ãðàíåé ýòîãî óãëà. Ïóñòü α ïåðåñåêàåò ðåáðà òðåõãðàííîãî óãëà â òî÷êàõ A, B è C.

Ðàññìîòðèì P ′ � îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè P íà ïëîñêîñòü α. Òîãäà ïðîåêöèÿìè ïëîñ-
êèõ óãëîâ APB, BPC è CPA òðåõãðàííîãî óãëà ñëóæàò óãëû AP ′B, BP ′C è CP ′A ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òàê êàê îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ óãëà, ñòîðîíû êîòîðîãî ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü ïðîåêöèè,
áîëüøå ñàìîãî óãëà, òî ∠APB + ∠BPC + ∠CPA < ∠AP ′B + ∠BP ′C + ∠CP ′A.

Èñõîäÿ èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïëîñêîñòè α, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) P ′ ëåæèò âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà ABC; 2) P ′ ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà ABC. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììà óãëîâ AP ′B, BP ′C
è CP ′A ðàâíà 360◦, à âî âòîðîì ñëó÷àå îíà ìåíüøå, ÷åì 360◦. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ñóììà
ïëîñêèõ óãëîâ ìåíüøå, ÷åì 360◦, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

III. Íàéäèòå êàê ìîæíî áîëüøå ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ êàæäîé çàäà÷è è çàïèøèòå ýòè ðåøåíèÿ òàê, êàê
Âû áû õîòåëè èõ âèäåòü â ðàáîòå Âàøåãî ó÷åíèêà.

(Ðàçëè÷íûìè ñ÷èòàþòñÿ ñïîñîáû, èñïîëüçóþùèå ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè, à òàêæå ðàç-
ëè÷íûå òåõíè÷åñêèå ïðè�åìû ðåàëèçàöèè îäíîé è òîé æå èäåè.)

8. Ñðàâíèòå ÷èñëà:
√

2004 +
√

2006 è 2
√

2005.
9. Äàíî: 4ABC; E ∈ [AC], |AE| : |EC| = 3 : 4; M ∈ [BC], |BM | = |MC|; (AM) ∩ (BE) = O.
Íàéòè: |EO| : |OB|.

IV. Â àâãóñòå 2005 ãîäà â "Íîâîé ãàçåòå" áûëî îïóáëèêîâàíî "íîâîå äîêàçàòåëüñòâî" âåëèêîé
òåîðåìû Ôåðìà. Íàéäèòå êàê ìîæíî áîëüøå ìàòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê â ýòîì òåêñòå.

10. Èòàê, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè X è Y �öåëûå ÷èñëà â óðàâíåíèè Xn + Y n = Zn,
òî Z (ïðè n > 2) âñåãäà íå öåëîå. Ïðåæäå ÷åì áðàòüñÿ çà òåîðåìó Ôåðìà, ïîâòîðèì òåîðåìó
Ïèôàãîðà: "Êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ". Ìû âïðàâå äëÿ åå íàïèñàíèÿ
èñïîëüçîâàòü ëþáûå ïåðåìåííûå. Çàïèøåì åå òàêèì îáðàçîì: X2 + Y 2 = R2, ãäå X, Y , R�
öåëûå ÷èñëà, à Z, óòâåðæäàåò Ôåðìà, � íå öåëîå. Ïîïðîáóåì äîêàçàòü. Ïîíÿòíî, Z íå ðàâíî
R ïðè îäíèõ è òåõ æå X, Y . Ëåãêî äîêàçóåìî àëãåáðàè÷åñêè, äà è ïðîñòî ëîãè÷åñêè, ÷òî Z
âñåãäà ìåíüøå, ÷åì R. Êîãäà ìû âîçâîäèì X è Y â áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü, òî óìíîæàåì èõ
íà ñàìèõ ñåáÿ. Ïîòîì èõ ñêëàäûâàåì è ïîëó÷àåì Z â òîé æå ñòåïåíè n. À ïðè âîçâåäåíèè



â íåå R êàæäîå èç ñëàãàåìûõ íàäî óìíîæèòü íà R, êîòîðîå áîëüøå, ÷åì X è Y . Ê ïðèìåðó,
R3 = (X2 + Y 2) R = X2R + Y 2R.

Çàïèñûâàåì äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà XY R â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì âèäå: X = R sin A,
Y = R cos A. À çíà÷èò, Zn = Xn + Y n = Rn(sin A + cos A). Òîãäà Z = R(sin A + cos A). Ðàíåå ìû
äîêàçàëè, ÷òî Z âñåãäà ìåíüøå R, ñòàëî áûòü, sin A + cos A < 1. Òàêóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå ìàòåìàòèêè ñòàðøèõ êëàññîâ è óáåäèòüñÿ ïî ãðàôèêó
èëè òàáëèöå, ÷òî åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè ìåíüøå 1, òî óãîë A áîëüøå 60◦ è ìåíüøå 90◦. À ÷òî
ïðîèçîéäåò â ýòîì ñëó÷àå ñ ïðÿìûì óãëîì , íàõîäÿùèìñÿ ìåæäó êàòåòàìè? Îí áîëüøå óæå íå
áóäåò ïðÿìûì è îêàæåòñÿ â òåõ æå ïðåäåëàõ: 60◦ < B < 90◦.

Ëþáîé äåñÿòèêëàññíèê, ó êîòîðîãî ïî ìàòåìàòèêå âûøå òðîéêè, ñ õîäó âîñïðîèçâåäåò âàì
ôîðìóëó ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà Z2 = X2 + Y 2 − 2XY cos B. Ïðè 60◦ < B < 90◦

cos B �÷èñëî íå öåëîå. À çíà÷èò, è Z íåìèíóåìî ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ X
è Y . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


