
XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Ïóñòü a1, . . . , a11� ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíü-øèå 2, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 407. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ,÷òî ñóììà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî÷èñëà n íà 22 ÷èñëà a1, a2, . . . , a11, 4a1, 4a2, . . . , 4a11 ðàâ-íà 2012?9.2. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2012 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼ íà ðàâ-íûå äóãè. Èç íèõ âûáðàëè k òî÷åê è ïîñòðîèëè âûïóêëûé

k-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â âûáðàííûõ òî÷êàõ. Ïðè êàêîìíàèáîëüøåì k ìîãëî îêàçàòüñÿ, ÷òî ó ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêàíåò ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí?9.3. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñ òóïûì óãëîì A. Òî÷êà H �îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà BC.Ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¼ííîé èçâåðøèíû C, ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòüâ òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, H , C è D ëåæàò íàîäíîé îêðóæíîñòè.9.4. Ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, . . . , an è k òà-êîâû, ÷òî a1 + . . . + an = 3k, a2
1
+ . . . + a2n = 3k2 è

a3
1
+ . . . + a3n > 3k3 + k. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èç÷èñåë a1, . . . , an îòëè÷àþòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 1.
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Ïóñòü a1, . . . , a10� ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíü-øèå 3, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 678. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ,÷òî ñóììà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî÷èñëà n íà 20 ÷èñåë a1, a2, . . . , a10, 2a1, 2a2, . . . , 2a10 ðàâ-íà 2012?10.2. Îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â îñòðîóãîëüíûé íåðàâíîáåäðåí-íûé òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D.Ïóñòü òî÷êà I �öåíòð îêðóæíîñòè ω, à O�öåíòð îêðóæ-íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü,îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AID, ïåðåñåêàåò âòîðè÷íîïðÿìóþ AO â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà AEðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè ω.10.3. Ëþáûå äâà èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, a4, a5 îòëè-÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 1. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîäåéñòâèòåëüíîãî k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

a1+a2+a3+a4+a5 = 2k è a21+a22+a23+a24+a25 = 2k2.Äîêàæèòå, ÷òî k2 > 25/3.10.4. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëè íàïèñàíû n+1 îäíî÷ëåíîâ 1, x,
x2, . . . , xn. Äîãîâîðèâøèñü çàðàíåå, k ìàëü÷èêîâ êàæäóþìèíóòó îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿëè êàæäûé ñóììó êàêèõ-òîäâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàïèñàííûõ íà äîñêå, è ðåçóëüòàò äîïè-ñûâàëè íà äîñêó. ×åðåç m ìèíóò íà äîñêå áûëè íàïèñàíû,ñðåäè ïðî÷èõ, ìíîãî÷ëåíû S1 = 1 + x, S2 = 1 + x + x2,
S3 = 1 + x+ x2 + x3, . . . , Sn = 1 + x+ x2 + . . .+ xn. Äîêà-æèòå, ÷òî m > 2n/(k + 1).

XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Ïóñòü a1, . . . , a10� ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíü-øèå 3, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 678. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ,÷òî ñóììà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî÷èñëà n íà 20 ÷èñåë a1, a2, . . . , a10, 2a1, 2a2, . . . , 2a10 ðàâ-íà 2012?10.2. Îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â îñòðîóãîëüíûé íåðàâíîáåäðåí-íûé òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D.Ïóñòü òî÷êà I �öåíòð îêðóæíîñòè ω, à O�öåíòð îêðóæ-íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü,îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AID, ïåðåñåêàåò âòîðè÷íîïðÿìóþ AO â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà AEðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè ω.10.3. Ëþáûå äâà èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, a4, a5 îòëè-÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 1. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîäåéñòâèòåëüíîãî k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Èçíà÷àëüíî íà ñòîëå ëåæàò 111 êóñêîâ ïëàñòèëèíà îäèíà-êîâîé ìàññû. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêîãðóïï ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó êóñêîâ è â êàæäîé ãðóï-ïå âåñü ïëàñòèëèí ñëåïèòü â îäèí êóñîê. Çà êàêîå íàèìåíü-øåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ðîâíî 11 êóñêîâ,ëþáûå äâà èç êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûå ìàññû?11.2. Ëþáûå äâà èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, a4, a5 îòëè-÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 1. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîäåéñòâèòåëüíîãî k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

a1+a2+a3+a4+a5 = 2k è a21+a22+a23+a24+a25 = 2k2.Äîêàæèòå, ÷òî k2 > 25/3.11.3. Êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü ðàñêðàøåíà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà. Çàòåì áåëûå êëåòêè ñíîâà ðàñêðà-øåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà òàê, ÷òîáû êëåòêè, ñîñåäíèåïî óãëó, áûëè ðàçíîöâåòíûìè. Ïóñòü ℓ�ïðÿìàÿ, íå ïàðàë-ëåëüíàÿ ñòîðîíàì êëåòîê. Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà I, ïàðàë-ëåëüíîãî ℓ, ïîñ÷èòàåì ðàçíîñòü ñóìì äëèí åãî êðàñíûõ èñèíèõ ó÷àñòêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî C (çàâè-ñÿùåå òîëüêî îò ïðÿìîé ℓ) òàêîå, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ðàç-íîñòè íå ïðåâîñõîäÿò C.11.4. Äàíà ïèðàìèäà SA1A2 . . . An, îñíîâàíèå êîòîðîé � âûïóê-ëûé ìíîãîóãîëüíèê A1 . . . An. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , nâ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîñòðîèëè òðåóãîëüíèê XiAiAi+1,ðàâíûé òðåóãîëüíèêó SAiAi+1 è ëåæàùèé ïî òó æå ñòî-ðîíó îò ïðÿìîé AiAi+1, ÷òî è îñíîâàíèå (ìû ïîëàãàåì
An+1 = A1). Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííûå òðåóãîëüíèêè ïî-êðûâàþò âñ¼ îñíîâàíèå.
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