
XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÂòîðîé äåíü9.5. Ïî êðóãó ñòîèò 101 ìóäðåö. Êàæäûé èç íèõ ëèáî ñ÷èòàåò,÷òî Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Þïèòåðà, ëèáî ñ÷èòàåò, ÷òîÞïèòåð âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè. Îäèí ðàç â ìèíóòó âñåìóäðåöû îäíîâðåìåííî îãëàøàþò ñâîè ìíåíèÿ. Ñðàçó ïîñëåýòîãî êàæäûé ìóäðåö, îáà ñîñåäà êîòîðîãî äóìàþò èíà÷å,÷åì îí, ìåíÿåò ñâî¼ ìíåíèå, à îñòàëüíûå � íå ìåíÿþò. Äî-êàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìíåíèÿ ïåðåñòàíóò ìå-íÿòüñÿ.9.6. Òî÷êè A1, B1, C1 âûáðàíû íà ñòîðîíàõ BC, CA è

AB òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî

AB1 −AC1 = CA1 − CB1 = BC1 − BA1. Ïóñòü IA, IBè IC �öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè

AB1C1, A1BC1 è A1B1C, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òîöåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà IAIBIC ,ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-íèê ABC.9.7. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþ-áûå äâà ÷èñëà íà äîñêå (îáîçíà÷èì èõ a è b) è çàìåíèòü èõíà ÷èñëà a2−2011b2 è ab. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèéíà äîñêå íå îñòàëîñü íè îäíîãî èç èñõîäíûõ ÷èñåë. Ìîãëèëè òàì îïÿòü îêàçàòüñÿ 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ÷èñåë?9.8. Â íåêîòîðîì ãîðîäå ñåòü àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ óñòðîåíàòàê, ÷òî ëþáûå äâà ìàðøðóòà èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþîñòàíîâêó, è íà êàæäîì ìàðøðóòå åñòü õîòÿ áû 4 îñòàíîâêè.Äîêàæèòå, ÷òî âñå îñòàíîâêè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäóäâóìÿ êîìïàíèÿìè òàê, ÷òî íà êàæäîì ìàðøðóòå íàéäóòñÿîñòàíîâêè îáåèõ êîìïàíèé.
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÂòîðîé äåíü10.5. Ïî êðóãó ñòîèò 101 ìóäðåö. Êàæäûé èç íèõ ëèáî ñ÷èòàåò,÷òî Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Þïèòåðà, ëèáî ñ÷èòàåò, ÷òîÞïèòåð âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè. Îäèí ðàç â ìèíóòó âñåìóäðåöû îäíîâðåìåííî îãëàøàþò ñâîè ìíåíèÿ. Ñðàçó ïîñëåýòîãî êàæäûé ìóäðåö, îáà ñîñåäà êîòîðîãî äóìàþò èíà÷å,÷åì îí, ìåíÿåò ñâî¼ ìíåíèå, à îñòàëüíûå � íå ìåíÿþò. Äî-êàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìíåíèÿ ïåðåñòàíóò ìå-íÿòüñÿ.10.6. Ñóùåñòâóþò ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, áîëüøèå 1010 èòàêèå, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà ëþáîå èç íèõ, óâå-ëè÷åííîå íà 2012?10.7. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî n ïàðàáîë, ÿâëÿþ-ùèõñÿ ãðà�èêàìè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ; íèêàêèå äâå èçíèõ íå êàñàþòñÿ. Îíè äåëÿò ïëîñêîñòü íà íåñêîëüêî îáëà-ñòåé, îäíà èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà íàä âñåìè ïàðàáîëàìè.Äîêàæèòå, ÷òî ó ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè íå áîëåå 2(n − 1)óãëîâ (òî åñòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû ïàðàáîë).10.8. Òî÷êà E � ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó ïåðåñå÷å-íèÿ âûñîò íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-êà ABC ñ åãî âåðøèíîé A. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ýòîòòðåóãîëüíèê, êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ C′ è B′ ñî-îòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà F , ñèììåòðè÷íàÿ òî÷-êå E îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé B′C′, ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåéòðåóãîëüíèêà ABC.
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XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÂòîðîé äåíü11.5. Äàíû ìíîãî÷ëåí P (x) è ÷èñëà a1, a2, a3, b1, b2, b3 òàêèå, ÷òî

a1a2a3 6= 0. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî xâûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P (a1x+ b1) + P (a2x+ b2) = P (a3x+ b3).Äîêàæèòå, ÷òî P (x) èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûéêîðåíü.11.6. Òî÷êè A1, B1, C1 âûáðàíû íà ñòîðîíàõ BC, CA è

AB òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî

AB1 −AC1 = CA1 − CB1 = BC1 −BA1. Ïóñòü OA, OBè OC �öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-íèêîâ AB1C1, A1BC1 è A1B1C, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê OAOBOC ,ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-íèê ABC.11.7. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 2n+ 1 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼ íà ðàâ-íûå äóãè (n > 2). Äâîå ïî î÷åðåäè ñòèðàþò ïî îäíîé òî÷êå.Åñëè ïîñëå õîäà èãðîêà îêàçàëîñü, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ñâåðøèíàìè â åù¼ îòìå÷åííûõ òî÷êàõ � òóïîóãîëüíûå, îííåìåäëåííî âûèãðûâàåò, è èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Êòî âûèã-ðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé èãðó èëè åãî ïðî-òèâíèê?11.8. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì Sn = 1! + 2! + . . . + n!. Äî-êàæèòå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì n ó ÷èñëà Sn åñòü ïðîñòîé äå-ëèòåëü, áîëüøèé 102012.
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