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Ìåòîäèêà è ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ (ïðîâåðêè) ðåãèîíàëüíîãîýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå2012�2013 ó÷åáíîãî ãîäà.Îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ â äâà äíÿ (òóðà) � 26 è 27 ÿíâàðÿ 2013 ãî-äà. Çàäàíèÿ êàæäîãî òóðà ñîäåðæàò ïî 4 çàäà÷è äëÿ êàæäîãî êëàññà.Êàæäûé òóð îëèìïèàäû äëèòñÿ 4 ÷àñà.�åøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòüó÷àñòíèê, ðàâíî 56 (28 � I òóð, 28 � II òóð).Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äî-ïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîá-õîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðàç-áîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ,íàõîæäåíèå ïðèìåðà è ò.ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðè�-ìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ. Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷åäîëæíû ó÷èòûâàòü âñ¼ âûøåïåðå÷èñëåííîå.Íèæå ïðèâåäåíà ñòàíäàðòíàÿ ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.



Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.6�7 Âåðíîå ðåøåíèå, íî èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷¼òû, â öå-ëîì íå âëèÿþùèå íà ðåøåíèå.5�6 �åøåíèå â öåëîì âåðíîå. Îäíàêî îíî ñîäåðæèò îøèáêè,ëèáî ïðîïóùåíû ñëó÷àè, íå âëèÿþùèå íà ëîãèêó ðàñ-ñóæäåíèé.3�4 Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è äåëèòñÿ íà äâå ðàâ-íîöåííûå ÷àñòè � ðåøåíèå îäíîé èç ÷àñòåé.2�3 Äîêàçàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, ïîìîãàþùèåâ ðåøåíèè çàäà÷è.0�1 �àññìîòðåíû îòäåëüíûå ñëó÷àè ïðè îòñóòñòâèè ðåøå-íèÿ.0 �åøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò.0 �åøåíèå îòñóòñòâóåò.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ â7 áàëëîâ. Íåäîïóñòèìî ñíèìàòü áàëëû çà òî, ÷òî òåêñò ðåøåíèÿ ñëèø-êîì äëèííûé, èëè çà òî, ÷òî âåðíîå ðåøåíèå øêîëüíèêà îòëè÷àåòñÿîò ïðèâåä¼ííîãî â äàííîé ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêå èëè îò äðóãèõ ðå-øåíèé, èçâåñòíûõ æþðè. Â òî æå âðåìÿ ëþáîé ñêîëü óãîäíî äëèííûéòåêñò ðåøåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé ïîëåçíûõ ïðîäâèæåíèé, äîëæåí áûòüîöåíåí â 0 áàëëîâ.Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäû. Â êîììåí-òàðèÿõ ê çàäà÷àì óêàçàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêîòîðûõïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðîäâèæåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ðà-áîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä¼ííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå ñîäåð-æàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöåíåíû äîïîëíè-òåëüíî. Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà
© Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè, 2013
© È.È. Áîãäàíîâ, 2013, ìàêåò.



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.5. Íåíóëåâûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå
a(x− a)2 + b(x− b)2 = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî |a| = |b|.(Í. Àãàõàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü |b| 6= |a|. Òîãäà b+a 6= 0, è äàííîåóðàâíåíèå � êâàäðàòíîå: (a+b)x2−2(a2+b2)x+(a3+b3) = 0. Ïðèýòîì åãî äèñêðèìèíàíò D

4 = (a2+b2)2−(a+b)(a3+b3) = −ab(a−

−b)2 íå ðàâåí íóëþ, òàê êàê a, b�íåíóëåâûå, è a−b 6= 0. Çíà÷èò,óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðîâíî îäíî ðåøåíèå. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè b = −a äàííîå óðàâíåíèå �ëèíåéíîå: −4a2x = 0, è îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
= 0. Åñëè æå a = b, òî äèñêðèìèíàíò îáðàùàåòñÿ â íîëü, è óóðàâíåíèÿ òàêæå ðîâíî îäíî ðåøåíèå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà. Åñëè îíèîáà � ïîëîæèòåëüíûå, òî a(x − a)2 > 0 è b(x − b)2 > 0, îòêóäàñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî a(x−a)2+b(x−b)2 = 0 ìîæåò âûïîëíÿòü-ñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
a(x− a)2 = 0 è b(x− b)2 = 0, òî åñòü x = a è x = b, îòêóäà a = b.Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñëà � îòðèöà-òåëüíûå (çíàêè íåðàâåíñòâ ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå).Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà èìåþò ðàçíûå çíàêè; áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè, a > 0 è b < 0. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü a = c2, b =
= −d2, ãäå c > 0 è d > 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé ðàçíîñòèêâàäðàòîâ, ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå: 0 = a(x− a)2+ b(x−
−b)2 = c2(x−a)2−d2(x−b)2 = (c(x−a)−d(x−b))(c(x−a)+d(x−
− b)). Åñëè c 6= d, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõêîðíÿ x1 = ac− bd

c− d = c3 + d3

c− d è x2 = ac+ bd
c+ d = c3 − d3

c+ d (çàìåòèì,÷òî |x2| < |x1|, ïîñêîëüêó |c3 + d3| > |c3 − d3| è |c − d| < |c +
+ d|). Çíà÷èò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è, íåîáõîäèìîðàâåíñòâî c = d, èç êîòîðîãî è ñëåäóåò, ÷òî b = −a.4



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÊîììåíòàðèé. Èç ðàññìîòðåíèÿ äèñêðèìèíàíòîâ ïîëó÷å-íî ðàâåíñòâî a = b (ïðè ýòîì ïîòåðÿí ñëó÷àé a = −b, êîãäàóðàâíåíèå íå êâàäðàòíîå) � 3 áàëëà.Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîâ a è b âåðíî ðàçîáðàí òîëüêî ñëó-÷àé, êîãäà ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà � 2 áàëëà.Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîâ a è b âåðíî ðàçîáðàí òîëüêî ñëó-÷àé, êîãäà ÷èñëà a è b ðàçíîãî çíàêà � 4 áàëëà.9.6. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ� âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåäñòâèèêàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðàâà â ñèíåìïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è òîëüêî òå äå-âî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëàòüÿõ îäíîãî öâå-òà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî?(�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. 17.�åøåíèå. �àññìîòðèì ëþáóþ äåâî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ å¼ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà ìîãëè áûòü òàêèìè: ñèíèé�ñèíèé, ñèíèé�êðàñíûé, êðàñíûé�ñèíèé, êðàñíûé�êðàñíûé. Äåâî÷êà îòâåòèëà¾äà¿ ðîâíî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà ¾äà¿ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ñîñåäêà ñëåâà áûëà â ñèíåì ïëàòüå.Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áûëà âñèíåì ïëàòüå, òî è îòâåò ¾äà¿ ïðîçâó÷àë 17 ðàç.Çàìå÷àíèå. Èìåþòñÿ äðóãèå (áîëåå ñëîæíûå) îáîñíîâàíèÿòîãî, ÷òî â õîðîâîäå ðîâíî 17 äåâî÷åê, îòâåòèâøèõ ¾äà¿.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò (áåç îáîñíîâàíèÿ, ëèáî ïîëó-÷åííûé ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññòàíîâêè) � 1 áàëë.Çà ïîïûòêè îáîñíîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû íå âñå âà-ðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ äåâî÷åê, äîïîëíèòåëüíûå áàëëû íå íà-÷èñëÿþòñÿ.9.7. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC îñòðîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è BC â òî÷êàõ B1 è B2ñîîòâåòñòâåííî, à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AB ïå-ðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî.Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BB1B2 è CC1C2ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè,5



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâîïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.(Ë. Åìåëüÿíîâ)
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�åøåíèå. Ïóñòü O�öåíòðîêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëîòðåóãîëüíèêà ABC. Ïîêàæåìñíà÷àëà, ÷òî ïðÿìàÿ OB êàñà-åòñÿ îêðóæíîñòè ωb, îïèñàííîéîêîëî òðåóãîëüíèêà BB1B2.Ïóñòü AB < BC; òîãäà ñå-ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòî-ðîíå AC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BCâ òî÷êå B2, à ïðîäîëæåíèå ñòî-ðîíû AB çà òî÷êó B � â òî÷êå B1 (ñì. ðèñ. 1). Èìååì ∠B2B1A =

= ∠OB1A = 90◦ − ∠A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâíîáåäðåííî-ãî òðåóãîëüíèêà BOC ïîëó÷àåì ∠B2BO = ∠CBO = 90◦ −
− 1

2 ∠BOC = 90◦−∠A. Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûé óãîë ∠B2B1Bðàâåí óãëó ìåæäó ñåêóùåé BB2 è ïðÿìîé OB. Èç îáðàòíîé òåî-ðåìû îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé ñëåäóåò, ÷òî OBêàñàåòñÿ ωb. Åñëè AB < BC, òî ïðîõîäèò òî æå ðàññóæäåíèå ñçàìåíîé òî÷êè A íà C è íàîáîðîò.Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ OC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ωc, îïèñàí-íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CC1C2. Òåïåðü íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òîïðÿìàÿ OP ïðîõîäèò ÷åðåç Q. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ïðÿ-ìàÿ OP ïåðåñåêàåò ωb è ωc â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Qb è Qc. Òîãäàïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ñåêóùèõ èìååì OQb ·OP =
= OB2 = OC2 = OQc · OP , îòêóäà OQb = OQc; íàêîíåö, ïî-ñêîëüêó òî÷êè Qb è Qc ëåæàò ïî òó æå ñòîðîíó îò O, ÷òî è P ,ïîëó÷àåì Qb = Qc, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ íåîñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà óòâåð-æäåíèå çàäà÷è òàêæå âåðíî. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî îêðóæíîñòè,îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ B1B2B è C1C2C íå âñåãäà ïå-ðåñåêàþòñÿ (äàæå â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå). Â ýòîì ñëó-÷àå óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñîõðàíèò ñèëó, åñëè çàìåíèòü çàìåíèòüïðÿìóþ PQ íà ðàäèêàëüíóþ îñü îêðóæíîñòåé ωb è ωc.6



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÇàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî íà ïðÿ-ìîé PQ (èëè íà ðàäèêàëüíîé îñè ωb è ωc) ëåæèò âåðøèíà A.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìàÿ OB êàñàåòñÿ ωb (èëè÷òî ïðÿìàÿ OC êàñàåòñÿ ωc) � 3 áàëëà.Äîêàçàíî, ÷òî OB1 ·OB2 = OC1 ·OC2, äàëüíåéøåå ïðîäâè-æåíèå îòñóòñòâóåò � 4 áàëëà.9.8. Â êëåòêàõ äîñêè 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1 è −1 (â êàæäîéêëåòêå � ïî îäíîìó ÷èñëó). �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàñïîëî-æåíèÿ �èãóðêè íà äîñêå (�èãóðêó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü,íî å¼ êëåòêè íå äîëæíû âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè). Íàçîâ¼ìòàêîå ðàñïîëîæåíèå íåóäà÷íûì, åñëè ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ÷å-òûð¼õ êëåòêàõ �èãóðêè, íå ðàâíà 0. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîç-ìîæíîå ÷èñëî íåóäà÷íûõ ðàñïîëîæåíèé. (Ì. Àíòèïîâ)
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�èñ. 2
Îòâåò. 36.�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîì¾êðåñòå¿ èç ïÿòè êëåòîê äîñêè íàéä¼ò-ñÿ õîòÿ áû îäíî íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; ïóñòü â êðàé-íèõ êëåòêàõ êðåñòà ñòîÿò ÷èñëà a, b, c, d,à â öåíòðàëüíîé � e; îáîçíà÷èì ÷åðåç Sñóììó âñåõ ýòèõ ïÿòè ÷èñåë. Òîãäà ïî íà-øåìó ïðåäïîëîæåíèþ S − a = S − b = S − c = S − d = 0, îòêóäà

a = b = c = d. Çíà÷èò, S − a = e+ 3a = 0, òî åñòü e = −3a = ±3,÷òî íåâîçìîæíî.Èòàê, â êàæäîì èç 36 ¾êðåñòîâ¿ (ñ öåíòðàìè âî âñåõ íåêðàé-íèõ êëåòêàõ) åñòü íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå �èãóðêè. ßñíî, ÷òîêàæäîå ðàñïîëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîì êðåñòå;ïîýòîìó òàêèõ ðàñïîëîæåíèé íå ìåíüøå 36.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð ðàññòàíîâêè,ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî íåóäà÷íûõ ðàñïîëîæåíèé ðàâíî 36 (âêàæäîé êëåòêå óêàçàí çíàê ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà). Äåéñòâè-òåëüíî, â ëþáîì êðåñòå íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå ðîâíî îäíî, àâñå ðàñïîëîæåíèÿ, ïðèëåãàþùèå äëèííîé ñòîðîíîé ê ãðàíèöåäîñêè � óäà÷íû.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ � 0 áàëëîâ.7



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÏðèâåä¼í òîëüêî ïðèìåð ðîâíî ñ 36 íåóäà÷íûìè ðàñïîëîæå-íèÿìè � 2 áàëëà.Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ðàñïîëîæåíèé äîëæíî áûòü íå ìåíü-øå 36, íî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð îòñóòñòâóåò (èëè íåâåðåí) �4 áàëëà.Äîêàçàíî, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûð¼õ ðàñïîëîæåíèé �è-ãóðêè â ¾êðåñòå¿ íåóäà÷íî � 2 áàëëà. (Ýòè 2 áàëëà ìîãóò ñóì-ìèðîâàòüñÿ ñ áàëëàìè çà âåðíûé ïðèìåð.)
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü10 êëàññ10.5. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ� âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåäñòâèèêàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðàâà â ñèíåìïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è òîëüêî òå äå-âî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëàòüÿõ îäíîãî öâå-òà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî?(�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. 17.�åøåíèå. �àññìîòðèì ëþáóþ äåâî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ å¼ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà ìîãëè áûòü òàêèìè: ñèíèé�ñèíèé, ñèíèé�êðàñíûé, êðàñíûé�ñèíèé, êðàñíûé�êðàñíûé. Äåâî÷êà îòâåòèëà¾äà¿ ðîâíî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà ¾äà¿ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ñîñåäêà ñëåâà áûëà â ñèíåì ïëàòüå.Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áûëà âñèíåì ïëàòüå, òî è îòâåò ¾äà¿ ïðîçâó÷àë 17 ðàç.Çàìå÷àíèå. Èìåþòñÿ äðóãèå (áîëåå ñëîæíûå) îáîñíîâàíèÿòîãî, ÷òî â õîðîâîäå ðîâíî 17 äåâî÷åê, îòâåòèâøèõ ¾äà¿.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò (áåç îáîñíîâàíèÿ, ëèáî ïîëó-÷åííûé ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññòàíîâêè) � 1 áàëë.Çà ïîïûòêè îáîñíîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû íå âñå âà-ðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ äåâî÷åê, äîïîëíèòåëüíûå áàëëû íå íà-÷èñëÿþòñÿ.10.6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c, ãäå c > 2, òàêîâû, ÷òî 1

a
+

1

b
=

1

c
.Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a+ c, b+ c� ñîñòàâíîå.(Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ÷èñåë da = ÍÎÄ(a, c) è db = ÍÎÄ(b, c) áîëüøå 1. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè, íàïðèìåð, da > 1, òî a+c äåëèòñÿ íà da è a+c > da, çíà÷èò,

a+ c� ñîñòàâíîå ÷èñëî.Èç ðàâåíñòâà 1

a
+

1

b
=

1

c
ñëåäóåò c(a + b) = ab, çíà÷èò, abäåëèòñÿ íà c. Íî òîãäà, åñëè da = db = 1, òî è c = 1, ÷òî íåâîç-ìîæíî ïî óñëîâèþ. Èòàê, îäíî èç ÷èñåë da è db áîëüøå 1, ÷òî èòðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 9



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÇàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàòóðàëüíûå a, b, c óäîâëå-òâîðÿþò ðàâåíñòâó 1/a+1/b = 1/c, òî ÷èñëî a+ b òàêæå ñîñòàâ-íîå.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî îäíî èç ÷èñåë da è db áîëüøååäèíèöû� 5 áàëëîâ.Åñëè çàäà÷à ñâåäåíà ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî îäíî èç ÷èñåë daè db áîëüøå åäèíèöû, íî ñàìî ýòî óòâåðæäåíèå íå äîêàçàíî �2 áàëëà.10.7. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåäåíû òðèîáùèå êàñàòåëüíûå � äâå âíåøíèå, a è b, è îäíà âíóòðåííÿÿ, c.Ïðÿìûå a, b è c êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω1 â òî÷êàõ A1, B1 è C1ñîîòâåòñòâåííî, à îêðóæíîñòè ω2� â òî÷êàõ A2, B2 è C2 ñîîò-âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíî îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé ω1è ω2. (Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü r1 è r2 �ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2ñîîòâåòñòâåííî, à O1 è O2 �èõ öåíòðû. Åñëè r1 = r2, òî òðå-óãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O1O2 è C1C2, è èõ ïëîùàäè ðàâíû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 6= r2; ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè r1 <
< r2. Òîãäà ëó÷è A2A1 è B2B1 ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷-êå S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé c ñ ïðÿ-ìûìè a è b ñîîòâåòñòâåííî. Ìû äîêàæåì, ÷òî 1) A1B1

A2B2
= r1

r2
, è2) âûñîòû h1 è h2 òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A2B2C2, ïðîâåä¼í-íûå èç âåðøèí C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû. Îòñþäà áóäåòñëåäîâàòü, ÷òî SA1B1C1

SA2B2C2

=
A1B1 · h1/2
A2B2 · h2/2

= r1
r2
, ÷òî è òðåáóåòñÿ.1) Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè SA1O1 è SA2O2 ïîäîáíû,çíà÷èò, SA1

SA2
= r1

r2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíè-êè SA1B1 è SA2B2 ïîäîáíû ñ êîý��èöèåíòîì r1/r2, îòêóäà èñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.2) Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè òî÷åê B1, C1, B2, C2, P è Q íà ëè-íèþ öåíòðîâ O1O2 ÷åðåç B′

1
, C ′

1
, B′

2
, C ′

2
, P ′ è Q′ ñîîòâåòñòâåííî(ïðîåêöèÿìè òî÷åê A1 è A2 íà O1O2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ B′

1
è B′

2
).10



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
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c
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ω1

ω2

�èñ. 3Çàìåòèì, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ B′

1
C ′

1
è B′

2
C ′

2
ðàâíû h1 è h2 ñîîò-âåòñòâåííî.Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ω1 èìååì SP + PQ−

− SQ = (SA1 + PA1) + (PC1 +QC1)− (SB1 +QB1) = 2PA1 =
= 2PC1. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ω2ïîëó÷àåì SP +PQ−SQ = (SA2−PA2)+(PC2+QC2)− (SB2−
− QB2) = 2QB2 = 2QC2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî PA1 = PC1 =
= QB2 = QC2.Ïóñòü ïðÿìàÿ c ïåðåñåêàåò O1O2 â òî÷êå M . Ïîëîæèì α =
= ∠PSM = ∠QSM , β = ∠SMP = ∠O2MQ. Èìååì B′

1
C ′

1
=

= B′

1
P ′+P ′C ′

1
= A1P cosα+PC1 cos β = B2Q cosα+QC2 cosβ =

= B′

2
Q′+Q′C ′

2
= B′

2
C ′

2
, òî åñòü B′

1
C ′

1
= B′

2
C ′

2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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ℓ�èñ. 4Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè 1) ìîæíî âîñïîëü-çîâàòüñÿ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå S. 11



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ×àñòü 2) ìîæíî äîêàçûâàòü è ïî-äðóãîìó. Äîñòàòî÷íî äî-êàçàòü, ÷òî ñåðåäèíû A0, B0 è C0 îòðåçêîâ A1A2, B1B2 è C1C2ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ℓ (ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëü-íîé îñüþ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, ñì. ðèñ. 4). Äåéñòâèòåëüíî,òîãäà ℓ ⊥ O1O2, è òî÷êè B′

1
, C ′

1
áóäóò ñèììåòðè÷íû ñîîòâåò-ñòâåííî òî÷êàì B′

2
è C ′

2
îòíîñèòåëüíî ℓ, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò
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0
). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàêêàê A1A0 = A2A0 è C1C0 = C2C0. Àíàëîãè÷íî B0C0 ⊥ O1O2,÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî A0, B0 è C0 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåí-äèêóëÿðíîé O1O2.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíà òîëüêî ÷àñòü 1) � 2 áàëëà.Äîêàçàíà òîëüêî ÷àñòü 2) � 4 áàëëà.Çà îòñóòñòâèå ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ r1 = r2 áàëëû íå ñíè-ìàþòñÿ.Åñëè â ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàíû è èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûåñâîéñòâà ðàäèêàëüíîé îñè, îöåíêà íå ñíèæàåòñÿ.Òîò �àêò, ÷òî PC1 = QC2 (èëè àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà îò-ðåçêîâ), ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí, íî íå äîêàçàí â ðàáîòå.Ïîñêîëüêó ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà, çà îòñóòñòâèå â ðàáîòå ýòîãîäîêàçàòåëüñòâà áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.Òîëüêî äîêàçàíî ðàâåíñòâî PC1 = QC2 (èëè àíàëîãè÷-íûå) � 0 áàëëîâ (òàê êàê ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà).10.8. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 2013 îòìå÷åíû 2013 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼íà ðàâíûå äóãè. Â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñòîèò �èøêà. Íà-çîâ¼ì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äëèíó ìåíüøåé äóãèìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ìîæíî ïåðå-ñòàâèòü �èøêè òàê, ÷òîáû ñíîâà â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êåáûëî ïî �èøêå, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ �èøêàìè,èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûìè íå áîëåå, ÷åì íà n, óâåëè÷èëîñü?(Ä. Õðàìöîâ)Îòâåò. n = 670.�åøåíèå. Çàíóìåðóåì òî÷êè è ñòîÿùèå íà íèõ �èøêè ïî12



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü÷àñîâîé ñòðåëêå ïîñëåäîâàòåëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè÷èñëàìè îò 0 äî 2012. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêóè �èøêè ñ íîìåðàìè 0, 671 è 1342, èçíà÷àëüíî ðàñïîëîæåííûåâ âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿìåæäó íèìè ðàâíû 671. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñóììà ïîïàðíûõðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè �èøêàìè íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü äëè-íû îêðóæíîñòè, à çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿíå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 2013/3 = 671; çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäóýòèìè äâóìÿ �èøêàìè íå óâåëè÷èòñÿ. Èòàê, ïðè n > 671 òðåáó-åìàÿ ïåðåñòàíîâêà íåâîçìîæíà.Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåð èñêîìîé ïåðåñòàíîâêè äëÿ n = 670.Êàæäóþ �èøêó ñ íîìåðîì i 6 1006 ïåðåñòàâèì òî÷êó ñ íîìå-ðîì ai = 2i, à êàæäóþ �èøêó ñ íîìåðîì i > 1007� â òî÷êó ñíîìåðîì ai = 2i− 2013. Èíà÷å ãîâîðÿ, ai� ýòî îñòàòîê îò äåëå-íèÿ 2i íà 2013. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó ïîïàëî ïî�èøêå. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè �è-øåê, èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûõ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà 670,ïðè ýòîì âîçðàñòóò.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå �èøêè ñ íîìåðàìè i è j; ïóñòüðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî d 6 670. Òîãäà îäíà èç äóã ìåæäóòî÷êàìè ai è aj áóäåò èìåòü äëèíó 2d, òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäóýòèìè òî÷êàìè åñòü d′ = min{2d, 2013 − 2d}. Íî çàìåòèì, ÷òî
2d > d è 2013 − 2d > d (ïîñëåäíåå � ïîñêîëüêó 3d < 2013).Çíà÷èò, è d′ > d, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0áàëëîâ.Äîêàçàíî, ÷òî ïðè n > 671 òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà íå ñóùå-ñòâóåò (ñäåëàíà îöåíêà) � 3 áàëëà.Ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî n = 670 ïîäõîäèò, ñîáîñíîâàíèåì, ÷òî ïðèìåð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ� 4 áàëëà.Ïðèâåäåí âåðíûé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî n = 670 ïîä-õîäèò, áåç äîñòàòî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî ïðèìåð óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ� 3 áàëëà.Áàëëû çà ïðîäâèæåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè è â ïîñòðî-åíèè ïðèìåðà ñóììèðóþòñÿ. 13



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå 2013 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òîñóììà ëþáûõ 2012 èç íèõ íå ìåíüøå êâàäðàòà îñòàâøåãîñÿ?(Î. Ïîäëèïñêèé)Îòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà íàøëèñü. Ïî-ñêîëüêó îíè ðàçëè÷íû è èõ 2013, íàèáîëüøåå èç íèõ íå ìåíü-øå 2013; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç a. Òîãäà ñóììà âñåõ îñòàëüíûõ íåïðåâîñõîäèò 2012a, à åãî êâàäðàò ðàâåí a2 > 2013a, òî åñòü îíáîëüøå ýòîé ñóììû. Ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. �àññìîòðåíî ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë è çà-ìå÷åíî, ÷òî îíî íå ìåíüøå 2013 � 2 áàëëà.11.6. Òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ωx, ωy, ωz ðàäèó-ñîâ rx, ry, rz ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé tè êàñàþòñÿ åå â òî÷êàõ X, Y , Z ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî
Y � ñåðåäèíà îòðåçêà XZ, rx = rz = r, à ry > r. Ïóñòü p� îä-íà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωx è ωy, à
q� îäíà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωy è
ωz. Â ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ p, q, t îáðàçîâàëñÿ íåðàâíîáåäðåííûéòðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíî-ñòè ðàâåí r. (Ï. Êîæåâíèêîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðåóãîëü-íèêà ÷åðåç A, B, C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Ïóñòü q′ � âòîðàÿîáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê ωy è ωz, à t′ � âòîðàÿ èõ îáùàÿâíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ è B′ òî÷êè ïåðåñå÷å-íèÿ ïðÿìîé t′ ñ q è t ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç M è N � òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé q′ ñ t è t′ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òàêæåöåíòðû îêðóæíîñòåé ωx, ωy è ωz ÷åðåç Ix, Iy è Iz ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïðÿìàÿ p ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé IyY ïåðå-õîäèò ëèáî â q, ëèáî â q′. Íî, åñëè îíà ïåðåõîäèò â q, òî òðå-óãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, p è q′ ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî IyY . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìûå q è q′, à òàêæå
t è t′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ IyIz . Çíà÷èò,
∠B′A′C = ∠NMB′ = ∠BAC. Êðîìå òîãî, ∠ACB = ∠A′CB′14



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
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t′
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ωx
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ωy �èñ. 5êàê âåðòèêàëüíûå. Èòàê, òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ïîäîáíûïî äâóì óãëàì.Íàêîíåö, ωy �èõ îáùàÿ âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, êàñàþ-ùàÿñÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí AC è A′C; çíà÷èò, êîý��èöèåíòèõ ïîäîáèÿ ðàâåí 1, è ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Ïîýòîìó ðàäèó-ñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C, òàê-æå ðàâíû. Íî îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â A′B′C � ýòî ωz, îòêóäàè ñëåäóåò òðåáóåìîå.Çàìå÷àíèå. Âàðèàöèåé ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåä¼ííîãî âûøå,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CIy.Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü îáîçíà÷èì âåðøèíû äàííîãî òðå-óãîëüíèêà A, B, C, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Ïóñòü ω0� âïèñàí-íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC, è åå ðàäèóñ ðàâåí r0 = r/k(òåì ñàìûì, â çàäà÷å òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî k = 1). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç P , Q è T òî÷êè êàñàíèÿ ω0 ñ ïðÿìûìè p, q è t ñîîò-âåòñòâåííî, à ÷åðåç K è L� òî÷êè êàñàíèÿ ωy ñ ïðÿìûìè p è qñîîòâåòñòâåííî.Îáîçíà÷èì x = AT , z = CT = AC − x. Ïîêàæåì, ÷òî
AY = z. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ êîêðóæíîñòè è ðàâåíñòâà îòðåçêîâ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ωy è ω0èìååì: AY −CT = AK−CQ = (PK−AP )− (QL−CL) = CL−
− AP = CY − AT = (AC − AY ) − (AC − CT ) = CT − AY ; òîåñòü AY − CT = CT −AY , îòêóäà AY = CT = z. 15



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
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�èñ. 6Çàìåòèì, ÷òî x 6= z. Èíà÷å AT = AY , çíà÷èò, òî÷êè Y è Tñîâïàäàþò, à AC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé ωy è ω0 â ýòîé îáùåéòî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ABC ñèììåòðè÷åí îòíîñè-òåëüíî ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé ωy è ω0, çíà÷èò, îí ðàâíî-áåäðåííûé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Ïóñòü I è Ix �öåíòðû îêðóæíîñòåé ω0 è ωx. Òðåóãîëüíèêè
ITA è IxXA ïîäîáíû, ïîýòîìó XA = IxX

IT · AT = r
r0

· AT =

= kAT = kx. Àíàëîãè÷íî, ZC = kz. Èç óñëîâèÿ XY = Y Zïîëó÷àåì XA+AY = ZC+CY ; çíà÷èò, kx+ z = kz+x, îòêóäà
(kx− x)− (kz − z) = 0, èëè (k − 1)(x − z) = 0. Ïî äîêàçàííîìó
x 6= z, çíà÷èò k = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Êîììåíòàðèé. Â âåðíîì ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùå-íèå íà AY −CY (ëèáî íà AT −CT èëè àíàëîãè÷íóþ âåëè÷èíó)áåç îáîñíîâàíèÿ òîãî �àêòà, ÷òî AY 6= CY � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.Òîò �àêò, ÷òî AY = CT , ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí, íî íåäîêàçàí â ðàáîòå. Ïîñêîëüêó ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà, çà îòñóò-ñòâèå â ðàáîòå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.Òîëüêî äîêàçàíî ðàâåíñòâî AY = CT (èëè AT = CY ) �0 áàëëîâ (òàê êàê ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà).Çàäà÷à ñâåäåíà ê ðàâåíñòâó îòðåçêîâ AX = AT (èëè CT =
= CZ), íî ýòî ðàâåíñòâî íå äîêàçàíî � 2 áàëëà.11.7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðè êàæäîì íå÷¼òíîì
n > 100 ÷èñëî 20n + 13n äåëèòñÿ íà k. (À. �îëîâàíîâ)16



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÎòâåò. k = 1, 3, 11, 33.Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷¼ò-íîì n ÷èñëî
20n + 13n = (20 + 13)(20n−1 − 20n−2 · 13 + . . .+ 13n−1)äåëèòñÿ íà 20 + 13 = 33. Çíà÷èò, åñëè k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì÷èñëà 33, òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî.Ïîêàæåì, ÷òî âñå îñòàëüíûå k íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà ÷èñëà A = 20101 + 13101 è B =

= 20103 +13103 äåëÿòñÿ íà k. Çíà÷èò, ÷èñëà 202 ·A−B = (400−
−169) ·13101 = 231·13101 è B−132 ·A = 231·20101 òàêæå äåëÿòñÿíà k. Îäíàêî ÍÎÄ(231 · 20101, 231 · 13101) = 231 = 7 · 33, òàê ÷òî
231

... k.Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî 20n + 13n íå äåëèòñÿ íà 7. Äåéñòâè-òåëüíî,
20n + 13n = (20n − 13n) + 2 · 13n,ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 20−13 = 7, à âòîðîå � íåò. Èòàê,

k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 231 è íå äåëèòñÿ íà 7; çíà÷èò, 33 ... k,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðåäúÿâèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî,÷òî k äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà 33.Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÍÎÄ(20, k) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèÍÎÄ(20, k)
... p ïðè íåêîòîðîì ïðîñòîì p, òî è 20101 + 13101

... p,à çíà÷èò, è 13
... p. Íî òîãäà íà p äåëèòñÿ ÍÎÄ(20, 13) = 1, ÷òîíåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî, ÍÎÄ(13, k) = 1.�àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëà 1 = 200, 201, 202, . . . , 20k; äâà èçíèõ äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà k. Çíà÷èò, ïðèíåêîòîðûõ i > j íà k äåëèòñÿ ÷èñëî 20i − 20j = 20j(20i−j − 1).Îòñþäà, ïîñêîëüêó ÍÎÄ(20, k) = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íåêîòî-ðîì íàòóðàëüíîì u = i − j ÷èñëî 20u − 1 äåëèòñÿ íà k. Àíàëî-ãè÷íî, ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì v ÷èñëî 13v−1 äåëèòñÿ íà k.�àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëî n > 100 òàêîå, ÷òî n − 1

... uv; íà-ïðèìåð, ïîäõîäèò ÷èñëî n = 1 + 100uv. Òîãäà ÷èñëî
(20n + 13n)− 33 = 20(20n−1 − 1) + 13(13n−1 − 1)äåëèòñÿ íà k, ïîñêîëüêó 20n−1 − 1

... k è 13n−1 − 1
... k. Èòàê, ïî-ñêîëüêó 20n + 13n

... k, òî è 33
... k. 17



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÊîììåíòàðèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå ÷èñëà 1, 3, 11, 33 óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ� 1 áàëë.Ïîêàçàíî òîëüêî, ÷òî 231
... k� 3 áàëëà. (Åñëè äîïîëíèòåëü-íî äîêàçàíî, ÷òî âñå äåëèòåëè ÷èñëà 33 ïîäõîäÿò � äîáàâèòü1 áàëë.)Ïîêàçàíî òîëüêî, ÷òî 33
... k� 5 áàëëîâ.11.8. Ôèãóðà ¾ìàìîíò¿ áü¼ò êàê ñëîí (ïî äèàãîíàëÿì), íî òîëüêî âòð¼õ íàïðàâëåíèÿõ èç ÷åòûðåõ (îòñóòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå ìî-æåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ìàìîíòîâ). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñ-ëî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ìàìîíòîâ ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõ-ìàòíîé äîñêå 8× 8? (Î. Äìèòðèåâ)Îòâåò. 20.�åøåíèå. Èç êàæäîãî ìàìîíòà âûïóñòèì òðè ñòðåëêè âòåõ íàïðàâëåíèÿõ, â êîòîðûõ îí áü¼ò. Ñîïîñòàâèì ñòðåëêó äèà-ãîíàëè (íå îáÿçàòåëüíî ãëàâíîé), åñëè ìàìîíò, èç êîòîðîãî âå-ä¼ò ñòðåëêà, ñòîèò â ýòîé äèàãîíàëè, à ñòðåëêà èä¼ò âäîëü íå¼.Òîãäà êàæäîé äèàãîíàëè ñîïîñòàâëåíî íå áîëåå äâóõ ñòðåëîê: âïðîòèâíîì ñëó÷àå äâå èç íèõ áóäóò èäòè â îäíîì íàïðàâëåíèè,è îäèí èç ìàìîíòîâ áóäåò áèòü äðóãîãî. Ïîñêîëüêó äèàãîíàëåéâñåãî 30 (ïî 15 â êàæäîì íàïðàâëåíèè), ñòðåëîê èì ñîïîñòàâëå-íî íå áîëåå 60, à çíà÷èò, âñåãî ìàìîíòîâ íå áîëüøå 60/3 = 20.
�èñ. 7Òðè âîçìîæíûõ ïðèìåðà ðàñïîëîæåíèÿ 20 ìàìîíòîâ, íåáüþùèõ äðóã äðóãà, ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Åñòü è äðóãèå ðàñïîëî-æåíèÿ.Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññòà-âèòü 10 ìàìîíòîâ íà áåëûõ ïîëÿõ; ðàññòàíîâêà ÷¼ðíûõ ïîëó-18



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü÷èòñÿ ïîâîðîòîì íà 90◦ èëè ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåéëèíèè äîñêè.Êîììåíòàðèé. Ïðèâåä¼í ïðàâèëüíûé ïðèìåð ðàññòàíîâêè20 ìàìîíòîâ, íå áüþùèõ äðóã äðóãà � 3 áàëëà.Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ìàìîíòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 20 �4 áàëëà.
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