
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÂòîðîé äåíü9.5. Íåíóëåâûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå

a(x− a)2 + b(x− b)2 = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî |a| = |b|.9.6. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ � âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåä-ñòâèè êàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðà-âà â ñèíåì ïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå èòîëüêî òå äåâî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëà-òüÿõ îäíîãî öâåòà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåð-äèòåëüíî?9.7. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC îñòðîóãîëüíî-ãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è BC â òî÷-êàõ B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî, à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð êñòîðîíå AB ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ C1 è C2ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíè-êîâ BB1B2 è CC1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêà-æèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-êà ABC, ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.9.8. Â êëåòêàõ äîñêè 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1 è −1 (â êàæ-äîé êëåòêå � ïî îäíîìó ÷èñëó). �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûåðàñïîëîæåíèÿ �èãóðêè íà äîñêå (�èãóðêó ìîæíî ïî-âîðà÷èâàòü, íî å¼ êëåòêè íå äîëæíû âûõîäèòü çà ïðåäåëûäîñêè). Íàçîâ¼ì òàêîå ðàñïîëîæåíèå íåóäà÷íûì, åñëè ñóì-ìà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ÷åòûð¼õ êëåòêàõ �èãóðêè, íå ðàâíà 0.Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî íåóäà÷íûõ ðàñïîëî-æåíèé.
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.Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a+c, b+c� ñîñòàâíîå.10.7. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåäå-íû òðè îáùèå êàñàòåëüíûå � äâå âíåøíèå, a è b, è îäíàâíóòðåííÿÿ, c. Ïðÿìûå a, b è c êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω1 âòî÷êàõ A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî, à îêðóæíîñòè ω2�âòî÷êàõ A2, B2 è C2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòíî-øåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíîîòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2.10.8. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 2013 îòìå÷åíû 2013 òî÷åê, äåëÿ-ùèõ å¼ íà ðàâíûå äóãè. Â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñòîèò�èøêà. Íàçîâ¼ì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äëèíóìåíüøåé äóãè ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ïðè êàêîì íàèáîëü-øåì n ìîæíî ïåðåñòàâèòü �èøêè òàê, ÷òîáû ñíîâà â êàæ-äîé îòìå÷åííîé òî÷êå áûëî ïî �èøêå, à ðàññòîÿíèå ìåæäóëþáûìè äâóìÿ �èøêàìè, èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûìè íå áîëåå,÷åì íà n, óâåëè÷èëîñü?
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÂòîðîé äåíü11.5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå 2013 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,÷òî ñóììà ëþáûõ 2012 èç íèõ íå ìåíüøå êâàäðàòà îñòàâøå-ãîñÿ?11.6. Òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ωx, ωy, ωz ðà-äèóñîâ rx, ry, rz ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îòïðÿìîé t è êàñàþòñÿ åå â òî÷êàõ X , Y , Z ñîîòâåòñòâåííî.Èçâåñòíî, ÷òî Y � ñåðåäèíà îòðåçêà XZ, rx = rz = r, à

ry > r. Ïóñòü p�îäíà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ êîêðóæíîñòÿì ωx è ωy, à q�îäíà èç îáùèõ âíóòðåííèõ êà-ñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì ωy è ωz. Â ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ

p, q, t îáðàçîâàëñÿ íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Äîêà-æèòå, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè ðàâåí r.11.7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðè êàæäîì íå÷¼ò-íîì n > 100 ÷èñëî 20n + 13n äåëèòñÿ íà k.11.8. Ôèãóðà ¾ìàìîíò¿ áü¼ò êàê ñëîí (ïî äèàãîíàëÿì), íî òîëüêîâ òð¼õ íàïðàâëåíèÿõ èç ÷åòûðåõ (îòñóòñòâóþùåå íàïðàâëå-íèå ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ìàìîíòîâ). Êàêîå íàè-áîëüøåå ÷èñëî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ìàìîíòîâ ìîæíî ðàñ-ñòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8× 8?
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