
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

9.1. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 5 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû-

áðàòü íåêîòîðûå èç íèõ è ïåðåìåñòèòü èõ òàê, ÷òîáû ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïåðåìåù¼ííûìè òî÷êàìè íå èç-

ìåíèëîñü, à â ðåçóëüòàòå íà ïëîñêîñòè îñòàëîñü ìíîæåñòâî

èç 5 òî÷åê, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé.

9.2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ñóùåñòâóþò òàêèå

öåëûå a1, a2, . . . , an, ÷òî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí

x2 − 2 (a1 + a2 + . . .+ an)
2 x+

(

a4
1
+ a4

2
+ . . .+ a4n + 1

)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí öåëûé êîðåíü?

9.3. Îêðóæíîñòü Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O îïèñàíà îêîëî îñòðî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB < BC; åãî

âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H . Íà ïðîäîëæåíèè îòðåç-

êà BO çà òî÷êó O îòìå÷åíà òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî ∠ADC =
= ∠ABC. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó H ïàðàëëåëüíî

ïðÿìîé BO, ïåðåñåêàåò ìåíüøóþ äóãó AC îêðóæíîñòè Ω â

òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî BH = DE.

9.4. Â ëàãåðü ïðèåõàëè 10000 äåòåé, êàæäûé äðóæèò ðîâíî ñ 11

äðóãèìè äåòüìè â ëàãåðå (äðóæáà âçàèìíà). Êàæäûé ðåá¼-

íîê íîñèò �óòáîëêó îäíîãî èç ñåìè öâåòîâ ðàäóãè, ïðè÷¼ì

ó ëþáûõ äâóõ äðóçåé öâåòà ðàçëè÷íû. Âîæàòûå ïîòðåáîâà-

ëè, ÷òîáû êàêèå-íèáóäü äåòè (õîòÿ áû îäèí) íàäåëè �óò-

áîëêè äðóãèõ öâåòîâ (èç òåõ æå ñåìè). Îïðîñ ïîêàçàë, ÷òî

100 äåòåé ìåíÿòü öâåò íå íàìåðåíû. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòî-

ðûå èç îñòàëüíûõ äåòåé âñ¼ æå ìîãóò èçìåíèòü öâåòà ñâî-

èõ �óòáîëîê òàê, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó ó ëþáûõ äâóõ äðóçåé

öâåòà áûëè ðàçëè÷íû.
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

10 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

10.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî

f(A). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè M �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêà ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äî-

êàæèòå, ÷òî f(A) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê A.

10.2. Ïàøà è Âîâà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷å-

ðåäè. Íà÷èíàåò Ïàøà. Èçíà÷àëüíî ïåðåä ìàëü÷èêàìè ëå-

æèò áîëüøîé êóñîê ïëàñòèëèíà. Çà îäèí õîä Ïàøà ìîæåò

ðàçðåçàòü ëþáîé èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà íà òðè

÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå). Âîâà ñâîèì õîäîì âûáèðà-

åò äâà êóñêà è ñëåïëÿåò èõ âìåñòå. Ïàøà ïîáåæäàåò, åñëè

â íåêîòîðûé ìîìåíò ñðåäè èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà

îêàæåòñÿ 100 êóñêîâ îäèíàêîâîé ìàññû. Ìîæåò ëè Âîâà ïî-

ìåøàòü Ïàøå ïîáåäèòü?

10.3. Â ìåæãàëàêòè÷åñêîé ãîñòèíèöå åñòü 100 êîìíàò âìåñòèìî-

ñòüþ 101, 102, . . . , 200 ÷åëîâåê. Â ýòèõ êîìíàòàõ ñóììàðíî

æèâ¼ò n ÷åëîâåê. Â ãîñòèíèöó ïðèåõàë VIP-ãîñòü, äëÿ êî-

òîðîãî íóæíî îñâîáîäèòü öåëóþ êîìíàòó. Äëÿ ýòîãî äèðåê-

òîð ãîñòèíèöû âûáèðàåò îäíó êîìíàòó è ïåðåñåëÿåò âñåõ å¼

æèòåëåé â îäíó è òó æå äðóãóþ êîìíàòó. Ïðè êàêîì íàè-

áîëüøåì n äèðåêòîð ãîñòèíèöû âñåãäà ìîæåò òàêèì îáðà-

çîì îñâîáîäèòü êîìíàòó íåçàâèñèìî îò òåêóùåãî ðàññåëå-

íèÿ?

10.4. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AC <

< BC. Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B è ïåðåñå-

êàåò îòðåçêè CA è CB ïîâòîðíî â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîò-

âåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è

A1B1C ïåðåñåêàþòñÿ ïîâòîðíî â òî÷êå P . Îòðåçêè AB1 è

BA1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Òî÷êè Q è R ñèììåòðè÷íû S

îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ CA è CB. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P ,

Q, R è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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10 êëàññ

Ïåðâûé äåíü
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11 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

11.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî

f(A). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè M �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêà ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äî-

êàæèòå, ÷òî f(A) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê A.

11.2. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ a è b

ñèñòåìà

{

tg(13x) tg(ay)=1,
tg(21x) tg(by)=1

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

11.3. Äàíû n ìîíåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìàññ è n ÷àøå÷íûõ âå-

ñîâ, n > 2. Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü

êàêèå-òî îäíè âåñû, ïîëîæèòü íà èõ ÷àøè ïî îäíîé ìîíåòå,

ïîñìîòðåòü íà ïîêàçàíèÿ âåñîâ è çàòåì ñíÿòü ìîíåòû îá-

ðàòíî. Êàêèå-òî îäíè èç âåñîâ (íåèçâåñòíî, êàêèå) èñïîð÷å-

íû è ìîãóò âûäàâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì êàê ïðàâèëüíûé,

òàê è íåïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè-

÷åñòâî âçâåøèâàíèé ìîæíî çàâåäîìî íàéòè ñàìóþ òÿæ¼ëóþ

ìîíåòó?

11.4. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCD. Ñ�åðà ωA êàñàåòñÿ

ãðàíè BCD, à òàêæå ïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñà-

ìèõ ãðàíåé. Àíàëîãè÷íî, ñ�åðà ωB êàñàåòñÿ ãðàíè ACD,

à òàêæå ïëîñêîñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ñàìèõ ãðàíåé.

Ïóñòü K �òî÷êà êàñàíèÿ ñ�åðû ωA ñ ïëîñêîñòüþ ACD, à

L � òî÷êà êàñàíèÿ ñ�åðû ωB ñ ïëîñêîñòüþ BCD. Íà ïðî-

äîëæåíèÿõ îòðåçêîâ AK è BL çà òî÷êè K è L âûáðàíû òî÷-

êèX è Y ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ∠CKD = ∠CXD+∠CBD

è ∠CLD = ∠CYD + ∠CAD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X è Y

ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.
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äîëæåíèÿõ îòðåçêîâ AK è BL çà òî÷êè K è L âûáðàíû òî÷-

êèX è Y ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ∠CKD = ∠CXD+∠CBD

è ∠CLD = ∠CYD + ∠CAD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X è Y

ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà CD.


