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Ðåãèîíàëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

Ââåäåíèå

Ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ, ìåòîäèêà è ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ
(ïðîâåðêè) ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå 2018�2019 ó÷åáíîãî ãîäà.

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìà-
òåìàòèêå 2018�2019 ó÷åáíîãî ãîäà ïðîâîäèòñÿ ïî çàäàíèÿì, ïîäãîòîâ-
ëåííûì Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé, â åäèíûå
äëÿ âñåõ ñóáúåêòîâ ÐÔ ñðîêè: 1 ôåâðàëÿ 2019 ã. (I òóð) è 2 ôåâ-
ðàëÿ 2019 ã. (II òóð). Ðåãèîíàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îòäåëüíûì
çàäàíèÿì äëÿ ó÷àùèõñÿ 9, 10 è 11 êëàññîâ.

Çàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà âêëþ÷àþò 10 çàäà÷� ïî 5 çàäà÷
â êàæäîì èç äâóõ äíåé (òóðîâ) Îëèìïèàäû (çàäà÷è 1�5 � I òóð, çà-
äà÷è 6�10 � II òóð). Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîãî òóðà äëÿ êàæäîãî
êëàññà ñîñòàâëÿåò 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âî âñåõ ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ðå-
ãèîíàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îäíèì è òåì æå çàäàíèÿì, ïîäãî-
òîâëåííûì Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé, â öåëÿõ
ïðåäîòâðàùåíèÿ ïðåæäåâðåìåííîãî äîñòóïà ê òåêñòàì çàäàíèé ñî ñòî-
ðîíû ó÷àñòíèêîâ Îëèìïèàäû, à òàêæå èõ ó÷èòåëåé è íàñòàâíèêîâ,
âðåìÿ íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ òóðîâ â óñòàíîâëåííûå äàòû â êàæäîì
ñóáúåêòå ÐÔ äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ¾Âðåìåíí�ûìè
ðåãëàìåíòàìè ïðîâåäåíèÿ òóðîâ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîñ-
ñèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó¿ äëÿ ÷àñîâûõ ïîÿñîâ.

Ðàçáîð çàäà÷ â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ãäå òóð îêàí-
÷èâàåòñÿ â 16.00 è 17.00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè, ïðîâîäÿòñÿ íå ðàíüøå,
÷åì íà ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âòîðîãî òóðà Îëèìïèàäû.

Ïîáåäèòåëè è ïðèç�åðû îëèìïèàäû îïðåäåëÿþòñÿ Ïîðÿäêîì ïðî-
âåäåíèÿ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ è Òðåáîâàíèÿìè ê
ïðîâåäåíèþ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ ïî ìàòåìàòèêå â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0
äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòü
ó÷àñòíèê, ðàâíî 70 (35 � I òóð, 35 � II òóð).

Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äî-
ïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîá-
õîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðàç-
áîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ,
íàõîæäåíèå ïðèìåðà è ò. ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðèô-
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ìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ. Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷å
äîëæíû ó÷èòûâàòü âñ�å âûøåïåðå÷èñëåííîå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà ðàáîò îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

à) ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Íåäîïó-
ñòèìî ñíÿòèå áàëëîâ çà òî, ÷òî ðåøåíèå ñëèøêîì äëèííîå, èëè çà òî,
÷òî ðåøåíèå øêîëüíèêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåä�åííîãî â ìåòîäè÷åñêèõ
ðàçðàáîòêàõ;

á) íåäîïóñòèìî ñíÿòèå áàëëîâ â ðàáîòå çà íåàêêóðàòíîñòü çàïèñè
ðåøåíèé;

â) áàëëû íå âûñòàâëÿþòñÿ ¾çà ñòàðàíèå Ó÷àñòíèêà¿, â òîì ÷èñëå
çà çàïèñü â ðàáîòå áîëüøîãî ïî îáú�åìó òåêñòà, íå ñîäåðæàùåãî ïðî-
äâèæåíèé â ðåøåíèè çàäà÷è;

ã) ÷åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.
Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ êà÷åñòâåííîé îöåíêè ðàáîò ó÷àñòíèêîâ,

íà èõ ïðîâåðêó âûäåëÿåòñÿ äî 7 äíåé.
Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îöåíêè ðàáîò ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû èç ðàç-

íûõ ðåãèîíîâ è ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ ïðè ýòîì îøèáîê, Öåíòðàëü-
íàÿ ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿ èìååò ïðàâî ïåðåïðîâåðêè
ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïðî-
âåðêå ðàáîò ðåãèîíàëüíîå æþðè èìååò ïðàâî çàäàâàòü âîïðîñû ïî
îöåíêå îòäåëüíûõ ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ÷ëåíàì ÖÏÌÊ. Ñâîè âîïðî-
ñû ïðåäñåäàòåëè (èëè èõ çàìåñòèòåëè) ðåãèîíàëüíûõ ìåòîäè÷åñêèõ
êîìèññèé ñìîãóò ïðèñûëàòü, íà÷èíàÿ ñ 1 ôåâðàëÿ 2019, ïî àäðåñó
region.math@yandex.ru.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ êðèòåðèåâ ïî çàäà÷å, å�å ðåøå-
íèå îöåíèâàåòñÿ ïî ïðèâåä�åííîé íèæå òàáëèöå (îòìåòèì, ÷òî äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ ðàçëè÷èé â îöåíêå áëèçêèõ ïðîäâèæåíèé ïî çàäà÷å â ðà-
áîòàõ ðàçíûõ ó÷àñòíèêîâ, òàáëèöà óïðîùåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè-
âåä�åííîé â Òðåáîâàíèÿõ ïî ïðîâåäåíèþ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà).
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Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ

7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.

6�7 Âåðíîå ðåøåíèå. Èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷�åòû (íå ëî-
ãè÷åñêèå), â öåëîì íå âëèÿþùèå íà ðåøåíèå.

äî 4 Â çàäà÷å òèïà ¾Îöåíêà+ïðèìåð¿ äîêàçàíà îöåíêà.

äî 3 Â çàäà÷å òèïà ¾Îöåíêà+ïðèìåð¿ ïîñòðîåí ïðèìåð.

äî 1 Ðàññìîòðåí âàæíûé ñëó÷àé ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ.

0 Àíàëèòè÷åñêîå (êîîðäèíàòíûì èëè âåêòîðíûì ìåòî-
äîì) ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, íå äîâåä�åííîå äî
êîíöà.

0 Ðåøåíèå îòñóòñòâóåò. Ðåøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ
îòñóòñòâóþò.

Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ ê çàäà÷àì îëèìïèàäû. Â êîì-
ìåíòàðèÿõ ê çàäà÷àì óêàçàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêî-
òîðûõ ïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðîäâèæåíèé. Çàìåòèì,
÷òî ðàáîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä�åííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå
ñîäåðæàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ è îøèáêè, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöå-
íåíû äîïîëíèòåëüíî.

Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!

Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà
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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Äâà ïðèâåä�åííûõ êâàäðàòíûõ òð�åõ÷ëåíà f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî

êàæäûé èç íèõ èìååò ïî äâà êîðíÿ, è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

f(1) = g(2) è g(1) = f(2). Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷åòûð�åõ êîðíåé

ýòèõ òð�åõ÷ëåíîâ. (Í. Àãàõàíîâ)

Îòâåò. 6.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x2 + ax + b, g(x) = x2 +

+ cx+ d. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è çàïèøóòñÿ â âèäå

1 + a+ b = 4 + 2c+ d è 4 + 2a+ b = 1 + c+ d.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì −3− a = 3 + c,
òî åñòü a + c = −6. Íî ïî òåîðåìå Âèåòà −a� ýòî ñóììà êîð-

íåé ïåðâîãî òð�åõ÷ëåíà, à −c� ñóììà êîðíåé âòîðîãî òð�åõ÷ëåíà,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé êâàäðàò-

íûé òð�åõ÷ëåí h(x) = g(3 − x) (îí òîæå ïðèâåä�åííûé!). Òîãäà

h(x) − f(x) � ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí ñ êîðíÿìè 1 è 2; çíà÷èò, îí
òîæäåñòâåííî íóëåâîé, òî åñòü f(x) = g(3−x). Ïîýòîìó, åñëè x0
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f(x), òî 3− x0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì g(x), è ñóììà

ýòèõ äâóõ êîðíåé ðàâíà 3. Àíàëîãè÷íî, ñóììà îñòàëüíûõ êîðíåé
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ òàêæå ðàâíà 3.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî âåðíûé îòâåò � 0 áàëëîâ.

Òîëüêî âåðíûé îòâåò ñ ïðèâåä�åííûì ïðèìåðîì äâóõ òð�åõ-

÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî a + c = −6 (â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðâîãî ðåøå-

íèÿ) � 3 áàëëà.

Äîêàçàíî, ÷òî f(x) = g(3− x)� 3 áàëëà.

9.2. Êàæäûé èç 10 ÷åëîâåê � ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò

ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ�åò. Êàæäûé èç íèõ çà-

äóìàë êàêîå-òî öåëîå ÷èñëî. Çàòåì ïåðâûé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå 1¿, âòîðîé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 2¿, . . . , äåñÿòûé

ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿. Ïîñëå ýòîãî âñå äåñÿòü, âûñòó-

ïàÿ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ñêàçàëè: ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å

÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿ (êàæäûé ñêàçàë
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ðîâíî îäíó èç ýòèõ äåñÿòè ôðàç). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 10 ÷åëîâåê? (Î. Ïîäëèïñêèé)

Îòâåò. 8 ðûöàðåé.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî íè îäèí èç ðûöàðåé íå ìîã ñêà-

çàòü íè îäíîé èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 9¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå 10¿. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî çàäó-

ìàííîå ðûöàðåì öåëîå ÷èñëî áûëî áû íå ìåíüøå 10. Íî òîãäà îí

íå ìîã ñêàçàòü íè îäíîé èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å

÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿. Çíà÷èò, ðûöàðåé

áûëî íå áîëüøå âîñüìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî áûòü 8. Ïóñòü ïåðâûé ðûöàðü

çàãàäàë ÷èñëî 2, âòîðîé � 3, . . . , âîñüìîé � 9, à ëæåöû çàãàäàëè

÷èñëà 5 è 6. Òîãäà k-ûé ðûöàðü ìîã ñêàçàòü ôðàçû ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå k¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå k+ 2¿, à ëæåöû ìîãëè ñêàçàòü

ôðàçû: îäèí� ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 9¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿,

à äðóãîé� ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 2¿.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä�åííûé âûøå ïðèìåð ïåðåñòà�åò áûòü

âåðíûì, åñëè ëæåöû çàäóìûâàþò ÷èñëà âíå îòðåçêà [1; 10], òàê
êàê òîãäà íåêîòîðûå èõ âûñêàçûâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 9 �

0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 8 (èëè, ýêâèâàëåíòíî,

ëæåöîâ íå ìåíåå äâóõ) � 3 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî

áûòü 8, ñ âåðíûì óêàçàíèåì, êàêîé ÷åëîâåê ñêàçàë êàêèå ôðà-

çû� 4 áàëëà.

Åñëè â ïðèâåä�åííîì ïðèìåðå íå ïîëíîñòüþ îïèñàíà ñèòóà-

öèÿ (íàïðèìåð, íå ñêàçàíî, êàêîå ÷èñëî çàãàäàëè ëæåöû, èëè ÿâ-

íî íå óêàçàíî, êòî ãîâîðèë êàêóþ ôðàçó) � èç 4 áàëëîâ çà ïðè-

ìåð ñòàâèòñÿ íå áîëåå 2 áàëëîâ.

9.3. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 100 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âàñÿ

ðàçäåëèë êàæäîå èç íèõ ñ îñòàòêîì íà ñëåäóþùåå ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå; ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî îñòàòêè, ïîëó÷åííûå Âàñåé,

ïðèíèìàþò âñåãî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Ïåòÿ ðàçäåëèë êàæ-

äîå èç ÷èñåë ñ îñòàòêîì íà ñëåäóþùåå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå îñòàòêè, ïîëó÷åííûå Ïåòåé, ðàçëè÷íû.

(Í. Àãàõàíîâ, Ñ. Áåðëîâ)
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Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ÷èñëà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå a1, a2,
. . ., a100 òàê, ÷òîáû ÷èñëî a100 áûëî íàèìåíüøèì. Òîãäà îñòàòîê
îò äåëåíèÿ a100 íà a1 áóäåò ðàâåí a = a100 (èáî a1 > a100), à
îñòàòîê b îò äåëåíèÿ a99 íà a100 áóäåò ìåíüøå, ÷åì a100. Çíà÷èò,
a > b� åäèíñòâåííûå îñòàòêè, ïîëó÷åííûå Âàñåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ai < ai+1 ïðè íåêîòîðîì i < 100. Òîãäà
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ai íà ai+1 ðàâåí ai, ÷òî áîëüøå, ÷åì a (è òåì
áîëåå � ÷åì b). Ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a1 > a2 > . . . > a100.

Èòàê, Ïåòÿ ïðè äåëåíèè ai+1 íà ai (ïðè ëþáîì i =
= 1, 2, . . . , 99) áóäåò ïîëó÷àòü â îñòàòêå ai+1, ïîñêîëüêó ai+1 <
< ai. Ïðè äåëåíèè æå a1 íà a100 îí ïîëó÷èò îñòàòîê c, ìåíü-
øèé a100. Çíà÷èò, âñå åãî îñòàòêè c < a100 < a99 < . . . < a2
ðàçëè÷íû.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

÷èñëî, ìåíüøåå ñâîåãî ñîñåäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (èíà÷å ãîâî-

ðÿ, äîêàçàíî, ÷òî êðóã ìîæíî ¾ðàçîðâàòü¿ òàê, ÷òîáû îáðàçîâà-

ëàñü ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) � 5 áàëëîâ.

Íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè ìîãóò äîêàçàòü ëèøü, ÷òî êðóã ðàç-

áèâàåòñÿ íà äâå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ñäåëàíî

òîëüêî ýòî � 2 áàëëà.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èç ýòîãî ôàêòà âûâåäåíî, ÷òî ñðåäè Ïå-

òèíûõ îñòàòêîâ õîòÿ áû 99 ðàçëè÷íûõ� äîáàâëÿåòñÿ 1 áàëë.

9.4. Âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

êå H. Íà îòðåçêàõ BH è CH îòìå÷åíû òî÷êè B1 è C1 ñîîòâåò-

ñòâåííî òàê, ÷òî B1C1 ‖ BC. Îêàçàëîñü, ÷òî öåíòð îêðóæíî-

ñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà B1HC1, ëåæèò íà ïðÿ-

ìîé BC. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü Γ, îïèñàííàÿ îêîëî òðå-

óãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′ îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêî-

ëî òðåóãîëüíèêà BHC (ñì. ðèñ. 1). Íà êàñàòåëüíîé ê Γ′ â òî÷-
êå H îòìåòèì òî÷êó X, ëåæàùóþ âíóòðè óãëà BCH. Òîãäà

∠BHX = ∠BCH = ∠B1C1H (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî BC ‖ B1C1). Çíà÷èò, îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ïðÿìîé

HX è îêðóæíîñòè Γ′ â òî÷êå H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ′ òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ H îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé BC (êàê èçâåñòíî, ýòà òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè Γ).
Èòàê, ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî BC îêðóæíîñòü Γ′ ïåðåõî-
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äèò â îêðóæíîñòü Γ, à îêðóæíîñòü ω � â ñåáÿ, ïîñêîëüêó öåíòð

ω ëåæèò íà ïðÿìîé BC. Ïîñêîëüêó ω êàñàåòñÿ Γ′, îíà êàñàåòñÿ
è Γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

A

B C

H

H ′

B1 C1

X

Γ

Γ′

ω

Ðèñ. 1

9.5. Êàæäàÿ ãðàíü êóáà 1000 ×
×1000×1000 ðàçáèòà íà 10002

êâàäðàòíûõ êëåòîê ñî ñòîðî-

íîé 1. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-

ëè÷åñòâî ýòèõ êëåòîê ìîæíî

çàêðàñèòü òàê, ÷òîáû íèêàêèå

äâå çàêðàøåííûå êëåòêè íå

èìåëè îáùåé ñòîðîíû?

(Ñ. Äîëãèõ )

Îòâåò. 3 · 10002 − 2000 =
= 2 998 000 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çàêðàñêó, óäîâëå-

òâîðÿþùóþ óñëîâèþ. Ðàçîáü�åì âñå êëåòêè ïîâåðõíîñòè íà

¾êà�åìêè¿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 � ïî 500 êà�åìîê âîêðóã

êàæäîé èç âîñüìè âåðøèí (îäíà èç êà�åìîê îòìå÷åíà ñåðûì). Òî-

ãäà â k-é êà�åìêå, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, áóäåò Sk = 6k− 3 êëåòîê.

Òàê êàê íèêàêèå äâå çàêðàøåííûõ êëåòêè íå ìîãóò áûòü ñîñåä-

íèìè, â ýòîé êà�åìêå áóäåò íå áîëåå
[
Sk
2

]
= 3k−2 =

Sk − 1
2

çàêðà-

øåííûõ êëåòîê. Ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì 4000 êà�åìêàì è ó÷òÿ,

÷òî èõ îáùàÿ ïëîùàäü ðàâíà 6 · 10002, ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå êî-

ëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ êëåòîê íå ïðåâîñõîäèò 6 · 10002 − 4000
2

=

= 3 · 106 − 2000.
Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñòîëüêî êëå-

òîê çàêðàñèòü ìîæíî. Íàçîâ�åì äâå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíè êó-

áà âåðõíåé è íèæíåé, à îñòàëüíûå� áîêîâûìè. Íà êàæäîé èç

áîêîâûõ ãðàíåé ìîæíî îòìåòèòü ïîëîâèíó êëåòîê øàõìàòíûì

îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿõ ìîæíî áóäåò

òàêæå îêðàñèòü ïîëîâèíó êëåòîê âî âñåõ ñòðîêàõ, êðîìå äâóõ

êðàéíèõ, îñòàâèâ èõ ïóñòûìè� ñì. ðèñ. 3, ãäå âèäíû äâå áîêî-

âûõ è âåðõíÿÿ ãðàíè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîé çàêðàñ-

êå â êàæäîé êà�åìêå áóäåò ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî

çàêðàøåííûõ êëåòîê. (Âìåñòî ïðîâåðêè êàæäîé êà�åìêè ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî âñÿ ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïîëîñêè 1 × 100,
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Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
÷åòûðå èç êîòîðûõ� ïóñòûå, à â êàæäîé èç îñòàëüíûõ çàêðàøå-

íà ðîâíî ïîëîâèíà êëåòîê.)

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå îïòèìàëüíûå ïðèìåðû.

Â ÷àñòíîñòè, â ïðèâåä�åííîì ïðèìåðå çàêðàñêó âåðõíåé ãðàíè

ìîæíî èçìåíèòü òàê: ðàçîáü�åì âåðõíþþ ãðàíü äèàãîíàëÿìè íà

4 òðåóãîëüíèêà. è â êàæäîì èç íèõ çàêðàñèì êëåòêè øàõìàòíûì

îáðàçîì (òàê, ÷òîáû çàêðàñêà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñîãëàñîâàëàñü

ñ çàêðàñêîé ñîñåäíåé áîêîâîé ãðàíè).

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Òîëüêî ïðèâåä�åí ïðàâèëüíûé ïðèìåð çàêðàñêè N =
= 3 · 10002 − 2000 êëåòîê � 1 áàëë.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî â ëþáîé óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

çàêðàñêå íå áîëåå N çàêðàøåííûõ êëåòîê � 5 áàëëîâ.
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10 êëàññ
10.1. Êàæäûé èç 10 ÷åëîâåê � ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâî-

ðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ�åò. Êàæäûé èç íèõ

çàäóìàë êàêîå-òî ÷èñëî (íå îáÿçàòåëüíî öåëîå). Çàòåì ïåðâûé

ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 1¿, âòîðîé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëü-

øå 2¿, . . . , äåñÿòûé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿. Ïîñëå ýòîãî

âñå äåñÿòü, âûñòóïàÿ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ñêàçàëè: ¾Ìî�å ÷èñëî

ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿

(êàæäûé ñêàçàë ðîâíî îäíó èç ýòèõ äåñÿòè ôðàç). Êàêîå ìàêñè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 10 ÷åëîâåê?

(Î. Ïîäëèïñêèé)

Îòâåò. 9 ðûöàðåé.

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî íè îäèí èç ðûöàðåé íå

ìîã ñêàçàòü ôðàçó ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿, èíà÷å çàäóìàííîå

èì ÷èñëî áûëî áû â ñàìîì äåëå áîëüøå 10. Íî òîãäà îí íå ìîã

áû ñêàçàòü íè îäíó èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å ÷èñëî

ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿. Çíà÷èò, èìååòñÿ õîòÿ

áû îäèí ëæåö, à ðûöàðåé íå áîëåå 9.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî áûòü 9. Ïóñòü ïåðâûé

÷åëîâåê çàãàäàë ÷èñëî 1,5, âòîðîé � 2,5, . . . , äåâÿòûé � 9,5, à
äåñÿòûé ÷åëîâåê çàãàäàë ÷èñëî 5. Òîãäà ïðè k = 1, 2, . . . , 9 k-ûé
÷åëîâåê ìîã ñêàçàòü ïðàâäèâûå ôðàçû ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå k¿ è
¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå k+1¿ (ò. å. îí ðûöàðü), à äåñÿòûé ÷åëîâåê �
ëæåö, ãîâîðÿùèé ôðàçû ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî

ìåíüøå 1¿.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä�åííûé âûøå ïðèìåð ïåðåñòà�åò áûòü

âåðíûì, åñëè äåñÿòûé ÷åëîâåê çàäóìûâàåò ÷èñëî âíå èíòåðâàëà

(0; 10), òàê êàê òîãäà ðîâíî îäèí èç åãî îòâåòîâ ïðàâäèâ.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 9 (èëè,

ýêâèâàëåíòíî, åñòü õîòÿ áû îäèí ëæåö) � 3 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî

áûòü 9, ñ óêàçàíèåì, êàêîé ÷åëîâåê ñêàçàë êàêèå ôðàçû� 4 áàë-

ëà.

Åñëè â ïðèâåä�åííîì ïðèìåðå íå ïîëíîñòüþ îïèñàíà ñèòóà-

öèÿ (íàïðèìåð, íå ñêàçàíî, êàêîå ÷èñëî çàãàäàë ëæåö, èëè ÿâíî
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íå óêàçàíî, êòî ãîâîðèë êàêóþ ôðàçó) � èç 4 áàëëîâ çà ïðèìåð

ñòàâèòñÿ íå áîëåå 2 áàëëîâ.

10.2. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð�åõóãîëüíèê ïåðèìåòðà 10100, ó êîòîðîãî

äëèíû âñåõ ñòîðîí� íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ñóììà äëèí ëþáûõ

òð�åõ ñòîðîí äåëèòñÿ íà äëèíó îñòàâøåéñÿ ÷åòâ�åðòîé ñòîðîíû.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ÷åòûð�åõóãîëüíèê� ðîìá. (Ï. Êîæåâíèêîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c è d äëèíû ñòîðîí, ïîëî-

æèì N = 10100.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü d�íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà. Ñîãëàñ-

íî óñëîâèþ, a + b + c äåëèòñÿ íà d, òî åñòü a + b + c = kd äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k. ßñíî, ÷òî a+b+c > d (äëèíà îòðåç-
êà ìåíüøå äëèíû ëîìàíîé ñ òåìè æå êîíöàìè), ïîýòîìó k > 1.
Êðîìå òîãî, òàê êàê a 6 d, b 6 d è c 6 d, èìååì a + b + c 6 3d,
òî åñòü k 6 3.

Ñëó÷àé k = 3 âîçìîæåí òîëüêî ïðè a = b = c = d. Â ýòîì

ñëó÷àå íàø ÷åòûð�åõóãîëüíèê� ðîìá.

Èíà÷å 1 < k < 3, îòêóäà k = 2. Íî â ýòîì ñëó÷àå èìååì

N = a + b + c + d = 2d + d = 3d. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó N íå äåëèòñÿ íà 3.

Âòîðîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë

a, b, c, d ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà N = a + b + c + d. Çíà÷èò,
a = N/ta, b = N/tb, c = N/tc, d = N/td äëÿ íåêîòîðûõ íàòó-

ðàëüíûõ ta > 1, tb > 1, tc > 1, td > 1.
Çàìåòèì, ÷òî ta 6= 2, èíà÷å äëèíà ñòðîíû a ðàâíà ïîëóïåðè-

ìåòðó, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó a < b+ c+ d.
Ïîñêîëüêó N íå äåëèòñÿ íà 3, èìååì ta 6= 3, çíà÷èò, ta > 4

è a 6 N/4. Àíàëîãè÷íî, b 6 N/4, c 6 N/4, d 6 N/4. Òîãäà
ðàâåíñòâî N = a + b + c + d âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå a = b =
= c = d = N/4, ò. å. â ñëó÷àå, êîãäà íàø ÷åòûð�åõóãîëüíèê�

ðîìá.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì ðåøåíèè äîëæ-

íû ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Íåðàâåíñòâî ìíîãîóãîëüíèêà (ò. å. òîò ôàêò, ÷òî a, b, c, d�
äëèíû ñòîðîí ÷åòûð�åõóãîëüíèêà, à íå ïðîèçâîëüíàÿ ÷åòâ�åðêà

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé N , äëÿ êîòîðîé ñóììà ëþáûõ òð�åõ

÷èñåë äåëèòñÿ íà ÷åòâ�åðòîå). Èíà÷å êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿëàñü áû

÷åòâ�åðêà N/2, N/4, N/8, N/8.

12



Ðåãèîíàëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

2. N íå äåëèòñÿ íà 3. Äëÿ N , êðàòíîãî 6, êîíòðïðèìåðîì

ÿâëÿëñÿ áû ÷åòûð�åõóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè N/3, N/3, N/6, N/6.
Êîììåíòàðèé. Ïðè ïðîäâèæåíèè â ñòîðîíó ïåðâîãî ðåøå-

íèÿ ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå áàëëû (áàëëû çà íåñêîëüêî ïðîäâèæå-

íèé ñóììèðóþòñÿ):

Ðàññìîòðåíà äåëèìîñòü íà äëèíó íàèáîëüøåé ñòîðîíû è äî-

êàçàíî, ÷òî k 6 3� 3 áàëëà

Ðàññìîòðåí ñëó÷àé k = 3� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî k > 1 (èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî ìíîãîóãîëü-
íèêà) � 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àé k = 2 íåâîçìîæåí (èñïîëüçîâàíà äå-

ëèìîñòü íà 3) � 2 áàëëà.

Ïðè ïðîäâèæåíèè â ñòîðîíó âòîðîãî ðåøåíèÿ ñòàâÿòñÿ ñëå-

äóþùèå áàëëû (áàëëû çà íåñêîëüêî ïðîäâèæåíèé ñóììèðóþò-

ñÿ):

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå 1/ta + 1/tb + 1/tc + 1/td = 1 (èëè ýêâè-

âàëåíòíîå) � 3 áàëëà.

Åñëè óðàâíåíèå íå ðàññìîòðåíî, à òîëüêî óêàçàíî, ÷òî ïåðè-

ìåòð äåëèòñÿ íà äëèíó (ëþáîé) ñòîðîíû� âìåñòî 3 áàëëîâ ñòà-

âèòñÿ 1 áàëë.

Ðàññìîòðåí ñëó÷àé ta > 4, tb > 4, tc > 4, td > 4� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî ta 6= 2 (èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî ìíîãî-

óãîëüíèêà) � 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àé ta = 3 íåâîçìîæåí (èñïîëüçîâàíà äå-

ëèìîñòü íà 3) � 2 áàëëà.

10.3. Êëåòêè òàáëèöû 2 × 2019 íàäî çàïîëíèòü ÷èñëàìè (â êàæäóþ

êëåòêó âïèñàòü ðîâíî îäíî ÷èñëî) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Â

âåðõíåé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 2019 äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñðå-

äè êîòîðûõ íåò äâóõ ðàâíûõ, à â íèæíåé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü

òå æå 2019 ÷èñåë, íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Â êàæäîì èç 2019 ñòîëá-

öîâ äîëæíû áûòü çàïèñàíû äâà ðàçíûõ ÷èñëà, ïðè÷�åì ñóììà

ýòèõ äâóõ ÷èñåë äîëæíà áûòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Êàêîå íàè-

áîëüøåå êîëè÷åñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîãëî áûòü â ïåðâîé

ñòðîêå òàáëèöû? (Ñ. Êóäðÿ)

Îòâåò. 2016.

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû,

â êîòîðîé ÷èñëà ðàññòàâëåíû ïî ïðàâèëàì, íå ìåíåå òð�åõ ðàöè-
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îíàëüíûõ ÷èñåë (è, ñîîòâåòñòâåííî, íå áîëåå 2016 èððàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë). Êàæäîå èç ÷èñåë, âñòðå÷àþùèõñÿ â òàáëèöå, çàïè-

ñàíî ðîâíî â äâóõ êëåòêàõ, îäíà èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â âåðõ-

íåé ñòðîêå, à äðóãàÿ � â íèæíåé. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ñòîë-

áåö, ïóñòü â åãî âåðõíåé êëåòêå ñòîèò ÷èñëî a1, à â íèæíåé�

a2 (äàëåå êîðîòêî îáîçíà÷àåì òàêîé ñòîëáåö (a1, a2)). Ïîêðàñèì
ñòîëáåö (a1, a2). Íàéä�åì ñòîëáåö, ó êîòîðîãî ÷èñëî a2 íàõîäèòñÿ
â âåðõíåé êëåòêå, è ïîêðàñèì åãî. Åñëè ýòîò ñòîëáåö � (a2, a1),
òî çàâåðøèì ïðîöåññ. Èíà÷å, åñëè ýòîò ñòîëáåö � (a2, a3), ãäå
a3 6= a1, ïðîäîëæèì: ïîêðàñèì ñòîëáåö, ó êîòîðîãî ÷èñëî a3
íàõîäèòñÿ â âåðõíåé êëåòêå, è ò. ä. � ïîêà íå äîéä�åì äî ñòîëá-

öà, ó êîòîðîãî â íèæíåé êëåòêå íàõîäèòñÿ a1 (ýòî îáÿçàòåëüíî

ïðîèçîéä�åò, ïîñêîëüêó ÷èñëà, ðàâíûå a2, a3, . . . , êðàñÿòñÿ ïàðà-
ìè). Ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ïîêðàøåííûõ

ñòîëáöîâ (a1, a2), (a2, a3), . . . , (ak, a1), êîòîðîå íàçîâ�åì öèêëîì

äëèíû k. Åñëè îñòàëèñü åù�å íåïîêðàøåííûå ñòîëáöû, âûäåëèì

åù�å îäèí öèêë, è ò. ä. Â êîíå÷íîì èòîãå ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëá-

öîâ òàáëèöû ðàçîáü�åòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû. Òàê êàê

ñóììà äëèí âñåõ öèêëîâ ðàâíà 2019, íàéä�åòñÿ öèêë íå÷åòíîé

äëèíû.

Ðàññìîòðèì ýòîò öèêë: (a1, a2), (a2, a3), . . . , (a2t+1, a1), ãäå
t > 1. Ïî óñëîâèþ a1+a2 = b1, a2+a3 = b2,. . . , a2t+1+a1 = b2t+1,

ãäå âñå bi �ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà 2a1 = (a1 + a2) − (a2 +
+a3)+(a3 +a4)− . . .− (a2t +a2t+1)+(a2t+1 +a1) = b1− b2 + b3−
−. . .−b2t+b2t+1 �ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó a1 ðàöèîíàëüíî.
Àíàëîãè÷íî, âñå ÷èñëà a1, a2, . . . , a2t+1 ðàöèîíàëüíû, è èõ íå

ìåíåå 2t+ 1 > 3.
Ïðèìåð. Ïðèâåä�åì ïðèìåð òàáëèöû, çàïîëíåííîé ïî ïðàâè-

ëàì, â âåðõíåé ñòðîêå êîòîðîé 2016 èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

1 2 3 1 +
√

2 1−
√

2 2 +
√

2 2−
√

2 . . . 1008 +
√

2 1008−
√

2

2 3 1 1−
√

2 1 +
√

2 2−
√

2 2 +
√

2 . . . 1008−
√

2 1008 +
√

2

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå íå÷�åòíîñòè äëèíû ñòðî-

êè òàáëèöû ñóùåñòâåííî. Äëÿ ÷�åòíîé äëèíû ñòðîêè íåòðóäíî

ïîñòðîèòü ïðèìåðû òàáëèö, â êîòîðûõ âñå ÷èñëà èððàöèîíàëü-

íû.

Óñëîâèå òîãî, ÷òî ÷èñëî íå ñòîèò ïîä ñàìèì ñîáîé, òàêæå
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âàæíî, èíà÷å ìîã áû ïîÿâèòüñÿ öèêë äëèíû 1, è îòâåò â çàäà÷å

ñòàë áû ðàâåí 2018.

Êîììåíòàðèé. Âåðíî äîêàçàíà îöåíêà (íå áîëåå 2016 èð-

ðàöèîíàëüíûõ èëè, ýêâèâàëåíòíî, íå ìåíåå 3 ðàöèîíàëüíûõ ÷è-

ñåë) � 5 áàëëîâ.

Óòâåðæäåíèå î ðàçáèåíèè ïåðåñòàíîâêè íà íåçàâèñèìûå

öèêëû ïðèíèìàåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðè îòñóòñòâèè äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè äîêàçàíî, ÷òî â

ñòîëáöàõ, îáðàçóþùèõ öèêë íå÷�åòíîé äëèíû, âñå ÷èñëà ðàöè-

îíàëüíû� 2 áàëëà (èç 5 âîçìîæíûõ áàëëîâ çà îöåíêó).

Ïðåäúÿâëåí âåðíûé ïðèìåð ñ 2016 èððàöèîíàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè� 2 áàëëà.

Äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè êîðíåé êâàäðàòíûõ èç

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè, êîð-

íåé êóáè÷åñêèõ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè

êóáàìè, è ò. ï., íå òðåáóåòñÿ.

10.4. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ÷èñåë a1, a2, a3, . . .
òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2018 ÷èñëî an+1 ÿâëÿåòñÿ

íàèìåíüøèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

Pn(x) = x2n + a1x
2n−2 + a2x

2n−4 + . . .+ an.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè aN , aN+1, aN+2, . . . êàæäûé ÷ëåí ìåíüøå ïðåäûäó-
ùåãî. (È. Áîãäàíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü n > 2018. Çàìåòèì, ÷òî Pn(a) = Pn(−a)
ïðè âñåõ a. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó Pn(x) èìååò íåíóëåâîé êîðåíü, îí
èìååò è îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, îòêóäà an+1 < 0.

Äàëåå, ïîñêîëüêó Pn+1(x) = x2Pn(x) + an+1, èìååì

Pn+1(an+1) = a2n+1Pn(an+1) + an+1 = 0 + an+1 < 0. (∗)
Òàê êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Pn+1(x) ÷�åòíà, à ñòàðøèé êîýô-

ôèöèåíò ïîëîæèòåëåí, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îò-

ðèöàòåëüíûõ x îí ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òåïåðü

èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êîðåíü íà èíòåðâàëå
(−∞, an+1). Çíà÷èò, è an+2 < an+1.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî an+2 < an+1 ïðè âñåõ n > 2018.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a2019, a2020, a2021, . . .)�
óáûâàþùàÿ.
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Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî an < 0, åñëè n äîñòàòî÷íî

âåëèêî � 1 áàëë.

Çàìå÷åíî ñîîòíîøåíèå Pn+1(x) = x2Pn(x) + an+1 � 1 áàëë

(ìîæåò ñóììèðîâàòüñÿ ñ ïðåäûäóùèì áàëëîì).

Âî â öåëîì âåðíîì ðåøåíèè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îáÿçàòåëüíî óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ 2018-ãî (à íå ñ

2019-ãî) ÷ëåíà � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.

10.5. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðè-

ñà BL. Ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû, ïðîâåä�åííîé èç âåðøèíû B, ïå-
ðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, â
òî÷êå D. ×åðåç öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-

íèêà BDL, ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ `, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AC. Äî-
êàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ïðÿìîé `. (À. Êóçíåöîâ)

A

B

C

D

L

S

M

N

T

`′

Γ

ω

Ðèñ. 4

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � ñå-

ðåäèíà îòðåçêà AC, S � âòî-

ðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

BL ñ îêðóæíîñòüþ ω, N � ñå-

ðåäèíà äóãè ABC (ñì. ðèñ. 4).

Òîãäà S � ñåðåäèíà ìåíüøåé

äóãè AC îêðóæíîñòè ω, à òî÷-
êè M , S, N ëåæàò íà ñåðåäèí-

íîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåç-

êó AC. Ïðÿìàÿ BN � âíåø-

íÿÿ áèññåêòðèñà óãëà ABC,
ïîýòîìó BN ⊥ BL. Òîãäà

∠LBN + ∠LMN = 90◦ +
+ 90◦ = 180◦, îòêóäà ìû ïî-

ëó÷àåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê

BLMN � âïèñàííûé. Îáî-

çíà÷èì ∠MBL = α. Òîãäà

∠MNL = α. Òàêæå, òàê êàê

BNDS � âïèñàííûé, ∠SND = ∠SBD = α.
Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà DN çà òî÷êó N îòìåòèì òî÷êó T

òàê, ÷òî LN = NT . Òîãäà ∠LNT = 180◦ − ∠LNM − ∠SND =
= 180◦ − 2α, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∠LTN = ∠TLN = α. Çíà÷èò,
∠LTD = α = ∠LBD, ïîýòîìó òî÷êà T ëåæèò íà îêðóæíîñòè Γ,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BDL. Ïóñòü `′ � êàñàòåëüíàÿ
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â òî÷êå N ê îêðóæíîñòè ω. Ïîñêîëüêó SN � äèàìåòð ω, òî
`′ ⊥ SN è `′ ‖ AC. Êàê ìû çíàåì, SN ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé áèñ-

ñåêòðèñîé óãëà LNT , ïîýòîìó `′ � áèññåêòðèñà óãëà LNT . Òàê
êàê TL = TN , ïîëó÷àåì, ÷òî `′ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäè-

êóëÿðîì ê îòðåçêó TL, à ïîòîìó ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæ-

íîñòè Γ. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå ` è `′ ñîâïàäàþò, è ïðÿìàÿ `
êàñàåòñÿ ω.

Êîììåíòàðèé. Ïîñòðîåíà òî÷êà T èç ðåøåíèÿ� 1 áàëë.
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11 êëàññ
11.1. Êàæäûé èç 10 ÷åëîâåê � ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò

ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ�åò. Êàæäûé èç íèõ çà-

äóìàë êàêîå-òî öåëîå ÷èñëî. Çàòåì ïåðâûé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå 1¿, âòîðîé ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 2¿, . . . , äåñÿòûé

ñêàçàë: ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿. Ïîñëå ýòîãî âñå äåñÿòü, âûñòó-

ïàÿ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, ñêàçàëè: ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å

÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿ (êàæäûé ñêàçàë

ðîâíî îäíó èç ýòèõ äåñÿòè ôðàç). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè ýòèõ 10 ÷åëîâåê? (Î. Ïîäëèïñêèé)

Îòâåò. 8 ðûöàðåé.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî íè îäèí èç ðûöàðåé íå ìîã ñêà-

çàòü íè îäíîé èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 9¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå 10¿. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî çàäó-

ìàííîå ðûöàðåì öåëîå ÷èñëî áûëî áû íå ìåíüøå 10. Íî òîãäà îí

íå ìîã ñêàçàòü íè îäíîé èç ôðàç ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿, ¾Ìî�å

÷èñëî ìåíüøå 2¿, . . . , ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 10¿. Çíà÷èò, ðûöàðåé

áûëî íå áîëüøå âîñüìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî áûòü 8. Ïóñòü ïåðâûé ðûöàðü

çàãàäàë ÷èñëî 2, âòîðîé � 3, . . . , âîñüìîé � 9, à ëæåöû çàãàäàëè

÷èñëà 5 è 6. Òîãäà k-ûé ðûöàðü ìîã ñêàçàòü ôðàçû ¾Ìî�å ÷èñëî

áîëüøå k¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå k+ 2¿, à ëæåöû ìîãëè ñêàçàòü

ôðàçû: îäèí� ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 9¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 1¿,

à äðóãîé� ¾Ìî�å ÷èñëî áîëüøå 10¿ è ¾Ìî�å ÷èñëî ìåíüøå 2¿.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä�åííûé âûøå ïðèìåð ïåðåñòà�åò áûòü

âåðíûì, åñëè ëæåöû çàäóìûâàþò ÷èñëà âíå îòðåçêà [1; 10], òàê
êàê òîãäà íåêîòîðûå èõ âûñêàçûâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 9 �

0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå áîëüøå 8 (èëè, ýêâèâàëåíòíî,

ëæåöîâ íå ìåíåå äâóõ) � 3 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðûöàðåé ìîãëî

áûòü 8, ñ âåðíûì óêàçàíèåì, êàêîé ÷åëîâåê ñêàçàë êàêèå ôðà-

çû� 4 áàëëà.

Åñëè â ïðèâåä�åííîì ïðèìåðå íå ïîëíîñòüþ îïèñàíà ñèòóà-

öèÿ (íàïðèìåð, íå ñêàçàíî, êàêîå ÷èñëî çàãàäàëè ëæåöû, èëè ÿâ-
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íî íå óêàçàíî, êòî ãîâîðèë êàêóþ ôðàçó) � èç 4 áàëëîâ çà ïðè-

ìåð ñòàâèòñÿ íå áîëåå 2 áàëëîâ.

11.2. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç òð�åõ÷ëåíîâ x2 +ax+b è x2 +ax+b+1
èìååò õîòÿ áû ïî îäíîìó êîðíþ, è âñå êîðíè ýòèõ òð�åõ÷ëåíîâ

öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî òð�åõ÷ëåí x2 + ax+ b+ 2 êîðíåé íå èìååò.

(Í. Àãàõàíîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü D1, D2, D3 � ñîîòâåòñòâåííî äèñ-

êðèìèíàíòû ýòèõ òð�åõ÷ëåíîâ. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ èìåþò

òîëüêî öåëûå êîðíè, ïîýòîìó D1 = m2, D2 = n2, ãäå ÷èñ-

ëà m è n ìîæíî ñ÷èòàòü öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè. Âû÷è-

òàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì, ÷òî 4 = m2 − n2,
òî åñòü 4 = (m − n)(m + n). ×èñëà m − n è m + n� îäíîé

÷�åòíîñòè, ïîýòîìó ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñ-

ëè m− n = m+ n = 2. Íî òîãäà n = 0, è, çíà÷èò, äèñêðèìèíàíò
òðåòüåãî óðàâíåíèÿ D3 = n2 − 4 = −4� îòðèöàòåëüíûé.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Âèåòà ÷èñëà a è b öåëûå.
Ïóñòü x1 è x2 �êîðíè òð�åõ÷ëåíà P1(x) = x2 + ax + b, à

x0 �ëþáîé èç êîðíåé òð�åõ÷ëåíà P2(x) = x2 + ax + b + 1. Ïî-
ñêîëüêó P2(x) èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü, êîðíè òð�åõ÷ëåíà

P1(x) = P2(x)− 1 ðàçëè÷íû.

Èìååì P1(x0) = P2(x0)− 1 = −1, îòêóäà

1 = P1(x1)− P1(x0) = (x21 + ax1 + b)− (x20 + ax0 + b) =

= (x1 − x0)(x1 + x0 + a).

Ïîñêîëüêó îáà ìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè öåëûå, îíè ìîãóò áûòü

ðàâíû ëèøü ±1. Àíàëîãè÷íî, x2−x0 = x2+x0+a = ±1. Òàê êàê
x1 6= x2, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |x2−x1| = 2 è x0 = x1 + x2

2
. Òàê êàê

ýòî ðàññóæäåíèå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîðíÿ x0 òð�åõ÷ëåíà

P2(x), åãî êîðíè ñîâïàäàþò, òî åñòü P2(x) = (x − x0)2. À òîãäà

ìíîãî÷ëåí P2(x) + 1 = (x−x0)2 + 1 ïîëîæèòåëåí íà âñåé îñè, òî

åñòü êîðíåé íå èìååò.

11.3. Íàçîâ�åì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êëåòêàìè êëåò÷àòîé äîñ-

êè íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ, çà êîòîðîå øàõìàòíûé êî-

ðîëü ìîæåò äîáðàòüñÿ îò îäíîé èç íèõ äî äðóãîé. Íàéäèòå íàè-

áîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê, êîòîðîå ìîæíî îòìåòèòü íà äîñêå

100× 100 òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ íå íàøëîñü äâóõ êëåòîê, ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 15. (È. Áîãäàíîâ)
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Îòâåò. 552 = 3025 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Ðàçîáü�åì äîñêó íà 9 êâàäðàòîâ 30× 30, 6 ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ 10 × 30 è îäèí êâàäðàò 10 × 10 (ñì. ðèñ. 5). Â êàæ-

äîì êâàäðàòå 30 × 30 êëåòêè ðàçáèâàþòñÿ íà 152 ÷åòâ�åðîê òàê,

÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè êëåòêàìè â îäíîé ÷åòâ�åðêå ðàâ-

íî 15 (êàæäàÿ ÷åòâ�åðêà ñîñòîèò èç êëåòîê ñ êîîðäèíàòàìè (a, b),
(a, b+ 15), (a+ 15, b) è (a+ 15, b+ 15)). Òîãäà â ëþáîé ÷åòâ�åðêå

ìîæåò áûòü îòìå÷åíî íå áîëåå îäíîé êëåòêè, òî åñòü îáùåå ÷èñ-

ëî îòìå÷åííûõ êëåòîê â òàêîì êâàäðàòå íå ïðåâîñõîäèò 152.

30

30

30

30

30

30

10

10

15

15

15

15

15

15

15

15

15

15

15

15

10

10

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Àíàëîãè÷íî, êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê 10 × 30 (ñêàæåì, ñ

äëèííîé ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíîé) ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû êëå-

òîê, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà 15 (ñ êîîðäèíàòàìè (a, b) è

(a+ 15, b)) � ïîýòîìó â í�åì íå áîëåå 15 · 10 îòìå÷åííûõ êëåòîê.

Íàêîíåö, â êâàäðàòå 10×10 âñåãî 102 êëåòîê. Èòîãî, îòìå÷åííûõ
êëåòîê íå áîëüøå, ÷åì 9 ·152+6 ·15 ·10+102 = (3 ·15+10)2 = 552.

Ïðèìåð ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì îòìå÷åííûõ êëåòîê ïîêàçàí

íà ðèñ. 6.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Òîëüêî ïðèâåä�åí ïðàâèëüíûé ïðèìåð îòìå÷åííûõ êëåòîê �

1 áàëë.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ êëåòîê

íå áîëåå 552 � 5 áàëëîâ.

11.4. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ÷èñåë a1, a2, a3, . . .
òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2018 ÷èñëî an+1 ÿâëÿåòñÿ
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íàèìåíüøèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

Pn(x) = x2n + a1x
2n−2 + a2x

2n−4 + . . .+ an.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè aN , aN+1, aN+2, . . . êàæäûé ÷ëåí ìåíüøå ïðåäûäó-
ùåãî. (È. Áîãäàíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü n > 2018. Çàìåòèì, ÷òî Pn(a) = Pn(−a)
ïðè âñåõ a. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó Pn(x) èìååò íåíóëåâîé êîðåíü, îí
èìååò è îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, îòêóäà an+1 < 0.

Äàëåå, ïîñêîëüêó Pn+1(x) = x2Pn(x) + an+1, èìååì

Pn+1(an+1) = a2n+1Pn(an+1) + an+1 = 0 + an+1 < 0. (∗)
Òàê êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Pn+1(x) ÷�åòíà, à ñòàðøèé êîýô-

ôèöèåíò ïîëîæèòåëåí, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ îò-

ðèöàòåëüíûõ x îí ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òåïåðü

èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êîðåíü íà èíòåðâàëå
(−∞, an+1). Çíà÷èò, è an+2 < an+1.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî an+2 < an+1 ïðè âñåõ n > 2018.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a2019, a2020, a2021, . . .)�
óáûâàþùàÿ.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî an < 0, åñëè n äîñòàòî÷íî

âåëèêî � 1 áàëë.

Çàìå÷åíî ñîîòíîøåíèå Pn+1(x) = x2Pn(x) + an+1 � 1 áàëë

(ìîæåò ñóììèðîâàòüñÿ ñ ïðåäûäóùèì áàëëîì).

Âî â öåëîì âåðíîì ðåøåíèè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îáÿçàòåëüíî óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ 2018-ãî (à íå ñ

2019-ãî) ÷ëåíà � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.

11.5. Â òåòðàýäðå ABCD ïðîâåäåíû âûñîòû BE è CF . Ïëîñêîñòü α
ïåðïåíäèêóëÿðíà ðåáðó AD è ïðîõîäèò ÷åðåç åãî ñåðåäèíó. Èç-

âåñòíî, ÷òî òî÷êè A, C, D è E ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, è

òî÷êè A, B, D è F òàêæå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæè-

òå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê E è F äî ïëîñêîñòè α ðàâíû.

(À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ CF ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABD,
ïîýòîìó CF ⊥ AD. Àíàëîãè÷íî, BE ⊥ AD. Ïîýòîìó ïðÿìûå

CF è BE ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè α èëè ëåæàò â íåé. Òî÷êè B,
C, E è F ëåæàò íà ñôåðå ω, îïèñàííîé îêîëî òåòðàýäðà ABCD.
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Òàêæå, ïîñêîëüêó ∠BEC = 90◦ = ∠BFC, òî÷êè B, C, E è F
ëåæàò íà ñôåðå ω′, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå BC êàê íà äèàìåòðå.
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B
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E

F M

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Åñëè ñôåðû ω è ω′ íå ñîâïàäàþò, âñå èõ îáùèå òî÷êè ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè, îáîçíà÷èì å�å ÷åðåç β. Â ïëîñêîñòè β ëåæàò

ïðÿìûå BE è CF , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè

α èëè ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Òàêæå ïðÿìûå BE è CF íå ïà-

ðàëëåëüíû, ïîñêîëüêó îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ïåðåñåêàþùèìñÿ

ïëîñêîñòÿì ACD è ABD. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü β ïàðàë-

ëåëüíà ïëîñêîñòè α èëè ñîâïàäàåò ñ íåé, à ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê

E è F äî α ðàâíû ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïëîñêîcòÿìè α è β (ñì.

ðèñ. 7).

Åñëè æå ñôåðû ω è ω′ ñîâïàäàþò, òî èõ îáùèé öåíòð M
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà BC è ëåæèò â ïëîñêîñòè α. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê B è C äî α ðàâíû. Ïîñêîëüêó

ïðÿìàÿ BE ïàðàëëåëüíà α, ðàññòîÿíèÿ îò B è E äî α ðàâíû.

Àíàëîãè÷íî, ðàññòîÿíèÿ îò C è F äî α òîæå ðàâíû, à òîãäà òî÷-

êè E è F ðàâíîóäàëåíû îò α (ñì. ðèñ. 8).

Êîììåíòàðèé. Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñôåðû íå

ñîâïàäàþò� 4 áàëëà.

Ðàçîáðàí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñôåðû ñîâïàäàþò� 3 áàëëà.
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