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Ðåãèîíàëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

Ââåäåíèå

Ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ, ìåòîäèêà è ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ
(ïðîâåðêè) ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå 2018�2019 ó÷åáíîãî ãîäà.

Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìà-
òåìàòèêå 2018�2019 ó÷åáíîãî ãîäà ïðîâîäèòñÿ ïî çàäàíèÿì, ïîäãîòîâ-
ëåííûì Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé, â åäèíûå
äëÿ âñåõ ñóáúåêòîâ ÐÔ ñðîêè: 1 ôåâðàëÿ 2019 ã. (I òóð) è 2 ôåâ-
ðàëÿ 2019 ã. (II òóð). Ðåãèîíàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îòäåëüíûì
çàäàíèÿì äëÿ ó÷àùèõñÿ 9, 10 è 11 êëàññîâ.

Çàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà âêëþ÷àþò 10 çàäà÷� ïî 5 çàäà÷
â êàæäîì èç äâóõ äíåé (òóðîâ) Îëèìïèàäû (çàäà÷è 1�5 � I òóð, çà-
äà÷è 6�10 � II òóð). Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîãî òóðà äëÿ êàæäîãî
êëàññà ñîñòàâëÿåò 4 àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âî âñåõ ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ðå-
ãèîíàëüíûé ýòàï ïðîâîäèòñÿ ïî îäíèì è òåì æå çàäàíèÿì, ïîäãî-
òîâëåííûì Öåíòðàëüíîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé, â öåëÿõ
ïðåäîòâðàùåíèÿ ïðåæäåâðåìåííîãî äîñòóïà ê òåêñòàì çàäàíèé ñî ñòî-
ðîíû ó÷àñòíèêîâ Îëèìïèàäû, à òàêæå èõ ó÷èòåëåé è íàñòàâíèêîâ,
âðåìÿ íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ òóðîâ â óñòàíîâëåííûå äàòû â êàæäîì
ñóáúåêòå ÐÔ äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ¾Âðåìåíí�ûìè
ðåãëàìåíòàìè ïðîâåäåíèÿ òóðîâ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîñ-
ñèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó¿ äëÿ ÷àñîâûõ ïîÿñîâ.

Ðàçáîð çàäà÷ â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ãäå òóð îêàí-
÷èâàåòñÿ â 16.00 è 17.00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè, ïðîâîäÿòñÿ íå ðàíüøå,
÷åì íà ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âòîðîãî òóðà Îëèìïèàäû.

Ïîáåäèòåëè è ïðèç�åðû îëèìïèàäû îïðåäåëÿþòñÿ Ïîðÿäêîì ïðî-
âåäåíèÿ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ è Òðåáîâàíèÿìè ê
ïðîâåäåíèþ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ ïî ìàòåìàòèêå â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0
äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòü
ó÷àñòíèê, ðàâíî 70 (35 � I òóð, 35 � II òóð).

Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äî-
ïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîá-
õîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðàç-
áîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ,
íàõîæäåíèå ïðèìåðà è ò. ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðèô-
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

ìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ. Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷å
äîëæíû ó÷èòûâàòü âñ�å âûøåïåðå÷èñëåííîå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà ðàáîò îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

à) ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Íåäîïó-
ñòèìî ñíÿòèå áàëëîâ çà òî, ÷òî ðåøåíèå ñëèøêîì äëèííîå, èëè çà òî,
÷òî ðåøåíèå øêîëüíèêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåä�åííîãî â ìåòîäè÷åñêèõ
ðàçðàáîòêàõ;

á) íåäîïóñòèìî ñíÿòèå áàëëîâ â ðàáîòå çà íåàêêóðàòíîñòü çàïèñè
ðåøåíèé;

â) áàëëû íå âûñòàâëÿþòñÿ ¾çà ñòàðàíèå Ó÷àñòíèêà¿, â òîì ÷èñëå
çà çàïèñü â ðàáîòå áîëüøîãî ïî îáú�åìó òåêñòà, íå ñîäåðæàùåãî ïðî-
äâèæåíèé â ðåøåíèè çàäà÷è;

ã) ÷åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.
Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ êà÷åñòâåííîé îöåíêè ðàáîò ó÷àñòíèêîâ,

íà èõ ïðîâåðêó âûäåëÿåòñÿ äî 7 äíåé.
Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îöåíêè ðàáîò ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû èç ðàç-

íûõ ðåãèîíîâ è ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ ïðè ýòîì îøèáîê, Öåíòðàëü-
íàÿ ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿ èìååò ïðàâî ïåðåïðîâåðêè
ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïðî-
âåðêå ðàáîò ðåãèîíàëüíîå æþðè èìååò ïðàâî çàäàâàòü âîïðîñû ïî
îöåíêå îòäåëüíûõ ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ÷ëåíàì ÖÏÌÊ. Ñâîè âîïðî-
ñû ïðåäñåäàòåëè (èëè èõ çàìåñòèòåëè) ðåãèîíàëüíûõ ìåòîäè÷åñêèõ
êîìèññèé ñìîãóò ïðèñûëàòü, íà÷èíàÿ ñ 1 ôåâðàëÿ 2019, ïî àäðåñó
region.math@yandex.ru.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ êðèòåðèåâ ïî çàäà÷å, å�å ðåøå-
íèå îöåíèâàåòñÿ ïî ïðèâåä�åííîé íèæå òàáëèöå (îòìåòèì, ÷òî äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ ðàçëè÷èé â îöåíêå áëèçêèõ ïðîäâèæåíèé ïî çàäà÷å â ðà-
áîòàõ ðàçíûõ ó÷àñòíèêîâ, òàáëèöà óïðîùåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè-
âåä�åííîé â Òðåáîâàíèÿõ ïî ïðîâåäåíèþ ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà).
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Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ

7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.

6�7 Âåðíîå ðåøåíèå. Èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷�åòû (íå ëî-
ãè÷åñêèå), â öåëîì íå âëèÿþùèå íà ðåøåíèå.

äî 4 Â çàäà÷å òèïà ¾Îöåíêà+ïðèìåð¿ äîêàçàíà îöåíêà.

äî 3 Â çàäà÷å òèïà ¾Îöåíêà+ïðèìåð¿ ïîñòðîåí ïðèìåð.

äî 1 Ðàññìîòðåí âàæíûé ñëó÷àé ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ.

0 Àíàëèòè÷åñêîå (êîîðäèíàòíûì èëè âåêòîðíûì ìåòî-
äîì) ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, íå äîâåä�åííîå äî
êîíöà.

0 Ðåøåíèå îòñóòñòâóåò. Ðåøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ
îòñóòñòâóþò.

Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ ê çàäà÷àì îëèìïèàäû. Â êîì-
ìåíòàðèÿõ ê çàäà÷àì óêàçàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêî-
òîðûõ ïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðîäâèæåíèé. Çàìåòèì,
÷òî ðàáîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä�åííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå
ñîäåðæàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ è îøèáêè, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöå-
íåíû äîïîëíèòåëüíî.

Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!

Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà
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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà, ñóì-

ìà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð�åõ ðàçëè÷-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1. (Í. Àãàõàíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü n, n+1, n+2, n+3�äàííûå ÷èñëà. Ñóììà

òð�åõ íàèìåíüøèõ èç íèõ ðàâíà 3n + 3 = 3(n + 1), à ñóììà òð�åõ
ñàìûõ áîëüøèõ ÷èñåë ðàâíà 3(n+ 2). Íî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë

n+1 è n+2�÷�åòíî, òî åñòü ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë 2 è k, ãäå
k > 3. Çíà÷èò, äàííàÿ ñóììà è ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òð�åõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 2, 3 è k.

Êîììåíòàðèé. Ó÷àñòíèê ñîáèðàåòñÿ âûáðàòü òðè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ÷èñëà (èç äàííûõ ÷åòûð�åõ) è çàìå÷àåò, ÷òî èõ ñóììà

îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 3 � 3 áàëëà.

9.7. Íà ïðÿìîóãîëüíîì ñòîëå ëåæàò íåñêîëüêî êàðòîííûõ ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ. Èõ ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ñòîëà. Ðàçìåðû

ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ, îíè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ,

íî íèêàêèå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìîãóò èìåòü 4 îáùèõ âåðøè-

íû. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ âåð-

øèíîé ïðÿìîóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ðîâíî òð�åõ ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ? (È. Áîãäàíîâ)

Îòâåò. Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïîëîæèòü òðè ïà-

ðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïàðû âñå òî÷êè A,
B, C, D, E, F , G, H áûëè âåðøèíàìè ðîâíî ïî ðàçó. Îäèíàêî-

âûìè òî÷êàìè îòìå÷åíû âåðøèíû îäíîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ïàðû.

A

D

E

H

B

C

F

G

A

D

E

H

B

C

F

G

A

D

E

H

B

C

F

G

Ðèñ. 1
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Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ; îäèí èç

íèõ óêàçàí íà ðèñ. 2.

A

D

B

C

A

D

B

C

A

D

B

C

Ðèñ. 2

Êîììåíòàðèé. Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð� 7 áàëëîâ.

9.8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà ABC
îòìå÷åíà òî÷êà D, ëåæàùàÿ âíóòðè óãëà BAC, òàêàÿ, ÷òî

∠BCD = 60◦. Èçâåñòíî, ÷òî CD = 2AB. Òî÷êà M � ñåðåäè-

íà îòðåçêà BD. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AMC �ðàâíîáåä-

ðåííûé. (À. Êóçíåöîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ∠CBM = α. Ïîñêîëüêó

BM � âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà ABC, òî ∠ABM = 180◦ − α
è α < 90◦ (ñì. ðèñ. 3). Îïóñòèì èç òî÷êè D ïåðïåíäèêóëÿð

DH íà ïðÿìóþ BC. Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå BCD óãëû ïðè

âåðøèíàõ B è C îñòðûå, òî÷êà H ëåæèò íà îòðåçêå BC. Ïî-
ñêîëüêó DCH �ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì 60◦, èìå-
åì CH = CD

2
= AB.

Òðåóãîëüíèê BHD�ïðÿìîóãîëüíûé, HM � åãî ìåäèàíà,

ïðîâåä�åííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ïîýòîìó HM = BD
2

= BM . Ñëå-

äîâàòåëüíî, ∠MHB = ∠HBM = α, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

∠MHC = 180◦ − α = ∠ABM . Ïîñêîëüêó òàêæå AB = CH è

BM = MH, òðåóãîëüíèêè ABM è CHM ðàâíû. Òàêèì îáðà-

çîì, AM = MC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

60◦A

B

C

D

H

M

A

B

C

DM

K

T

A′

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ òî÷êó, ñèììåòðè÷-
íóþ A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BD (ñì. ðèñ. 4). Ïîñêîëüêó BD�

âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà ABC, òî÷êà A′ ëåæèò íà ïðîäîë-

æåíèè îòðåçêà CB çà òî÷êó B. Ïóñòü K � ñåðåäèíà îòðåç-

êà BC. Òîãäà MK � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BCD, ïîýòî-
ìó MK ‖ CD è ∠MKB = ∠BCD = 60◦, à òàêæå MK =

= CD
2

= AB = A′B. Íà îòðåçêå A′K îòìåòèì òî÷êó T òàê,

÷òî MK = KT . Òîãäà èç òîãî, ÷òî TK = MK = A′B, ñëåäóåò
A′T = BK = KC. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê MKT ðàâíîñòî-

ðîííèé, òàê êàê MK = KT è ∠MKT = 60◦. Òîãäà MT = MK
è ∠MTA′ = 120◦ = ∠MKC, à, êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå,

A′T = CK. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè MKC è MTA′ ðàâíû, ïî-
ýòîìó CM = A′M = AM .

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû îòìå÷àòü òî÷êó T , ìîæíî
çàïèñàòü òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ A′KM è MCK.

Â íèõ óãëû ïðè âåðøèíå K ðàâíû 60◦ è 120◦ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü MK = A′B = a, BK = KC = b. Òîãäà

A′M =
√

(a+ b)2 + a2 − a(a+ b) =
√
a2 + ab+ b2 = CM.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî çà äåêëàðàöèþ òîãî, ÷òî íóæíî äî-

êàçûâàòü ðàâåíñòâî AM = MC, áàëëû íå äîáàâëÿþòñÿ.

Îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð DH è çàìå÷åíî, ÷òî CH = AB �

2 áàëëà.

Çàìå÷åíî äîïîëíèòåëüíî, ÷òî MH = MB (èëè MH =
= MD) � äîáàâëÿåòñÿ 1 áàëë.

Ïîñòðîåíà òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî

CD, è çàìå÷åíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî MA′ =
= MC � 1 áàëë (íå ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèìè).

Çà îòñóòñòâèå îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íà îò-

ðåçêå BC (à íå íà åãî ïðîäîëæåíèè), áàëëû íå ñíèìàþòñÿ.

9.9. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 4). Êàæäóþ åãî

âåðøèíó íàäî îêðàñèòü ëèáî â ÷�åðíûé, ëèáî â áåëûé öâåò. Íà-

çîâ�åì äèàãîíàëü ðàçíîöâåòíîé, åñëè å�å êîíöû îêðàøåíû â ðàç-

íûå öâåòà. Ðàñêðàñêó âåðøèí íàçîâ�åì õîðîøåé, åñëè n-óãîëüíèê
ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ðàçíîöâåòíûìè äèàãîíàëÿìè,
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íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê (êðîìå âåðøèí). Íàéäèòå êîëè÷å-

ñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê. (Ñ. Áåðëîâ)

Îòâåò. n2 − n.
Ðåøåíèå. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ðàñêðàñêà âñåõ âåðøèí â

îäèí öâåò õîðîøåé íå ÿâëÿåòñÿ; òàêèå ðàñêðàñêè â äàëüíåéøåì

ðåøåíèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Íàçîâ�åì ñòîðîíó ìíîãîóãîëüíèêà ðàçíîöâåòíîé, åñëè å�å

êîíöû îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà (òî åñòü ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå

ðàçíîöâåòíîñòè íà ñòîðîíû). Íàçîâ�åì ðàñêðàñêó âåðøèí óïîðÿ-

äî÷åííîé, åñëè âñå ÷�åðíûå âåðøèíû íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíè-

êà èäóò ïîäðÿä (èíà÷å ãîâîðÿ, ó ìíîãîóãîëüíèêà åñòü ðîâíî äâå

ðàçíîöâåòíûõ ñòîðîíû).

Ëåììà. Ðàñêðàñêà âåðøèí n-óãîëüíèêà (ïðè n > 3) ÿâëÿ-

åòñÿ õîðîøåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óïîðÿäî÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 3 äîêàçûâàòü

íå÷åãî (íàïîìíèì, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì îäíîöâåòíûå ðàñ-

êðàñêè). Äîêàæåì òåïåðü ïåðåõîä èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåðæäå-

íèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ m òàêèõ, ÷òî 3 6 m < n, ãäå n > 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé. Ðàçîáü�åì

ìíîãîóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ðàçíîöâåò-

íûìè äèàãîíàëÿìè; ðàññìîòðèì îäíó èç ýòèõ äèàãîíàëåé AB.
Îíà äåëèò n-óãîëüíèê íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà P1 è P2 ñ ìåíü-

øèì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí, ïðè÷�åì êàæäûé èç íèõ ðàñêðàøåí õî-

ðîøî� à çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, è óïîðÿäî÷åííî.

Ïóñòü A�÷�åðíûé êîíåö äèàãîíàëè, à B � áåëûé. Âñå ÷�åðíûå

âåðøèíû â P1 � ýòî íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí, íà÷è-

íàÿ ñ A (íî íå âêëþ÷àÿ B). Àíàëîãè÷íî ñ ÷�åðíûìè âåðøèíàìè

â P2. Íî òîãäà ýòè äâà áëîêà ÷�åðíûõ âåðøèí â îáúåäèíåíèè äà-

þò îäèí ñâÿçíûé áëîê â èñõîäíîì ìíîãîóãîëüíèêå, òî åñòü ðàñ-

êðàñêà âåðøèí n-óãîëüíèêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé.

Ïóñòü òåïåðü ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé. Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî òîãäà â ìíîãîóãîëüíèêå åñòü ðàçíîöâåòíàÿ äèà-

ãîíàëü. Îíà äåëèò ìíîãîóãîëüíèê íà äâà ìåíüøèõ, ïðè ýòîì,

î÷åâèäíî, êàæäûé èç íèõ òàêæå ðàñêðàøåí óïîðÿäî÷åííî. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäûé èç íèõ ðàñêðàøåí õîðîøî,

à çíà÷èò, è èñõîäíûé n-óãîëüíèê� òîæå. �
Ââèäó ëåììû, îñòàëîñü ëèøü ïîñ÷èòàòü ÷èñëî óïîðÿäî÷åí-
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íûõ ðàñêðàñîê n-óãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî êîëè÷å-

ñòâà ÷�åðíûõ âåðøèí (îò 1 äî n−1) ìîæíî n ñïîñîáàìè âûáðàòü

ðàñïîëîæåíèå èõ áëîêà ñðåäè âñåõ n âåðøèí, òî åñòü ÷èñëî ñïî-

ñîáîâ ðàâíî n(n− 1).
Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà ëåììà (èç ðåøåíèÿ âûøå) �

1 áàëë.

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà � äîáàâëÿþòñÿ 4 áàëëà.

Äîêàçàíà òîëüêî îäíà èç äâóõ ïîëîâèí óòâåðæäåíèÿ ëåììû

(ò. å. ëèáî òî, ÷òî ëþáàÿ õîðîøàÿ ðàñêðàñêà óïîðÿäî÷åíà, ëèáî

íàîáîðîò) � äîáàâëÿþòñÿ 2 áàëëà âìåñòî 4.

Ïðîèçâåä�åí ïîäñ÷�åò êîëè÷åñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ðàñêðà-

ñîê � äîáàâëÿþòñÿ 2 áàëëà (ýòè áàëëû ìîãóò áûòü äîáàâëåíû

òîëüêî ïðè íàëè÷èè ôîðìóëèðîâêè ëåììû, ñ äîêàçàòåëüñòâîì

èëè áåç).

Â ýòîì ïîäñ÷�åòå ñîâåðøåíû ìåëêèå îøèáêè (íàïðèìåð, ïðè-

âîäÿùèå êî âäâîå ìåíüøåìó îòâåòó) � äîáàâëÿåòñÿ 1 áàëë âìå-

ñòî 2.

Ïðè èíäóêöèîííîì äîêàçàòåëüñòâå ëåììû (ñôîðìóëèðîâàí-

íîé äëÿ âñåõ n > 4) ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîáëåìà, îñîáåííî ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n: ðàçíîöâåòíàÿ äèàãîíàëü ìîæåò îòñåêàòü

òðåóãîëüíèê, ê êîòîðîìó ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè íåïðèìåíè-

ìî. Åñëè òàêîå âñòðåòèëîñü â ðàáîòå � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.

9.10. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåòÿ âûáèðàåò 100
(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . ,
x100, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Âàñÿ ðàçáèâàåò èõ íà 50 ïàð ïî

ñâîåìó óñìîòðåíèþ, ñ÷èòàåò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ïàðå

è âûïèñûâàåò íà äîñêó íàèáîëüøåå èç 50 ïîëó÷åííûõ ïðîèçâå-

äåíèé. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ÷èñëî íà äîñêå îêàçàëîñü êàê ìîæ-

íî áîëüøå, à Âàñÿ � ÷òîáû îíî áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå. Êàêîå

÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (À. Õðàáðîâ)

Îòâåò. 1
396

.

Ðåøåíèå. Åñëè Ïåòÿ âûáåðåò ÷èñëà 1
2
, 1

198
, 1

198
, . . . , 1

198
,

òî, êàê áû íè ðàçáèâàë ýòè ÷èñëà Âàñÿ, â ïàðå ñ ÷èñëîì 1
2
áóäåò
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÷èñëî 1
198

. Èõ ïðîèçâåäåíèå áóäåò ðàâíî 1
396

, à îñòàëüíûå áóäóò

íå áîëüøå íåãî. Òîãäà íà äîñêå îêàæåòñÿ ÷èñëî 1
396

.

Ïîêàæåì, êàê Âàñå äëÿ ëþáûõ Ïåòèíûõ ÷èñåë ïîëó÷èòü íà

äîñêå ÷èñëî, íå áîëüøåå 1
396

. Ïåðåíóìåðóåì ÷èñëà â ïîðÿäêå

íåâîçðàñòàíèÿ: x1 > x2 > . . . > x100. Ðàçîáü�åì ÷èñëà íà ïàðû

ñëåäóþùèì îáðàçîì: xk â ïàðå ñ x101−k. Òîãäà ïðîèçâåäåíèÿìè
÷èñåë â ïàðàõ áóäóò

x1x100, x2x99, x3x98, . . . , xkx101−k, . . . , x50x51.

Ïîêàæåì, ÷òî a = xkx101−k 6
1

396
ïðè k 6 49. Äåéñòâè-

òåëüíî, èç íåðàâåíñòâ xk 6 xk−1 6 . . . 6 x1 ñëåäóåò, ÷òî

kxk 6 x1 + x2 + . . .+ xk, ïîýòîìó

ka = kxk · x101−k 6 (x1 + x2 + . . .+ xk)x101−k.

Àíàëîãè÷íî èç íåðàâåíñòâ x101−k 6 x100−k 6 x99−k 6 . . . 6
6 xk+1 ñëåäóåò, ÷òî

(101− 2k)x101−k 6 x101−k + x100−k + . . .+ xk+1 6

6 xk+1 + xk+2 + . . .+ x100 = 1− x1 − x2 − . . .− xk.
Ïîýòîìó

k(101−2k)a 6 (x1+x2+ . . .+xk)(1−x1−x2− . . .−xk) = x(1−x),

ãäå x = x1+x2+. . .+xk. Ïîñêîëüêó ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ äëÿ

äâóõ ÷èñåë x(1− x) 6
(
x+ (1− x)

2

)2
= 1

4
, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

xkx101−k = a 6 1
4k(101− 2k)

. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî k(101 −
− 2k) > 99 ïðè k 6 49. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå (k − 1)(99 − 2k) > 0, è îáå ñêîáêè â ïîñëåäíåé ôîðìóëå

íåîòðèöàòåëüíû.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî x50x51 6
1

396
. Ïîñêîëüêó x50 6

6 x49 6 x48 6 . . . 6 x2 6 x1, èìååì

x50 6
x1 + x2 + . . .+ x50

50
6

1

50
è, àíàëîãè÷íî,

x41 6
x1 + x2 + . . .+ x51

51
6

1

51
.

Ñëåäîâàòåëüíî, x50x51 6
1

50 · 51
< 1

396
.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
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Òîëüêî ïðèìåð Ïåòèíûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðîì íà äîñêå îêà-

æåòñÿ 1
396

� 1 áàëë.

Òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Âàñÿ âñåãäà ìîæåò ïîëó-

÷èòü ÷èñëî, íå ìåíüøåå 1
396

� 5 áàëëîâ.

Òîëüêî óêàçàíèå, ÷òî Âàñå íóæíî ðàçáèâàòü ÷èñëà x1 >
> . . . > x101 íà ïàðû âèäà xkx101−k, áàëëîâ íå äîáàâëÿåò.

Åñëè â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêîì ðàçáèåíèè íà äîñêå

ïîëó÷èòñÿ íå áîëüøåå ÷èñëî, ÷åì ïðè ëþáîì äðóãîì� ñòàâèòñÿ

1 áàëë (ýòîò áàëë ìîæåò ñóììèðîâàòüñÿ ñ áàëëîì çà ïðèìåð).
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10 êëàññ
10.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà, ñóì-

ìà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð�åõ ðàçëè÷-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1. (Í. Àãàõàíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü n, n+1, n+2, n+3�äàííûå ÷èñëà. Ñóììà

òð�åõ íàèìåíüøèõ èç íèõ ðàâíà 3n + 3 = 3(n + 1), à ñóììà òð�åõ
ñàìûõ áîëüøèõ ÷èñåë ðàâíà 3(n+ 2). Íî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë

n+1 è n+2�÷�åòíî, òî åñòü ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë 2 è k, ãäå
k > 3. Çíà÷èò, äàííàÿ ñóììà è ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òð�åõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 2, 3 è k.

Êîììåíòàðèé. Ó÷àñòíèê ñîáèðàåòñÿ âûáðàòü òðè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ÷èñëà (èç äàííûõ ÷åòûð�åõ) è çàìå÷àåò, ÷òî èõ ñóììà

îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 3 � 3 áàëëà.

10.7. Äàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a è b, ïðè÷�åì b > a > 1. Ïóñòü

xn = 2n
(
2n
√
b− 2n

√
a
)
.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . óáûâàåò.
(À. Õðàáðîâ)

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî xn > xn+1. Ïîëîæèì A = 2n+1√
a

è B = 2n+1√
b. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî B > A > 1, îòñþäà A+B

2
> 1.

Òîãäà èìååì

xn+1 = 2n+1(B −A) > 0,

xn = 2n(B2 −A2) = 2n+1(B −A)
A+B

2
= xn+1 ·

A+B

2
> xn+1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êîììåíòàðèé. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ îòíîøåíèÿ äâóõ ñîñåä-

íèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � 2 áàëëà.

10.8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà BH.

Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AH è CH ñîîòâåòñòâåííî. Â

îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BMN , ïðîâåä�åí

äèàìåòð BB′. Äîêàæèòå, ÷òî AB′ = CB′. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü O�öåíòð îêðóæíîñòè Ω; èíà÷å ãîâîðÿ,

O� ñåðåäèíà äèàìåòðà BB′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ′ è P ïðîåêöèè

òî÷åê B′ è O ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìóþ AC (ñì. ðèñ. 5). Òàê

êàê O ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê MN , ïîëó÷àåì,
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÷òî P � ñåðåäèíà MN . Ïîñêîëüêó O� ñåðåäèíà BB′, P ÿâëÿ-

åòñÿ ñåðåäèíîé HH ′. Ïîëó÷àåì, ÷òî H è H ′ ñèììåòðè÷íû îò-

íîñèòåëüíî ñåðåäèíû MN , îòêóäà HM = H ′N è H ′M = HN .

Èìååì AH ′ = AM +H ′M = HM +H ′M = H ′N +HN = H ′N +
+ CN = CH ′. Òàêèì îáðàçîì, B′H ′ � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêó-

ëÿð ê îòðåçêó AC, ñëåäîâàòåëüíî, AB′ = CB′, ÷òî è òðåáîâà-

ëîñü äîêàçàòü.

A

B

CM H N

O

B′
P

H ′

Ðèñ. 5

Êîììåíòàðèé. Ðàññìîòðåíà ïðîåêöèÿ H ′ òî÷êè B′ íà ïðÿ-
ìóþ AC è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî H è H ′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû MN �

2 áàëëà.

Åñëè â óñëîâèè íå ôèãóðèðóåò ñåðåäèíà îòðåçêà MN , à

ëèøü óêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî HM = H ′N
èëè ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâî � ñòàâèòñÿ 1 áàëë âìåñòî 2.

10.9. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 4). Êàæäóþ åãî

âåðøèíó íàäî îêðàñèòü ëèáî â ÷�åðíûé, ëèáî â áåëûé öâåò. Íà-

çîâ�åì äèàãîíàëü ðàçíîöâåòíîé, åñëè å�å êîíöû îêðàøåíû â ðàç-

íûå öâåòà. Ðàñêðàñêó âåðøèí íàçîâ�åì õîðîøåé, åñëè n-óãîëüíèê
ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ðàçíîöâåòíûìè äèàãîíàëÿìè,

íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê (êðîìå âåðøèí). Íàéäèòå êîëè÷å-

ñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê. (Ñ. Áåðëîâ)

Îòâåò. n2 − n.
Ðåøåíèå. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ðàñêðàñêà âñåõ âåðøèí â
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îäèí öâåò õîðîøåé íå ÿâëÿåòñÿ; òàêèå ðàñêðàñêè â äàëüíåéøåì

ðåøåíèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Íàçîâ�åì ñòîðîíó ìíîãîóãîëüíèêà ðàçíîöâåòíîé, åñëè å�å

êîíöû îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà (òî åñòü ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå

ðàçíîöâåòíîñòè íà ñòîðîíû). Íàçîâ�åì ðàñêðàñêó âåðøèí óïîðÿ-

äî÷åííîé, åñëè âñå ÷�åðíûå âåðøèíû íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíè-

êà èäóò ïîäðÿä (èíà÷å ãîâîðÿ, ó ìíîãîóãîëüíèêà åñòü ðîâíî äâå

ðàçíîöâåòíûõ ñòîðîíû).

Ëåììà. Ðàñêðàñêà âåðøèí n-óãîëüíèêà (ïðè n > 3) ÿâëÿ-

åòñÿ õîðîøåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óïîðÿäî÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 3 äîêàçûâàòü

íå÷åãî (íàïîìíèì, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì îäíîöâåòíûå ðàñ-

êðàñêè). Äîêàæåì òåïåðü ïåðåõîä èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåðæäå-

íèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ m òàêèõ, ÷òî 3 6 m < n, ãäå n > 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé. Ðàçîáü�åì

ìíîãîóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ðàçíîöâåò-

íûìè äèàãîíàëÿìè; ðàññìîòðèì îäíó èç ýòèõ äèàãîíàëåé AB.
Îíà äåëèò n-óãîëüíèê íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà P1 è P2 ñ ìåíü-

øèì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí, ïðè÷�åì êàæäûé èç íèõ ðàñêðàøåí õî-

ðîøî� à çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, è óïîðÿäî÷åííî.

Ïóñòü A�÷�åðíûé êîíåö äèàãîíàëè, à B � áåëûé. Âñå ÷�åðíûå

âåðøèíû â P1 � ýòî íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí, íà÷è-

íàÿ ñ A (íî íå âêëþ÷àÿ B). Àíàëîãè÷íî ñ ÷�åðíûìè âåðøèíàìè

â P2. Íî òîãäà ýòè äâà áëîêà ÷�åðíûõ âåðøèí â îáúåäèíåíèè äà-

þò îäèí ñâÿçíûé áëîê â èñõîäíîì ìíîãîóãîëüíèêå, òî åñòü ðàñ-

êðàñêà âåðøèí n-óãîëüíèêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé.

Ïóñòü òåïåðü ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé. Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî òîãäà â ìíîãîóãîëüíèêå åñòü ðàçíîöâåòíàÿ äèà-

ãîíàëü. Îíà äåëèò ìíîãîóãîëüíèê íà äâà ìåíüøèõ, ïðè ýòîì,

î÷åâèäíî, êàæäûé èç íèõ òàêæå ðàñêðàøåí óïîðÿäî÷åííî. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäûé èç íèõ ðàñêðàøåí õîðîøî,

à çíà÷èò, è èñõîäíûé n-óãîëüíèê� òîæå. �
Ââèäó ëåììû, îñòàëîñü ëèøü ïîñ÷èòàòü ÷èñëî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ðàñêðàñîê n-óãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî êîëè÷å-

ñòâà ÷�åðíûõ âåðøèí (îò 1 äî n−1) ìîæíî n ñïîñîáàìè âûáðàòü

ðàñïîëîæåíèå èõ áëîêà ñðåäè âñåõ n âåðøèí, òî åñòü ÷èñëî ñïî-

ñîáîâ ðàâíî n(n− 1).
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Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà ëåììà (èç ðåøåíèÿ âûøå) �

1 áàëë.

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà � äîáàâëÿþòñÿ 4 áàëëà.

Äîêàçàíà òîëüêî îäíà èç äâóõ ïîëîâèí óòâåðæäåíèÿ ëåììû

(ò. å. ëèáî òî, ÷òî ëþáàÿ õîðîøàÿ ðàñêðàñêà óïîðÿäî÷åíà, ëèáî

íàîáîðîò) � äîáàâëÿþòñÿ 2 áàëëà âìåñòî 4.

Ïðîèçâåä�åí ïîäñ÷�åò êîëè÷åñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ðàñêðà-

ñîê � äîáàâëÿþòñÿ 2 áàëëà (ýòè áàëëû ìîãóò áûòü äîáàâëåíû

òîëüêî ïðè íàëè÷èè ôîðìóëèðîâêè ëåììû, ñ äîêàçàòåëüñòâîì

èëè áåç).

Â ýòîì ïîäñ÷�åòå ñîâåðøåíû ìåëêèå îøèáêè (íàïðèìåð, ïðè-

âîäÿùèå êî âäâîå ìåíüøåìó îòâåòó) � äîáàâëÿåòñÿ 1 áàëë âìå-

ñòî 2.

Ïðè èíäóêöèîííîì äîêàçàòåëüñòâå ëåììû (ñôîðìóëèðîâàí-

íîé äëÿ âñåõ n > 4) ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîáëåìà, îñîáåííî ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n: ðàçíîöâåòíàÿ äèàãîíàëü ìîæåò îòñåêàòü

òðåóãîëüíèê, ê êîòîðîìó ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè íåïðèìåíè-

ìî. Åñëè òàêîå âñòðåòèëîñü â ðàáîòå � ñíèìàåòñÿ 1 áàëë.

10.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàíà óñëî-

âèÿìè a1 = 1, an+1 = an + a[
√
n ] ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k â ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íàéä�åòñÿ ÷ëåí, äåëÿùèéñÿ íà k. (Êàê îáû÷íî, [x] îáî-
çíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

(À.Ñ. Ãîëîâàíîâ)

Ðåøåíèå. Ñðåäè ÷èñåë ak, ak+1, ak+2, . . . âûáåðåì ÷èñëî,

êîòîðîå äà�åò íàèìåíüøèé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà k. Ïóñòü ýòî
÷èñëî am, è ïóñòü îíî äà�åò îñòàòîê r ïðè äåëåíèè íà k. Åñëè
r = 0, òî am �íóæíûé íàì ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäïî-

ëîæèì òåïåðü, ÷òî 0 < r < k.
Ïîñêîëüêó m > k, èìååì m2 + k 6 m2 +m < m2 + 2m+ 1 =

= (m+ 1)2, ïîýòîìó [
√
m2 + 1] = [

√
m2 + 2] = . . . = [

√
m2 + k] =

= m. Îòñþäà am2+1 = am2 + am, am2+2 = am2+1 + am, . . . ,
am2+k = am2+k−1+am, ò. å. am2+t = am2+tam äëÿ t = 1, 2, . . . , k.

Ïóñòü am2 äà�åò îñòàòîê R ïðè äåëåíèè íà k, òîãäà am2+t
äà�åò ïðè äåëåíèè íà k òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî R + tr. Â
ðÿäó ÷èñåë R, R+ r, R+ 2r, . . . , R+ kr íàéä�åì ïåðâîå ÷èñëî, íå
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ìåíüøåå k (òàêîå ÷èñëî íàéä�åòñÿ, òàê êàê R < k, à R+kr > R+
+k > k). Ïóñòü ýòî ÷èñëî R+sr. Òîãäà R+(s−1)r < k 6 R+sr,
îòêóäà 0 6 (R+ sr)− k < r, ïîýòîìó ó ÷èñëà R+ sr, à çíà÷èò, è
ó ÷èñëà am2+s, îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà k ñòðîãî ìåíüøå r, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó.

Çàìå÷àíèå. Âàæíûé øàã â ðåøåíèè� îáíàðóæåíèå ¾äëèí-

íîé¿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè an+1, an+2, . . . , an+k ñ ðàçíî-

ñòüþ am. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷èâàþùèõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð,
åñëè k�ïðîñòîå ÷èñëî, èëè åñëè am âçàèìíî ïðîñòî ñ k, ðåøå-
íèå çàäà÷è çàâåðøàåòñÿ óæå íà ýòîì øàãå (ïîñêîëüêó åñëè am
âçàèìíî ïðîñòî ñ k, òî â ýòîé ïðîãðåññèè âñòðåòÿòñÿ âñå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà k). Òðóäíàÿ ÷àñòü çàäà÷è� ðàññìîòðåíèå ñèòó-

àöèè, êîãäà âñå an (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n) íå âçàèìíî ïðî-
ñòû ñ k.

Êîììåíòàðèé. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáíàðóæåíà ¾äëèí-

íàÿ¿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ an+1, an+2, . . . , an+k � 1 áàëë.

Èç íàëè÷èÿ ¾äëèííîé¿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âûâå-

äåíî ðåøåíèå ïðè ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷èâàþùèõ óñëîâèÿõ�

1 áàëë (ìîæåò ñóììèðîâàòüñÿ ñ ïðåäûäóùèì).
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11 êëàññ
11.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà, ñóì-

ìà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð�åõ ðàçëè÷-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1. (Í. Àãàõàíîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü n, n+1, n+2, n+3�äàííûå ÷èñëà. Ñóììà

òð�åõ íàèìåíüøèõ èç íèõ ðàâíà 3n + 3 = 3(n + 1), à ñóììà òð�åõ
ñàìûõ áîëüøèõ ÷èñåë ðàâíà 3(n+ 2). Íî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë

n+1 è n+2�÷�åòíî, òî åñòü ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë 2 è k, ãäå
k > 3. Çíà÷èò, äàííàÿ ñóììà è ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òð�åõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: 2, 3 è k.

Êîììåíòàðèé. Ó÷àñòíèê ñîáèðàåòñÿ âûáðàòü òðè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ÷èñëà (èç äàííûõ ÷åòûð�åõ) è çàìå÷àåò, ÷òî èõ ñóììà

îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 3 � 3 áàëëà.

11.7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a 6= 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü x1, x2, . . ., ãäå xn = 2n
(
2n
√
a− 1

)
, óáûâàåò. (À. Õðàáðîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü t = 2n+1√
a. Çàìåòèì, ÷òî t 6= 1. Òîãäà

xn+1 = 2n+1(t− 1) è xn = 2n(t2 − 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

xn − xn+1 = 2n(t2 − 1)− 2n+1(t− 1) =

= 2n(t2 − 2t+ 1) = 2n(t− 1)2 > 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Ïðè äðóãèõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ íåðàâåíñòâà

ìîãóò âûãëÿäåòü ïî-ðàçíîìó ïðè a > 1 (êîãäà ÷ëåíû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíû) è ïðè 0 < a < 1 (êîãäà îíè îòðèöà-

òåëüíû).

Êîììåíòàðèé. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ îòíîøåíèÿ äâóõ ñîñåä-

íèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � 2 áàëëà.

Åñëè ðåøåíèå ïðîõîäèò ëèøü â îäíîì èç ñëó÷àåâ a > 1 èëè

0 < a < 1� 4 áàëëà.

11.8. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC íàøëèñü ñîîòâåò-

ñòâåííî òî÷êè D è E òàêèå, ÷òî DB = BC = CE. Îòðåçêè
BE è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè,
îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BDP è CEP , ïåðåñåêàþòñÿ â

öåíòðå îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.
(Ð. Æåíîäàðîâ)
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A

B C

D E

P

I

Ðèñ. 6

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-

óãîëüíèêà ABC, òî÷êà I ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ. Äî-

êàæåì, ÷òî òî÷êè B, D, P , I ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî

ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè C, E, P , I ëå-

æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, è çàäà÷à

áóäåò ðåøåíà.

Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåí-

ñòâî ∠BPD = ∠BID. Áèññåêòðèñà
BI óãëà ABC ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèì-

ìåòðèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-

íèêà BDC, ïîýòîìó ∠BID = ∠BIC = 180◦ − ∠IBC − ∠ICB =
= 180◦ − ∠B

2
− ∠C

2
(ñì. ðèñ. 6). Äàëåå, ∠BPD = ∠PBC +

+∠PCB = ∠EBC+∠DCB. Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêà
BCE ïîëó÷àåì ∠EBC = 180◦ − ∠C

2
= 90◦ − ∠C

2
è, àíàëîãè÷íî,

∠DCB = 90◦− ∠B
2
. Îòñþäà ∠BPD = 180◦− ∠B

2
− ∠C

2
= ∠BID,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Òî÷êà I ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé òî÷êîé Ìè-

êåëÿ äëÿ ÷åòâ�åðêè ïðÿìûõ AB, AC, BE, CD, ò. å. ÷åðåç I ïðî-
õîäÿò îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ,

îáðàçîâàííûõ òðåìÿ èç ÷åòûð�åõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðÿìûõ.

Êîììåíòàðèé. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè BE è CD âûðàæåí

÷åðåç óãëû òðåóãîëüíèêà ABC � 1 áàëë.

Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè IB è ID (ëèáî ìåæäó ïðÿìûìè IB
è IE, ëèáî ìåæäó ïðÿìûìè IC è IE èëè àíàëîãè÷íûé óãîë)

âûðàæåí ÷åðåç óãëû òðåóãîëüíèêà ABC � 3 áàëëà.

11.9. Â êëàññå m ó÷åíèêîâ. Â òå÷åíèå ñåíòÿáðÿ êàæäûé èç íèõ

íåñêîëüêî ðàç õîäèë â áàññåéí; íèêòî íå õîäèë äâàæäû â îäèí

äåíü. Ïåðâîãî îêòÿáðÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî âñå êîëè÷åñòâà ïîñåùå-

íèé áàññåéíà ó ó÷åíèêîâ ðàçëè÷íû. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ

èç íèõ îáÿçàòåëüíî áûë äåíü, êîãäà ïåðâûé èç íèõ áûë â áàñ-

ñåéíå, à âòîðîé� íåò, è äåíü, êîãäà, íàîáîðîò, âòîðîé èç íèõ áûë

â áàññåéíå, à ïåðâûé� íåò. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà-

÷åíèå m. (Â ñåíòÿáðå 30 äíåé.) (Ä. Õðàìöîâ)
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Îòâåò. m = 28.
Ðåøåíèå. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì Xn =

= {1, 2, . . . , n}. Êàæäîìó ó÷åíèêó ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî âñåõ

äíåé, êîãäà îí õîäèë â áàññåéí (ýòî áóäåò ïîäìíîæåñòâî â X30).

Èòîãî, ìû ïîëó÷èëè íàáîð èç m (ñîãëàñíî óñëîâèþ, íåïóñòûõ)

ïîäìíîæåñòâ â X30. Óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âî âñåõ ïîä-

ìíîæåñòâàõ ðàçíûå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, è íè îäíî èç íèõ íå

ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì; íàçîâ�åì òàêîé íàáîð ïîäìíîæåñòâ õîðî-

øèì. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ìíîæåñòâ â õîðîøåì ñåìåéñòâå ïîäìíîæåñòâ â X30.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òàêîé íàáîð íå ìîæåò ñîäåðæàòü

áîëüøå 28 ìíîæåñòâ. Ýòî î÷åâèäíî, åñëè â íàáîðå åñòü 30-

ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî, òàê êàê îíî ñîäåðæèò ëþáîå äðóãîå.

Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà â íàáîðå ìîãóò ñîñòîÿòü

ëèøü èç 1, 2, . . . , 29 ýëåìåíòîâ (è èõ íå áîëüøå 29). Ïóñòü â õî-
ðîøåì íàáîðå åñòü 29-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî A è 1-ýëåìåíòíîå

ìíîæåñòâî B. Òàê êàê B íå ñîäåðæèòñÿ â A, îíè íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ. Òîãäà ëþáîå äðóãîå ïîäìíîæåñòâî â X30 ëèáî ñîäåðæèò B,
ëèáî ñîäåðæèòñÿ â A. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå õîðîøèé íàáîð ñî-

ñòîèò ëèøü èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ. Íàêîíåö, åñëè â íàáîðå íåò 1-

èëè 29-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà, òî â í�åì óæå íå áîëåå 28 ìíî-

æåñòâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îñòàëîñü ïðåäúÿâèòü ïðèìåð õîðîøåãî íàáîðà èç 28 ïî-

æìíîæåñòâ â X30. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî k > 2,
÷òî ñóùåñòâóåò õîðîøèé íàáîð A1, A2, . . . , A2k−2 ïîäìíîæåñòâ

â X2k, ïðè÷�åì Ai ñîäåðæèò i+1 ýëåìåíò. Â áàçîâîì ñëó÷àå k = 2
ãîäÿòñÿ ïîäìíîæåñòâà A1 = {1, 2} è A2 = {1, 3, 4}.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k óæå ïîñòðîåí òðåáóåìûé õîðîøèé

íàáîð B1, . . . , B2k−2 ïîäìíîæåñòâ â X2k. Òîãäà òðåáóåìûé õîðî-

øèé íàáîð ïîäìíîæåñòâ â X2k+2 ìîæíî ïîñòðîèòü òàê. Ïîëî-

æèì Ai+1 = Bi ∪ {2k + 2} ïðè i = 1, 2, . . . , 2k − 2; ýòè ìíîæå-

ñòâà ñîäåðæàò 3, 4, . . . , 2k ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö,

ïîëîæèì A1 = {2k+1, 2k+2} è A2k = {1, 2, . . . , 2k+1}. Íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè îáðàçóþò òðåáóåìûé õîðîøèé íàáîð. Òåì

ñàìûì ïåðåõîä èíäóêöèè äîêàçàí.

Çàìå÷àíèå. Ðàññóæäåíèÿ èç âòîðîãî àáçàöà ðåøåíèÿ ïî-

êàçûâàþò, ÷òî â õîðîøåì íàáîðå ïîäìíîæåñòâ â Xn íå áîëüøå,
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÷åì n − 2 ìíîæåñòâà, åñëè n > 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåéñòâóÿ

àíàëîãè÷íî âòîðîé ïîëîâèíå ðåøåíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü è õî-

ðîøèé íàáîð èç 2k − 1 ïîäìíîæåñòâà â X2k+1 ïðè k > 1; áàçó
èíäóêöèè äîñòàâëÿåò ïîäìíîæåñòâî A1 = {1, 2}.

Ìîæíî óñòðîèòü è íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåõîä èíäóêöèè,

ïîçâîëÿþùèé ïî õîðîøåìó íàáîðó èç n − 2 ïîäìíîæåñòâ â Xn

ïîñòðîèòü õîðîøèé íàáîð èç n − 1 ïîäìíîæåñòâà â Xn+1 (ïðè

n > 5). Äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà ïîëåçíî ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå:

åñëè âçÿòü äîïîëíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ õîðîøåãî íàáîðà, òî òàê-

æå ïîëó÷èòñÿ õîðîøèé íàáîð.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî ó÷åíèêîâ â êëàññå íå ïðåâîñõîäèò 29�
0 áàëëîâ.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð ñ íå áîëåå, ÷åì 27 ó÷åíèêàìè� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ÷èñëî ó÷åíèêîâ â êëàññå íå ïðåâîñõî-

äèò 28� 2 áàëëà.

Òîëüêî ïðèâåä�åí ïðèìåð ñ 28 ó÷åíèêàìè� 4 áàëëà.

11.10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþ-

ùóþ èãðó. Ïåòÿ âûáèðàåò 2n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , x2n, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Âàñÿ
ðàññòàâëÿåò ýòè ÷èñëà ïî êðóãó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïî ñâîåìó

óñìîòðåíèþ. Ïîñëå ýòîãî îí âû÷èñëÿåò ïðîèçâåäåíèÿ ïàð ñîñåä-

íèõ ÷èñåë è âûïèñûâàåò íà äîñêó íàèáîëüøåå èç âñåõ 2n ïîëó-

÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ÷èñëî íà äîñêå îêàçà-

ëîñü êàê ìîæíî áîëüøå, à Âàñÿ � ÷òîáû îíî áûëî êàê ìîæíî

ìåíüøå. Êàêîå ÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

(À. Õðàáðîâ)

Îòâåò. 1
8(n− 1)

.

Ðåøåíèå. Åñëè Ïåòÿ âûáåðåò ÷èñëà 0, 1
2
, 1

4(n− 1)
, 1

4(n− 1)
,

. . . , 1
4(n− 1)

, òî, êàê áû íè ðàññòàâëÿë ýòè ÷èñëà Âàñÿ, ÷èñëî 1
2

áóäåò â îäíîé ïàðå ñ ÷èñëîì 1
4(n− 1)

. Çíà÷èò, îäíî èç ïðîèçâå-

äåíèé áóäåò ðàâíî 1
8(n− 1)

, à îñòàëüíûå áóäóò íå áîëüøå íåãî.

Òîãäà íà äîñêå îêàæåòñÿ ÷èñëî 1
8(n− 1)

.

Ïîêàæåì, êàê Âàñÿ ìîæåò äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ïîëó÷èòü íà
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äîñêå ÷èñëî, íå áîëüøåå 1
8(n− 1)

. Ïåðåíóìåðóåì ÷èñëà â ïîðÿäêå

óáûâàíèÿ: x1 > x2 > . . . > x2n. Ïîñòàâèì â êàêîå-òî ìåñòî íà

êðóãå ÷èñëî x1, îò íåãî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷åðåç ïóñòûå ìåñòà

÷èñëà x2, x3, . . . , xn. Òåïåðü ïîñòàâèì ÷èñëî x2n ìåæäó x1 è xn;
äàëüøå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò x2n ðàññòàâèì íà ïóñòûõ ìåñòàõ

ïî î÷åðåäè ÷èñëà x2n−1, x2n−2, . . . , xn+1. Òîãäà ïðîèçâåäåíèÿìè

ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë áóäóò: xnx2n,

x1x2n, x2x2n−1, x3x2n−2, . . . , xkx2n−k+1, . . . , xnxn+1

è

x1x2n−1, x2x2n−2, x3x2n−3, . . . , xkx2n−k, . . . , xn−1xn+1.

Ïîñêîëüêó xkx2n−k+1 6 xkx2n−k, íàèáîëüøåå ïðîèçâåäåíèå ìî-
æåò áûòü ëèøü âî âòîðîé ñòðîêå.

Ïîêàæåì, ÷òî a = xkx2n−k 6
1

8(n− 1)
ïðè k 6 n − 1. Äåé-

ñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâ xk 6 xk−1 6 . . . 6 x1 ñëåäóåò, ÷òî

kxk 6 x1 + x2 + . . .+ xk, ïîýòîìó

ka = kxk · x2n−k 6 (x1 + x2 + . . .+ xk)x2n−k.

Àíàëîãè÷íî èç íåðàâåíñòâ

x2n−k 6 x2n−k−1 6 x2n−k−2 6 . . . 6 xk+1

ñëåäóåò, ÷òî

(2n− 2k)x2n−k 6 x2n−k + x2n−k−1 + . . .+ xk+1 6

6 xk+1 + xk+2 + . . .+ x2n = 1− x1 − x2 − . . .− xk.
Ïîýòîìó

2k(n− k)a 6

6 (x1 + x2 + . . .+ xk) (1− x1 − x2 − . . .− xk) = x(1− x),

ãäå x = x1+x2+. . .+xk. Ïîñêîëüêó ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ äëÿ

äâóõ ÷èñåë x(1− x) 6
(
x+ (1− x)

2

)2
= 1

4
, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

xkxn−2k = a 6 1
8k(n− k)

. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî k(n−k) > n−1

ïðè k 6 n − 1. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå (k − 1)(n − k − 1) > 0, à îáå ñêîáêè â ïîñëåäíåé ôîðìóëå

íåîòðèöàòåëüíû.

Çàìå÷àíèå. Îïòèìàëüíàÿ ðàññòàíîâêà äëÿ Âàñè íå åäèí-

ñòâåííà. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k = 1, 2, . . . ,
n− 1 â ëþáîé Âàñèíîé ðàññòàíîâêå ñðåäè ïðîèçâåäåíèé ïàð ñî-
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ñåäíèõ ÷èñåë íàéä�åòñÿ ÷èñëî, íå ìåíüøåå xkx100−k; ïîýòîìó îï-
òèìàëüíûìè äëÿ Âàñè îêàæóòñÿ ðàññòàíîâêè, â êîòîðûõ íàè-

áîëüøåå ïðîèçâåäåíèå èìååò òàêîé âèä.

Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.

Òîëüêî ïðèìåð Ïåòèíûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðîì A = 1
8(n− 1)

�

1 áàëë.

Òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Âàñÿ âñåãäà ìîæåò ïîëó-

÷èòü ÷èñëî A, íå ìåíüøåå 1
8(n− 1)

� 5 áàëëîâ.

Åñëè â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî â Âàñèíîé ðàññòàíîâêå âñåãäà

íàéä�åòñÿ ÷èñëî, íå ìåíüøåå xkx100−k ïðè k = 1, 2, . . . , n− 1, �
ñòàâèòñÿ 1 áàëë (ýòîò áàëë ìîæåò ñóììèðîâàòüñÿ ñ áàëëîì çà

ïðèìåð).

23


