
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ

Âòîðîé äåíü

9.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ

ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1.

9.7. Íà ïðÿìîóãîëüíîì ñòîëå ëåæàò íåñêîëüêî êàðòîííûõ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ. Èõ ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ñòîëà.

�àçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ, îíè ìîãóò

ïåðåêðûâàòüñÿ, íî íèêàêèå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìîãóò

èìåòü 4 îáùèõ âåðøèíû. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî êàæ-

äàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ âåðøèíîé ïðÿìîóãîëüíèêà, ÿâëÿ-

åòñÿ âåðøèíîé ðîâíî òð¼õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ?

9.8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà ABC

îòìå÷åíà òî÷êà D, ëåæàùàÿ âíóòðè óãëà BAC, òàêàÿ, ÷òî

∠BCD = 60◦. Èçâåñòíî, ÷òî CD = 2AB. Òî÷êà M � ñåðå-

äèíà îòðåçêà BD. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AMC �ðàâ-

íîáåäðåííûé.

9.9. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 4). Êàæ-

äóþ åãî âåðøèíó íàäî îêðàñèòü ëèáî â ÷¼ðíûé, ëèáî â áå-

ëûé öâåò. Íàçîâ¼ì äèàãîíàëü ðàçíîöâåòíîé, åñëè å¼ êîíöû

îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. �àñêðàñêó âåðøèí íàçîâ¼ì õîðî-

øåé, åñëè n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ðàç-

íîöâåòíûìè äèàãîíàëÿìè, íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê (êðî-

ìå âåðøèí). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê.

9.10. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåòÿ âûáèðàåò 100

(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2,

. . . , x100, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Âàñÿ ðàçáèâàåò èõ íà 50

ïàð ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ, ñ÷èòàåò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â

êàæäîé ïàðå è âûïèñûâàåò íà äîñêó íàèáîëüøåå èç 50 ïî-

ëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ÷èñëî íà äîñêå

îêàçàëîñü êàê ìîæíî áîëüøå, à Âàñÿ � ÷òîáû îíî áûëî êàê

ìîæíî ìåíüøå. Êàêîå ÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðà-

âèëüíîé èãðå?
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øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ

ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1.

9.7. Íà ïðÿìîóãîëüíîì ñòîëå ëåæàò íåñêîëüêî êàðòîííûõ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ. Èõ ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì ñòîëà.

�àçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ, îíè ìîãóò

ïåðåêðûâàòüñÿ, íî íèêàêèå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìîãóò

èìåòü 4 îáùèõ âåðøèíû. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî êàæ-

äàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ âåðøèíîé ïðÿìîóãîëüíèêà, ÿâëÿ-

åòñÿ âåðøèíîé ðîâíî òð¼õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ?

9.8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà âíåøíåé áèññåêòðèñå óãëà ABC

îòìå÷åíà òî÷êà D, ëåæàùàÿ âíóòðè óãëà BAC, òàêàÿ, ÷òî

∠BCD = 60◦. Èçâåñòíî, ÷òî CD = 2AB. Òî÷êà M � ñåðå-

äèíà îòðåçêà BD. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AMC �ðàâ-

íîáåäðåííûé.

9.9. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 4). Êàæ-

äóþ åãî âåðøèíó íàäî îêðàñèòü ëèáî â ÷¼ðíûé, ëèáî â áå-

ëûé öâåò. Íàçîâ¼ì äèàãîíàëü ðàçíîöâåòíîé, åñëè å¼ êîíöû

îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. �àñêðàñêó âåðøèí íàçîâ¼ì õîðî-

øåé, åñëè n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ðàç-

íîöâåòíûìè äèàãîíàëÿìè, íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê (êðî-

ìå âåðøèí). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê.

9.10. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåòÿ âûáèðàåò 100

(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2,

. . . , x100, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1. Âàñÿ ðàçáèâàåò èõ íà 50

ïàð ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ, ñ÷èòàåò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â

êàæäîé ïàðå è âûïèñûâàåò íà äîñêó íàèáîëüøåå èç 50 ïî-

ëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ÷èñëî íà äîñêå

îêàçàëîñü êàê ìîæíî áîëüøå, à Âàñÿ � ÷òîáû îíî áûëî êàê

ìîæíî ìåíüøå. Êàêîå ÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðà-

âèëüíîé èãðå?
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10.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ

ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1.

10.7. Äàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a è b, ïðè÷¼ì b > a > 1. Ïóñòü

xn = 2n
(

2n√
b− 2n√a

)

.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . óáûâàåò.

10.8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà BH .

Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AH è CH ñîîòâåòñòâåí-

íî. Â îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BMN ,

ïðîâåä¼í äèàìåòð BB′

. Äîêàæèòå, ÷òî AB′ = CB′

.

10.9. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 4). Êàæ-

äóþ åãî âåðøèíó íàäî îêðàñèòü ëèáî â ÷¼ðíûé, ëèáî â áå-

ëûé öâåò. Íàçîâ¼ì äèàãîíàëü ðàçíîöâåòíîé, åñëè å¼ êîíöû

îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. �àñêðàñêó âåðøèí íàçîâ¼ì õîðî-

øåé, åñëè n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ðàç-

íîöâåòíûìè äèàãîíàëÿìè, íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê (êðî-

ìå âåðøèí). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê.

10.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàíà

óñëîâèÿìè a1 = 1, a
n+1 = an+a[

√
n ] ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k â ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéä¼òñÿ ÷ëåí, äåëÿùèéñÿ íà k. (Êàê

îáû÷íî, [x] îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñ-

õîäÿùåå x.)
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xn = 2n
(

2n√
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)

.
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10.8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà BH .

Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AH è CH ñîîòâåòñòâåí-

íî. Â îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BMN ,
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.

10.9. Íà äîñêå íàðèñîâàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 4). Êàæ-
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øåé, åñëè n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ðàç-

íîöâåòíûìè äèàãîíàëÿìè, íå èìåþùèìè îáùèõ òî÷åê (êðî-

ìå âåðøèí). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê.

10.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàíà

óñëîâèÿìè a1 = 1, a
n+1 = an+a[

√
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11.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ

ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1.

11.7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a 6= 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü x1, x2, . . ., ãäå xn = 2n
(

2n√a− 1
)

, óáûâàåò.

11.8. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC íàøëèñü ñîîò-

âåòñòâåííî òî÷êè D è E òàêèå, ÷òî DB = BC = CE. Îò-

ðåçêè BE è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî

îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BDP è CEP ,

ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-

íèê ABC.

11.9. Â êëàññå m ó÷åíèêîâ. Â òå÷åíèå ñåíòÿáðÿ êàæäûé èç íèõ

íåñêîëüêî ðàç õîäèë â áàññåéí; íèêòî íå õîäèë äâàæäû â

îäèí äåíü. Ïåðâîãî îêòÿáðÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî âñå êîëè÷åñòâà

ïîñåùåíèé áàññåéíà ó ó÷åíèêîâ ðàçëè÷íû. Áîëåå òîãî, äëÿ

ëþáûõ äâóõ èç íèõ îáÿçàòåëüíî áûë äåíü, êîãäà ïåðâûé èç

íèõ áûë â áàññåéíå, à âòîðîé� íåò, è äåíü, êîãäà, íàîáî-

ðîò, âòîðîé èç íèõ áûë â áàññåéíå, à ïåðâûé� íåò. Íàéäèòå

íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå m. (Â ñåíòÿáðå 30 äíåé.)

11.10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëå-

äóþùóþ èãðó. Ïåòÿ âûáèðàåò 2n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-

íûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , x2n, ñóììà êîòî-

ðûõ ðàâíà 1. Âàñÿ ðàññòàâëÿåò ýòè ÷èñëà ïî êðóãó â íåêîòî-

ðîì ïîðÿäêå ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Ïîñëå ýòîãî îí âû÷èñ-

ëÿåò ïðîèçâåäåíèÿ ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë è âûïèñûâàåò íà äîñ-

êó íàèáîëüøåå èç âñåõ 2n ïîëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïåòÿ

õî÷åò, ÷òîáû ÷èñëî íà äîñêå îêàçàëîñü êàê ìîæíî áîëüøå,

à Âàñÿ � ÷òîáû îíî áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå. Êàêîå ÷èñëî

îêàæåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

11 êëàññ

Âòîðîé äåíü

11.6. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, á�îëü-

øèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ

ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, á�îëüøèõ 1.

11.7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a 6= 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü x1, x2, . . ., ãäå xn = 2n
(

2n√a− 1
)

, óáûâàåò.

11.8. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC íàøëèñü ñîîò-

âåòñòâåííî òî÷êè D è E òàêèå, ÷òî DB = BC = CE. Îò-

ðåçêè BE è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî

îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BDP è CEP ,

ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-

íèê ABC.

11.9. Â êëàññå m ó÷åíèêîâ. Â òå÷åíèå ñåíòÿáðÿ êàæäûé èç íèõ

íåñêîëüêî ðàç õîäèë â áàññåéí; íèêòî íå õîäèë äâàæäû â

îäèí äåíü. Ïåðâîãî îêòÿáðÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî âñå êîëè÷åñòâà

ïîñåùåíèé áàññåéíà ó ó÷åíèêîâ ðàçëè÷íû. Áîëåå òîãî, äëÿ

ëþáûõ äâóõ èç íèõ îáÿçàòåëüíî áûë äåíü, êîãäà ïåðâûé èç

íèõ áûë â áàññåéíå, à âòîðîé� íåò, è äåíü, êîãäà, íàîáî-

ðîò, âòîðîé èç íèõ áûë â áàññåéíå, à ïåðâûé� íåò. Íàéäèòå

íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå m. (Â ñåíòÿáðå 30 äíåé.)

11.10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëå-

äóþùóþ èãðó. Ïåòÿ âûáèðàåò 2n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-

íûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , x2n, ñóììà êîòî-

ðûõ ðàâíà 1. Âàñÿ ðàññòàâëÿåò ýòè ÷èñëà ïî êðóãó â íåêîòî-

ðîì ïîðÿäêå ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Ïîñëå ýòîãî îí âû÷èñ-

ëÿåò ïðîèçâåäåíèÿ ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë è âûïèñûâàåò íà äîñ-

êó íàèáîëüøåå èç âñåõ 2n ïîëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïåòÿ

õî÷åò, ÷òîáû ÷èñëî íà äîñêå îêàçàëîñü êàê ìîæíî áîëüøå,

à Âàñÿ � ÷òîáû îíî áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå. Êàêîå ÷èñëî

îêàæåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?


