
XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÈòàê, äëÿ êàæäîãî îñîáîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äðîá-íàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò íåíóëåâîé ÷èñëèòåëü, ìû íàøëè îñî-áûé ÷ëåí ñ ìåíüøèì ÷èñëèòåëåì äðîáíîé ÷àñòè. Òàê êàê ÷èñëè-òåëü � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ìîæåò óìåíüøàòüñÿ áåñ-êîíå÷íî ìíîãî ðàç, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèòñÿ ÷ëåí, äðîá-íàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüñàííûé. Àíàëîãè÷íî, âïèñàííûì ÿâëÿåòñÿ è ÷åòûðåõóãîëüíèê
PAQC1, ïîýòîìó ∠PQR = ∠PQA + ∠RQA = ∠PC1A +
+∠RB1A = ∠A1C1B+∠A1B1C. Ïîñêîëüêó îáà ñëàãàåìûõ � óã-ëû ìåæäó êàñàòåëüíûìè è õîðäàìè, èìååì ∠PQR = 1
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B1A1C1 = ∠B1QC1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.11.3. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 10.4.11.4. Íàçîâåì îñîáûì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé ÷ëåí xn, äëÿêîòîðîãî [xn] > [xn−1]. Î÷åâèäíî, îñîáûõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîìíîãî (òàê êàê åñëè [xn] = k, òî [xn+k] > [xn]). Äëÿ êàæäîãîîñîáîãî ÷ëåíà ïðåäñòàâèì åãî äðîáíóþ ÷àñòü â âèäå íåñîêðàòè-ìîé äðîáè (åñëè îñîáûé ÷ëåí � öåëîå ÷èñëî, áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñ-ëèòåëü åãî äðîáíîé ÷àñòè ðàâíûì 0). Ìû äîêàæåì, ÷òî ÷èñëè-òåëü ýòîé äðîáè ó êàæäîãî ñëåäóþùåãî îñîáîãî ÷ëåíà íå áîëüøå,÷åì ó ïðåäûäóùåãî; êðîìå òîãî, åñëè ýòîò ÷èñëèòåëü áîëüøå 0,òî íàéäåòñÿ îñîáûé ÷ëåí, ó êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëè-òåëü ìåíüøå.Ïóñòü xk � îñîáûé ÷ëåí. Îáîçíà÷èì åãî öåëóþ ÷àñòü ÷å-ðåç m (î÷åâèäíî, m > 2), à äðîáíóþ � ÷åðåç r. Ïîñêîëüêó

[xk−1] = m − 1, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî r < 1
m−1 6 2

m .Åñëè r < 1
m , òî ñëåäóþùèå m ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóòðàâíû xk+1 = xk + 1

m , xk+2 = xk + 2
m , . . . , xk+m−1 = xk + m−1

m =

= m + r + m−1
m < m + 1, xk+m = xk + 1. Êàê âèäíî, xk+m �î÷åðåäíîé îñîáûé ÷ëåí, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì åãî äðîá-íàÿ ÷àñòü íå èçìåíèëàñü, à öåëàÿ ÷àñòü óâåëè÷èëàñü íà 1. Ïðî-äîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû ïðèäåì, íàêîíåö, ê îñîáîìó ÷ëåíó xl,öåëàÿ ÷àñòü êîòîðîãî p = [xl] è äðîáíàÿ ÷àñòü s = {xl} óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ 1

p 6 s < 1
p+1 . Òîãäà ñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè áóäóò ðàâíû xl+1 = xl + 1

p , xl+2 = xl + 2
p , . . . ,

xl+p−2 = xl +
p−2
p = p+ s+ p−2

p < p+ 2
p + p−2

p p = p+1, xl+p−1 =

= xl + p−1
p = (p + 1) + (s− 1

p). Íîâûé îñîáûé ÷ëåí xl+p−1 èìååòäðîáíóþ ÷àñòü s− 1
p . Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëèòåëü ó íåå ìåíüøå, ÷åìó s. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè s = a

b

, òî s − 1
p = ap−b

pb

, è, ïîñêîëüêó

a
b

< 1
p−1 , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ap − a < b ⇐⇒ ap − b < a.11



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíóòü äâå öè�ðû, à íà îñòàëüíûå N − 2 ïîçèöèè åñòü ïî 10 âà-ðèàíòîâ íà êàæäóþ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî k2 = 10N . Òîãäà èç

k1 > k2 ñëåäóåò, ÷òî N − 1 > 100, ò. å. N > 101.Ïîêàæåì, êàê âûïîëíèòü �îêóñ ïðè N = 101. Ïóñòü ñóììàâñåõ öè�ð íà íå÷åòíûõ ïîçèöèÿõ èìååò îñòàòîê s îò äåëåíèÿíà 10, à ñóììà âñåõ öè�ð íà ÷åòíûõ ïîçèöèÿõ èìååò îñòàòîê tîò äåëåíèÿ íà 10 (ïîçèöèè íóìåðóþòñÿ ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìèîò 0 äî 100). Ïîëîæèì p = 10s + t. Ïóñòü ïîìîùíèê çàêðîåòöè�ðû, ñòîÿùèå íà ïîçèöèÿõ p è p+1. Óâèäåâ, êàêèå öè�ðû çà-êðûòû, �îêóñíèê îïðåäåëèò p, à ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèò s è t.Îòìåòèì, ÷òî îäíà çàêðûòàÿ öè�ðà ñòîèò íà íå÷åòíîé ïîçèöèè,à äðóãàÿ � íà ÷åòíîé. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèâ ñóììó îòêðû-òûõ öè�ð íà íå÷åòíûõ ïîçèöèÿõ è çíàÿ s, �îêóñíèê îïðåäåëèòçàêðûòóþ öè�ðó, ñòîÿùóþ íà íå÷åòíîé ïîçèöèè. Àíàëîãè÷íîîïðåäåëÿåòñÿ çàêðûòàÿ öè�ðà, ñòîÿùàÿ íà ÷åòíîé ïîçèöèè.11 êëàññ11.1. Çàìåòèì, ÷òî

| sin 3x| = |3 sin x − 4 sin3 x| = |3 − 4 sin2 x| | sin x| 6 3| sin x|.Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèè f1, ïîëó÷åííîé èç f çàìåíîé cos 3x íà
sin 3x, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f1(x)| 6 3| sin x| | cos x| | cos 2x| | cos 4x| | cos 8x| . . . | cos 2kx|.(Ìû îïóñòèëè âñå ìíîæèòåëè | cos nx|, â êîòîðûõ n > 3 è íåÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè; êàæäûé èç ýòèõ ìíîæèòåëåé íå ïðå-âîñõîäèò 1.) Óòâåðæäåíèå çàäà÷è òåïåðü ñëåäóåò èç òîæäåñòâà
sin x cos x cos 2x cos 4x cos 8x . . . cos 2kx = 2−k−1 sin 2k+1x.
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11.2. Òàê êàê BC � êàñàòåëüíàÿ êî âïè-ñàííîé îêðóæíîñòè, òî ∠BA1Q =

= 1
2
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A1C1Q = ∠A1B1Q; ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, ∠BA1A = ∠A1ARêàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå.Ïîýòîìó ∠QAR = ∠A1B1Q, è÷åòûðåõóãîëüíèê ARB1Q � âïè-10

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÓñëîâèÿ çàäà÷8 êëàññ8.1. Äàíû ÷èñëà a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç óðàâíåíèé
x2 + (a − b)x + (b − c) = 0, x2 + (b − c)x + (c − a) = 0, x2 + (c −
− a)x + (a − b) = 0 èìååò ðåøåíèå. (Î. Ïîäëèïñêèé)8.2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 10× 10 ïðîèçâîëüíî ðàññòàâëåíû íàòóðàëü-íûå ÷èñëà îò 1 äî 100, êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó. Çà îäèí õîä ðàç-ðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâà ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî çà35 õîäîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë,ñòîÿùèõ â êëåòêàõ ñ îáùåé ñòîðîíîé, áûëà ñîñòàâíîé.(Í. Àãàõàíîâ)8.3. Íà ñòîðîíå BC ðîìáà ABCD âûáðàíà òî÷êà M . Ïðÿìûå, ïðî-âåäåííûå ÷åðåç M ïåðïåíäèêóëÿðíî äèàãîíàëÿì BD è AC, ïå-ðåñåêàþò ïðÿìóþ AD â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçà-ëîñü, ÷òî ïðÿìûå PB, QC è AM ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî îòíîøåíèå BM/MC?(Ñ. Áåðëîâ, Ô. Ïåòðîâ, À. Àêîïÿí)8.4. Ôîêóñíèê Àðóòþí è åãî ïîìîùíèê Àìàÿê ñîáèðàþòñÿ ïîêà-çàòü ñëåäóþùèé �îêóñ. Íà äîñêå íàðèñîâàíà îêðóæíîñòü. Çðè-òåëè îòìå÷àþò íà íåé 2007 ðàçëè÷íûõ òî÷åê, çàòåì ïîìîùíèê�îêóñíèêà ñòèðàåò îäíó èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî �îêóñíèê âïåðâûåâõîäèò â êîìíàòó, ñìîòðèò íà ðèñóíîê è îòìå÷àåò ïîëóîêðóæ-íîñòü, íà êîòîðîé ëåæàëà ñòåðòàÿ òî÷êà. Êàê �îêóñíèêó äîãî-âîðèòüñÿ ñ ïîìîùíèêîì, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?(À. Àêîïÿí, À. Àêîïÿí, À. Àêîïÿí, È. Áîãäàíîâ)9 êëàññ9.1. Ïðèâåäåííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òîóðàâíåíèÿ f(g(x)) = 0 è g(f(x)) = 0 íå èìåþò âåùåñòâåííûõêîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç óðàâíåíèé f(f(x)) = 0è g(g(x)) = 0 òîæå íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé. (Ñ. Áåðëîâ)9.2. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 äðîáåé, ó êîòîðûõ â ÷èñëèòåëÿõ ñòîÿò3



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîââñå ÷èñëà îò 1 äî 100 ïî îäíîìó ðàçó, è â çíàìåíàòåëÿõ ñòîÿòâñå ÷èñëà îò 1 äî 100 ïî îäíîìó ðàçó. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ýòèõäðîáåé åñòü íåñîêðàòèìàÿ äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì 2. Äîêàæèòå,÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëèòåëè äâóõ äðîáåé òàê, ÷òîáûñóììà ñòàëà íåñîêðàòèìîé äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.(Í. Àãàõàíîâ, È. Áîãäàíîâ)9.3. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ïðîâîäÿò äèàãîíàëè â ïðàâèëüíîì

(2n + 1)-óãîëüíèêå (n > 1). �àçðåøàåòñÿ ïðîâîäèòü äèàãîíàëü,åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ (ïî âíóòðåííèì òî÷êàì) ñ ÷åòíûì ÷èñëîìðàíåå ïðîâåäåííûõ äèàãîíàëåé (è íå áûëà ïðîâåäåíà ðàíüøå).Ïðîèãðûâàåò èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä.Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (Ê. Ñóõîâ)9.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BB1. Ïåðïåíäè-êóëÿð èç B1 íà BC ïåðåñåêàåò äóãó BC îïèñàííîé îêðóæíîñòèòðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå K. Ïåðïåíäèêóëÿð èç B íà AK ïå-ðåñåêàåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå ÷òî òî÷êè K, L è ñåðåäèíàäóãè AC (íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.(Â. Àñòàõîâ)10 êëàññ10.1. �ðàíè êóáà 9×9×9 ðàçáèòû íà åäèíè÷íûå êëåòêè. Êóá îêëååíáåç íàëîæåíèé áóìàæíûìè ïîëîñêàìè 2 × 1 (ñòîðîíû ïîëîñîêèäóò ïî ñòîðîíàì êëåòîê). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñîãíóòûõ ïîëî-ñîê íå÷åòíî. (À. Ïîëÿíñêèé)10.2. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an−1x+an. Ïîëîæèì
m = min{a0, a0+a1, . . . , a0+a1+. . .+an}. Äîêàæèòå, ÷òî P (x) >

> mxn ïðè x > 1. (À. Õðàáðîâ)10.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BB1. Ïåðïåíäè-êóëÿð èç B1 íà BC ïåðåñåêàåò äóãó BC îïèñàííîé îêðóæíîñòèòðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå K. Ïåðïåíäèêóëÿð èç B íà AK ïå-ðåñåêàåò AC â òî÷êå L. Äîêàæèòå ÷òî òî÷êè K, L è ñåðåäèíàäóãè AC (íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.(Â. Àñòàõîâ)10.4. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé �îêóñ.4

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüíûõ òðåóãîëüíèêàõ ALT è BSK èìååì ∠SBK = ∠LAT = α êàêîïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó � �

KC; ïîýòîìó ∠B1LB = ∠ALT =
= 90◦ − α = ∠BKS = ∠BKB1, ò. å. òî÷êè B, B1, L, K ëå-æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà ∠BB1K = ∠BLK = β,è èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ BB1S è KLT ïîëó÷àåì
∠AKL = ∠TKL = 90◦ − β = ∠B1BS = 1

2 ∠ABC = 1
2 ∠AKC,÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî KL ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó � �

AC.10 êëàññ10.1. Ïîêðàñèì êëåòêè êàæäîé ãðàíè êóáà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå òàê,÷òîáû óãëîâûå êëåòêè áûëè ÷åðíûìè. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ãðàíüñîäåðæèò 41 ÷åðíóþ è 40 áåëûõ êëåòîê. Çàìåòèì, ÷òî âñå ñîãíó-òûå ïîëîñêè áóäóò îäíîöâåòíûìè, à âñå îñòàëüíûå � íåò. Òàêêàê êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòîê íà 6 áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî áå-ëûõ, òî ÷èñëî ÷åðíûõ ñîãíóòûõ ïîëîñîê íà 3 áîëüøå, ÷åì ÷èñëîáåëûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè, è èõ ñóììàíå÷åòíà.10.2. Ïîñêîëüêó a0 +a1 + . . .+ak > m, âñå ñóììû âèäà −m+a0 +a1 +
+ . . . + ak íåîòðèöàòåëüíû. Ïîýòîìó ïðè x > 1 èìååì öåïî÷êóíåðàâåíñòâ
P (x)−mxn = (−m+a0)(x

n−xn−1)+(−m+a0+a1)(x
n−1−xn−2)+

+ . . . + (−m + a0 + . . . + an−1)(x − 1) + (−m + a0 + . . . + an) > 0,òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå íåîòðèöàòåëüíî.10.3. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.4.10.4. Îòâåò. Ïðè N = 101.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàêîì-òî çíà÷åíèè N �îêóñ óäàñòñÿ.Òîãäà ïî êàæäîìó âàðèàíòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äâóìÿ çàêðû-òûìè öè�ðàìè (ïóñòü èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî k1) �îêóñíèê ìîæåòâîññòàíîâèòü èñõîäíóþ; çíà÷èò, êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäâóìÿ çàêðûòûìè öè�ðàìè �îêóñíèê îäíîçíà÷íî ìîæåò ïîñòà-âèòü â ñîîòâåòñòâèå âîññòàíîâëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç Nöè�ð (ïóñòü èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî k2). Ñëåäîâàòåëüíî, k1 > k2.Îòìåòèì, ÷òî k1 = (N − 1) · 10N−2 (åñòü N − 1 âàðèàíò âû÷åðê-9



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâäðîáåé ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè ðîâíî 50, è ÷èñëî a íå ÿâ-ëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì íè îäíîé èç íèõ. Ïîýòîìó ñðåäè ÷èñëèòåëåéòàêèõ äðîáåé íå áîëüøå 49 èìåþò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è a.Ïîìåíÿåì òåïåðü ìåñòàìè ÷èñëèòåëè a è b. Ñäåëàåì ýòî âäâà ïðèåìà: ñíà÷àëà ïîìåíÿåì ÷èñëèòåëü ó äðîáè ñî çíàìåíàòå-ëåì 2 (ñóììà èçìåíèëàñü íà íå÷åòíîå ÷èñëî a − b ïîëîâèíîê è,çíà÷èò, ïðåâðàòèëàñü â öåëîå ÷èñëî), à çàòåì � ÷èñëèòåëü äðî-áè ñî çíàìåíàòåëåì c (ñóììà èçìåíèëàñü íà äðîáü ñ íå÷åòíûìçíàìåíàòåëåì, ò. å. ñòàëà äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì).9.3. Îòâåò. Ïðè íå÷åòíûõ n âûèãðûâàåò âòîðîé, ïðè ÷åòíûõ n �ïåðâûé.Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí ïî îäíó ñòîðîíó îò ëþáîé äèàãî-íàëè ÷åòíî, à ïî äðóãóþ � íå÷åòíî. Ïîýòîìó ëþáóþ äèàãîíàëüïåðåñåêàåò ÷åòíîå ÷èñëî äðóãèõ äèàãîíàëåé (2n + 1)-óãîëüíèêà.Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò èãðû íåâîçìîæíî ñäåëàòü õîä,òîãäà êàæäàÿ íåïðîâåäåííàÿ äèàãîíàëü ïåðåñåêàåò íå÷åòíîå÷èñëî óæå ïðîâåäåííûõ. Òàê êàê ëþáàÿ äèàãîíàëü ïåðåñåêà-åò ÷åòíîå ÷èñëî äèàãîíàëåé, òî êàæäàÿ íåïðîâåäåííàÿ äèàãî-íàëü ïåðåñåêàåò òàêæå íå÷åòíîå ÷èñëî íåïðîâåäåííûõ äèàãîíà-ëåé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðîâåäåí-íûõ äèàãîíàëåé ÷åòíîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñ÷èòàåì äëÿêàæäîé íåïðîâåäåííîé äèàãîíàëè ÷èñëî íåïðîâåäåííûõ äèàãî-íàëåé, ïåðåñåêàþùèõ åå. Â ýòîé ñóììå êàæäàÿ ïàðà ïåðåñåêàþ-ùèõñÿ äèàãîíàëåé ó÷òåíà äâà ðàçà, ïîýòîìó ñóììà ÷åòíà, à âñååå ñëàãàåìûå íå÷åòíû. Çíà÷èò, èõ ÷åòíîå ÷èñëî.
A

B

CB1

K

L

T S�èñ. 3

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáùåå êî-ëè÷åñòâî äèàãîíàëåé â ìíîãîóãîëü-íèêå íå÷åòíî, òî âûèãðûâàåò ïåð-âûé, à åñëè ÷åòíî � òî âûèãðûâàåòâòîðîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â (2n+1)-óãîëüíèêå ÷èñëî äèàãîíàëåé íå÷åò-íî ïðè ÷åòíîì n (òîãäà âûèãðûâà-åò âòîðîé) è ÷åòíî ïðè íå÷åòíîì n(òîãäà âûèãðûâàåò ïåðâûé).9.4. Ïóñòü S è T � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç B1è B ñîîòâåòñòâåííî íà BC è AK (ñì. ðèñ. 3). Â ïðÿìîóãîëü-8

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÇðèòåëü ïèøåò íà äîñêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç N öè�ð. Ïîìîù-íèê �îêóñíèêà çàêðûâàåò äâå ñîñåäíèõ öè�ðû ÷åðíûì êðóæ-êîì. Çàòåì âõîäèò �îêóñíèê. Åãî çàäà÷à � îòãàäàòü îáå çàêðû-òûå öè�ðû (è ïîðÿäîê, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû). Ïðè êà-êîì íàèìåíüøåì N �îêóñíèê ìîæåò äîãîâîðèòüñÿ ñ ïîìîùíè-êîì òàê, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?(Ê. Êíîï, Î. Ëåîíòüåâà)11 êëàññ11.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè k > 10 â ïðîèçâåäåíèè
f(x) = cos x cos 2x cos 3x . . . cos 2kxìîæíî çàìåíèòü îäèí cos íà sin òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ �óíê-öèÿ f1(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x íåðà-âåíñòâó |f1(x)| 6 3

2k+1

. (Í. Àãàõàíîâ)11.2. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC,

AC, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê AA1 âòî-ðè÷íî ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå Q. Ïðÿìàÿ ℓïàðàëëåëüíà BC è ïðîõîäèò ÷åðåç A. Ïðÿìûå A1C1 è A1B1ïåðåñåêàþò ℓ â òî÷êàõ P è R ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

∠PQR = ∠B1QC1. (À. Ïîëÿíñêèé)11.3. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé �îêóñ.Çðèòåëü ïèøåò íà äîñêå N -çíà÷íîå ÷èñëî. Ïîìîùíèê �îêóñíèêàçàêðûâàåò äâå ñîñåäíèõ öè�ðû ÷åðíûì êðóæêîì. Çàòåì âõîäèò�îêóñíèê. Åãî çàäà÷à � îòãàäàòü îáå çàêðûòûå öè�ðû (è ïî-ðÿäîê, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû). Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì N�îêóñíèê ìîæåò äîãîâîðèòüñÿ ñ ïîìîùíèêîì òàê, ÷òîáû �îêóñãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ? (Ê. Êíîï, Î. Ëåîíòüåâà)11.4. Â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ïåðâûé ÷ëåí x1 � ðà-öèîíàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, è xn+1 = xn + 1
[xn]

ïðè âñåõ íàòó-ðàëüíûõ n. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü öåëîå÷èñëî. (À. �îëîâàíîâ)
5



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ�åøåíèÿ çàäà÷8 êëàññ8.1. Òàê êàê (b − c) + (c − a) + (a − b) = 0, òî îäíî èç ñëàãàåìûõíåïîëîæèòåëüíî; ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî b− c. Òîãäà äèñ-êðèìèíàíò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (a− b)2 − 4(b− c) > 0, òî åñòü îíîèìååò ðåøåíèå.8.2. �àçäåëèì òàáëèöó âåðòèêàëüíîé ëèíèåé m ïîïîëàì. Â îäíîé èçïîëîâèí, íàïðèìåð â ïðàâîé, îêàæåòñÿ íå áîëåå 25 ÷åòíûõ ÷èñåë.Òàêîå æå êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë îêàæåòñÿ â ëåâîé ïîëîâèíå.Ìåíÿÿ ìåñòàìè ïàðû òàêèõ ÷èñåë ðàçíîé ÷åòíîñòè, íå áîëåå ÷åìçà 25 îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó, ó êîòîðîé â ïðàâîéïîëîâèíå âñå ÷èñëà � íå÷åòíûå, à â ëåâîé � ÷åòíûå. Ñóììà÷èñåë â êàæäîé ïàðå ñîñåäíèõ êëåòîê â êàæäîé èç ïîëîâèí �÷åòíîå (è áîëüøåå 2), à ïîòîìó ñîñòàâíîå ÷èñëî.Ïðîñòûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ òîëüêî ñóììû ÷èñåë â ñîñåäíèõêëåòêàõ lj è rj èç ðàçíûõ ïîëîâèí, ïðèìûêàþùèõ ê ëèíèè m.Áóäåì òåïåðü ìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëà òîëüêî èç ïðàâîé ïîëîâèíûòàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â ïàðàõ êëåòîê (lj , rj) (j = 1, 2, . . . , 10)ñòàëè äåëèòüñÿ íà òðè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê â ïðàâîé ïî-ëîâèíå íå ìåíåå, ÷åì ïî 16 ÷èñåë äàþò îñòàòêè 0, 1 è 2 ïðè äåëå-íèè íà òðè, à äëÿ òðåáóåìîé ïåðåñòàíîâêè ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿíå áîëåå, ÷åì ïî 10 ÷èñåë, äàþùèõ ýòè îñòàòêè. Ïîëó÷åííàÿ íåáîëåå ÷åì çà 25 + 10 = 35 îïåðàöèé òàáëèöà � èñêîìàÿ.
A D

B C

P Q

R

M�èñ. 1

8.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R òî÷êó ïåðåñå÷å-íèÿ PB, QC è AM (ñì. ðèñ. 1). Çà-ìåòèì, ÷òî PM ‖ AC, MQ ‖ BD,ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêè PMCAè QMBD � ïàðàëëåëîãðàììû. Çíà-÷èò, MC = PA, BM = DQ è PQ =
= PA + AD + DQ = MC + AD +
+ BM = 2BC. Òàê êàê BC ‖ PQ è BC = 1

2 PQ, òî BC � ñðåä-íÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà PRQ. Çíà÷èò, è BM � ñðåäíÿÿ ëèíèÿòðåóãîëüíèêà ARP . Òîãäà MC = PA = 2BM .6

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü
C

B
X

(A)�èñ. 28.4. Ïðèâåäåì îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâäîãîâîðåííîñòè.�àññìîòðèì 2007 äóã, íà êîòîðûåðàçáèëè îêðóæíîñòü îòìå÷åííûå òî÷êè.Ïóñòü � �

AB � íàèáîëüøàÿ èç íèõ (åñëè èõíåñêîëüêî, òî âîçüìåì ëþáóþ), è ïóñòü ýòà äóãà ëåæèò ïî ÷àñî-âîé ñòðåëêå îò òî÷êè A (è ïðîòèâ ÷àñîâîé � îò òî÷êè B). Òîãäàïîìîùíèê äîëæåí ñòåðåòü òî÷êó A.Ïîêàæåì, ÷òî �îêóñíèê ñìîæåò óêàçàòü ïîëóîêðóæíîñòü,íà êîòîðîé íàõîäèëàñü ñòåðòàÿ òî÷êà. Âîéäÿ â êîìíàòó, îí óâè-äèò îêðóæíîñòü, ðàçáèòóþ íà 2006 äóã. ßñíî, ÷òî ñòåðòàÿ òî÷êàáóäåò íàõîäèòüñÿ íà íàèáîëüøåé èç äóã (îíà óæå åäèíñòâåííà,òàê êàê íàèáîëüøàÿ äóãà ïîñëå ñòèðàíèÿ åå êîíöà óâåëè÷èëàñü).Áîëåå òîãî, åñëè ñåé÷àñ íàèáîëüøàÿ äóãà � � �

CB (è îíà íàõîäèòñÿïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò C), òî � �

AB >
� �

CA (ñì. ðèñ. 2). Ïîýòîìó,åñëè X � ñåðåäèíà � �

CB, òî A ëåæèò íà � �

CX. Ïîýòîìó �îêóñ-íèê ìîæåò âûäåëèòü ïîëóîêðóæíîñòü, íàõîäÿùóþñÿ ïî ÷àñîâîéñòðåëêå îò C (îíà ñîäåðæèò � �

CX).9 êëàññ9.1. Åñëè êàêîé-òî èç òðåõ÷ëåíîâ f(x) èëè g(x) (ñêàæåì, f(x)) íåèìååò êîðíåé, òî f(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x, ïîýòîìó è f(f(x)) > 0äëÿ ëþáîãî x, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü îáà òðåõ÷ëåíàèìåþò êîðíè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìè-íèìàëüíîå çíà÷åíèå f(x) íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-íèÿ g(x). Èç óñëîâèÿ íà ìíîãî÷ëåí g(f(x)) ñëåäóåò, ÷òî ìèíè-ìàëüíîå çíà÷åíèå f(x) áîëüøå ëþáîãî êîðíÿ g(x) (äåéñòâèòåëü-íî, åñëè g(a) = 0 è â íåêîòîðîé òî÷êå f(x1) 6 a, òî íàéäåòñÿ x2òàêîå, ÷òî f(x2) = a; òîãäà g(f(x2)) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî). Òîãäàè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå g(x) áîëüøå ëþáîãî êîðíÿ g(x). Ïîýòî-ìó óðàâíåíèå g(g(x)) = 0 íå ìîæåò èìåòü âåùåñòâåííûõ êîðíåé.9.2. Ïóñòü âíà÷àëå â ñóììó âõîäèëà äðîáü a/2. Äîêàæåì, ÷òî â èñ-õîäíîé ñóììå íàéäåòñÿ òàêàÿ äðîáü b/c ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòå-ëåì c, ÷òî ÷èñëà a è b èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,7


