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XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíàìè ÷èñëî ðåáåð áîëüøå 2k − 2, òî òðåáóåìàÿ ïîêðàñêà íåâîç-ìîæíà. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî è óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óòâåð-æäåíèþ çàäà÷è.
18

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÓñëîâèÿ çàäà÷8 êëàññ8.5. Îò Ìàéêîïà äî Áåëîðå÷åíñêà 24 êì. Òðè äðóãà äîëæíû äî-áðàòüñÿ: äâîå èç Ìàéêîïà â Áåëîðå÷åíñê, à òðåòèé � èç Áåëî-ðå÷åíñêà â Ìàéêîï. Ó íèõ åñòü îäèí âåëîñèïåä, ïåðâîíà÷àëüíîíàõîäÿùèéñÿ â Ìàéêîïå. Êàæäûé èç äðóçåé ìîæåò èäòè (ñî ñêî-ðîñòüþ íå áîëåå 6 êì/÷àñ) è åõàòü íà âåëîñèïåäå (ñî ñêîðîñòüþíå áîëåå 18 êì/÷àñ). Îñòàâëÿòü âåëîñèïåä áåç ïðèñìîòðà íåëüçÿ.Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç 2 ÷àñà 40 ìèíóò âñå òðîå äðóçåé ìîãóò îêà-çàòüñÿ â ïóíêòàõ íàçíà÷åíèÿ. Åõàòü íà âåëîñèïåäå âäâîåì íåëü-çÿ. (Ôîëüêëîð)8.6. ×åðåç òî÷êó I ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC ïðî-âåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû AB è BC â òî÷êàõ Mè N ñîîòâåòñòâåííî. Òðåóãîëüíèê BMN îêàçàëñÿ îñòðîóãîëü-íûì. Íà ñòîðîíå AC âûáðàíû òî÷êè K è L òàê, ÷òî ∠ILA =
= ∠IMB, ∠IKC = ∠INB. Äîêàæèòå, ÷òî AM + KL + CN =
= AC. (Ñ. Áåðëîâ)8.7. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 3 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n? (n-âîïðîñèàë) ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n. �å-øèòå óðàâíåíèå n? = 2n + 16. (Â. Ñåíäåðîâ)8.8. Â òàáëèöå 10 × 10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 100: â ïåðâîéñòðî÷êå � îò 1 äî 10 ñëåâà íàïðàâî, âî âòîðîé � îò 11 äî 20ñëåâà íàïðàâî è ò. ä. Àíäðåé ñîáèðàåòñÿ ðàçðåçàòü òàáëèöó íàïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2, ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîìïðÿìîóãîëüíèêå è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå 50 ÷èñåë. Îí ñòðåìèòñÿïîëó÷èòü êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñóììó. Êàê åìó ñëåäóåò ðàçðåçàòüêâàäðàò? (À. Áàäçÿí)9 êëàññ9.5. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïî äâàðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòü ïî îäíîìó3



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ ÷èñëà â ëþáûõäâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè. (Ô. Ïåòðîâ)9.6. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè M è N � ñåðåäè-íû ñòîðîí AB è BC ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà H � îñíîâàíèå âû-ñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðå-óãîëüíèêîâ AHN è CHM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P (P 6= H). Äî-êàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PH ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà MN .(Â. Ôèëèìîíîâ)9.7. Â òàáëèöå 10 × 10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 100: â ïåðâîéñòðî÷êå � îò 1 äî 10 ñëåâà íàïðàâî, âî âòîðîé � îò 11 äî 20ñëåâà íàïðàâî è ò. ä. Àíäðåé ñîáèðàåòñÿ ðàçðåçàòü òàáëèöó íàïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2, ïîñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîìïðÿìîóãîëüíèêå è ñëîæèòü ïîëó÷åííûå 50 ÷èñåë. Îí ñòðåìèòñÿïîëó÷èòü êàê ìîæíî ìåíüøóþ ñóììó. Êàê åìó ñëåäóåò ðàçðåçàòüêâàäðàò? (À. Áàäçÿí)9.8. Äèìà ïîñ÷èòàë �àêòîðèàëû âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 80äî 99, íàøåë ÷èñëà, îáðàòíûå ê íèì, è íàïå÷àòàë ïîëó÷èâ-øèåñÿ äåñÿòè÷íûå äðîáè íà 20 áåñêîíå÷íûõ ëåíòî÷êàõ (íà-ïðèìåð, íà ïîñëåäíåé ëåíòî÷êå áûëî íàïå÷àòàíî ÷èñëî 1
99! =

= 0,00 . . . 00
︸ ︷︷ ︸155 íóëåé10715 . . .). Ñàøà õî÷åò âûðåçàòü èç îäíîé ëåíòî÷êèêóñîê, íà êîòîðîì çàïèñàíî N öè�ð ïîäðÿä è íåò çàïÿòîé. Ïðèêàêîì íàèáîëüøåì N îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû Äèìàíå ñìîã îïðåäåëèòü ïî ýòîìó êóñêó, êàêóþ ëåíòî÷êó èñïîðòèëÑàøà? (À. �îëîâàíîâ)10 êëàññ10.5. Äàí íàáîð èç n > 2 âåêòîðîâ. Íàçîâåì âåêòîð íàáîðà äëèííûì,åñëè åãî äëèíà íå ìåíüøå äëèíû ñóììû îñòàëüíûõ âåêòîðîâíàáîðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé âåêòîð íàáîðà � äëèííûé,òî ñóììà âñåõ âåêòîðîâ íàáîðà ðàâíà íóëþ. (Í. Àãàõàíîâ)10.6. Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïóñòü

PQ è RS � îòðåçêè îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòèì îêðóæ-íîñòÿì (òî÷êè P è R ëåæàò íà ω1, òî÷êè Q è S � íà ω2). Îêàçà-4

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüïðèíàäëåæàò êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó. Åñëè æå âåðøèíû b è cïðèíàäëåæàò êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó A1, à âåðøèíû c è d �êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó A2, òî A1 ∪ A2 � òîæå êðèòè÷åñêîå(èáî c ∈ A1 ∩A2). Íî òîãäà, äîáàâèâ ê ýòîìó ìíîæåñòâó âåðøè-íó a, ìû äîáàâèì ê åãî âíóòðåííèì ðåáðàì òðè ðåáðà; ñëåäîâà-òåëüíî, ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïî-äðóãîìó (áåçèñïîëüçîâàíèÿ ëåììû) çàâåðøèòü ðåøåíèå çàäà÷è. Òàê æå, êàêè â ïåðâîì ðåøåíèè, ðàññìîòðèì âåðøèíó a ñòåïåíè 3 è êðèòè-÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî V , ñîäåðæàùåå äâóõ åå ñîñåäåé, íî íå ååñàìó.Âûêèíåì èç íàøåãî ãðà�à G âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà V èäîáàâèì íîâóþ âåðøèíó v, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ðåáðà, ñîåäèíÿ-þùåãî âåðøèíó V ñ âåðøèíîé íå èç V , ñîåäèíèì v ñ ýòîé âíåø-íåé âåðøèíîé (ñì. ðèñ. 9). (Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâà-íèåì ïîäãðà�à V .) Ïîêàæåì, ÷òî íîâûé ãðà� G′ òàêæå óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî D èç dåãî âåðøèí. Åñëè ñðåäè v /∈ D, òî ÷èñëî ðåáåð ìåæäó íèìè òàêîåæå, êàê áûëî â ãðà�å G, ò. å. íå áîëüøå 2d−2. Åñëè æå v ∈ D, òîðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D ∪ V \ {v} èç (d + k − 1) âåðøèí ãðà�à

G; ñðåäè íèõ íå áîëüøå 2d + 2k − 4 ðåáåð, èç íèõ ðîâíî 2k − 2ðåáåð ìåæäó âåðøèíàìè V ; çíà÷èò, îñòàëüíûõ ðåáåð íå áîëüøå

2d − 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.�åáðà ãðà�à íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà V ìîæíî ïîêðàñèòüòðåáóåìûì îáðàçîì; ïîêðàñèì òàêæå òàêèì îáðàçîì ðåáðà G′ (âîáîèõ ïîëó÷åííûõ ãðà�àõ ìåíüøå, ÷åì ïî n âåðøèí!). Â ãðà�å Gêàæäîå ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó â îäíîì èç äâóõ ãðà�îâ � G′èëè V . Ïîêðàñèì ýòî ðåáðî òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùåå åìóðåáðî â ýòèõ ãðà�àõ. Ïîêàæåì, ÷òî íå ïîÿâèëîñü îäíîöâåòíûõöèêëîâ. Ïóñòü ýòî íå òàê. ßñíî, ÷òî êàæäûé öèêë ïðîõîäèò êàêïî âåðøèíàì ìíîæåñòâà V , òàê è ïî äðóãèì âåðøèíàì. Ïîýòî-ìó ìîæíî âûéòè ïî ðåáðó èç âåðøèíû ìíîæåñòâà V , ïðîéòèïî íåñêîëüêèì (áîëüøå îäíîãî!) îäíîöâåòíûì ðåáðàì è âïåðâûåïðèäòè ñíîâà â âåðøèíó ìíîæåñòâà V . Ýòî ñíîâà îçíà÷àåò íà-ëè÷èå öèêëà â íîâîì ãðà�å � ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìåæäó êàêèìè-òî k âåðøè-17



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÇàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû ìíîæåñòâî Còàêæå áóäåò êðèòè÷åñêèì.Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. �àñ-ñìîòðèì ãðà� ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí n, äëÿ êîòîðîãîóòâåðæäåíèå çàäà÷è íå âûïîëíÿåòñÿ. �àññìîòðèì âñå åãî âåð-øèíû. ×èñëî ðåáåð ìåæäó íèìè íå áîëüøå 2n− 2. Åñëè ñòåïåíüêàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå 4, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáåð íåìåíüøå 4 ·n/2 = 2n > 2n− 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íàéäåòñÿâåðøèíà a ñòåïåíè íå áîëüøå 3. Åñëè åå ñòåïåíü ìåíüøå 3, òîâûêèíåì åå; ðåáðà îñòàâøåãîñÿ ãðà�à ìîæíî ïîêðàñèòü òðåáóå-ìûì îáðàçîì, òàê êàê îí, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ïî-êðàñèâ ïîñëå ýòîãî ðåáðà èç âåðøèíû a â ðàçíûå öâåòà, ìû, î÷å-âèäíî, íå îáðàçóåì îäíîöâåòíûõ öèêëîâ, è òðåáóåìàÿ ðàñêðàñêàïîëó÷åíà.Èòàê, ñòåïåíü a ðàâíà 3, è îíà ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè b,

c, d. Âñå òðè âåðøèíû b, c, d íå ìîãóò ñîâïàäàòü, òàê êàê èíà÷åìåæäó 2 âåðøèíàìè a è b áûëî áû áîëüøå 2 · 2 − 2 ðåáåð, ÷òîíåâîçìîæíî. Òîãäà ñðåäè b, c è d åñòü âåðøèíà, îòëè÷íàÿ îòîáåèõ îñòàëüíûõ � ïóñòü ýòî âåðøèíà c.

a

b

c d
−→ b

c d
−→�èñ. 8 �èñ. 9Âûáðîñèì èç ãðà�à âåðøèíó a. Åñëè â îñòàâøåìñÿ ãðà�å ïà-ðà âåðøèí b è c íå ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî íèêàêîìó êðèòè-÷åñêîìó ïîäìíîæåñòâó, òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ ¾�èêòèâíîãî¿ ðåá-ðà (b, c) ìû ïîëó÷èì ãðà�, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è,÷èñëî âåðøèí â êîòîðîì ìåíüøå, ÷åì â íàøåì (ñì. ðèñ. 8). Ïî-êðàñèì åãî ðåáðà òðåáóåìûì îáðàçîì, ïîòîì óäàëèì äîáàâëåí-íîå ðåáðî, âåðíåì âåðøèíó a, è ïîêðàñèì ðåáðà (a, b) è (a, c)â öâåò ¾�èêòèâíîãî¿ ðåáðà, à ðåáðî (a, d) â äðóãîé. Î÷åâèäíî,îäíîöâåòíûõ öèêëîâ íå ïîÿâèòñÿ.Àíàëîãè÷íî ìîæåì ïîñòóïèòü, åñëè c è d îäíîâðåìåííî íå16

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüëîñü, ÷òî RB ‖ PQ. Ëó÷ RB âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω2 â òî÷êå W .Íàéäèòå îòíîøåíèå RB/BW . (Ñ. Áåðëîâ)10.7. Ó âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà îäíà âåðøèíà A èìååò ñòåïåíü 5, àâñå îñòàëüíûå � ñòåïåíü 3 (ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ êîëè-÷åñòâî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð). Íàçîâåì ðàñêðàñêó ðåáåð ìíî-ãîãðàííèêà â ñèíèé, êðàñíûé è ëèëîâûé öâåòà õîðîøåé, åñëè äëÿëþáîé âåðøèíû ñòåïåíè 3 âñå âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà ïîêðàøå-íû â ðàçíûå öâåòà. Îêàçàëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðà-ñîê íå äåëèòñÿ íà 5. Äîêàæèòå, ÷òî â îäíîé èç õîðîøèõ ðàñ-êðàñîê êàêèå-òî òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåáðà, âûõîäÿùèå èç A,ïîêðàøåíû â îäèí öâåò. (Ä. Êàðïîâ)10.8. Äèìà ïîñ÷èòàë �àêòîðèàëû âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 80äî 99, íàøåë ÷èñëà, îáðàòíûå ê íèì, è íàïå÷àòàë ïîëó÷èâ-øèåñÿ äåñÿòè÷íûå äðîáè íà 20 áåñêîíå÷íûõ ëåíòî÷êàõ (íà-ïðèìåð, íà ïîñëåäíåé ëåíòî÷êå áûëî íàïå÷àòàíî ÷èñëî 1
99! =

= 0,00 . . . 00
︸ ︷︷ ︸155 íóëåé10715 . . .). Ñàøà õî÷åò âûðåçàòü èç îäíîé ëåíòî÷êèêóñîê, íà êîòîðîì çàïèñàíî N öè�ð ïîäðÿä è íåò çàïÿòîé. Ïðèêàêîì íàèáîëüøåì N îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû Äèìàíå ñìîã îïðåäåëèòü ïî ýòîìó êóñêó, êàêóþ ëåíòî÷êó èñïîðòèëÑàøà? (À. �îëîâàíîâ)11 êëàññ11.5. Â êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà íàïèñàíî ïî äâàðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòü ïî îäíîìó÷èñëó â êàæäîé âåðøèíå òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ ÷èñëà â ëþáûõäâóõ ñîñåäíèõ âåðøèíàõ áûëè ðàçëè÷íûìè. (Ô. Ïåòðîâ)11.6. Ñóùåñòâóþò ëè íåíóëåâûå ÷èñëà a, b, c òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì

n > 3 ìîæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí âèäà Pn(x) = xn+. . .+ax2+bx+c,èìåþùèé ðîâíî n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) öåëûõ êîðíåé?(Í. Àãàõàíîâ, È. Áîãäàíîâ)11.7. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ëåøà õî÷åò âûáðàòü äâà åå ñêðå-ùèâàþùèõñÿ ðåáðà è íà íèõ, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîèòü øà-ðû. Âñåãäà ëè îí ìîæåò âûáðàòü òàêóþ ïàðó, ÷òî ëþáàÿ òî÷êàïèðàìèäû ëåæèò õîòÿ áû â îäíîì èç ýòèõ øàðîâ? (À. Çàñëàâñêèé)5



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11.8. Â ñòðàíå åñòü N ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû èç íèõ ñîåäèíåíû áåñ-ïîñàäî÷íûìè äâóñòîðîííèìè àâèàëèíèÿìè. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿëþáîãî k (2 6 k 6 N) ïðè ëþáîì âûáîðå k ãîðîäîâ êîëè÷åñòâîàâèàëèíèé ìåæäó ýòèìè ãîðîäàìè íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 2k−2.Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâèàëèíèè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äâó-ìÿ àâèàêîìïàíèÿìè òàê, ÷òî íå áóäåò çàìêíóòîãî àâèàìàðøðó-òà, â êîòîðîì âñå àâèàëèíèè ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïàíèè.(È. Áîãäàíîâ, �. ×åëíîêîâ)

6

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
BA1 è CD1 ïåðåêðûâàþòñÿ, à çíà÷èò, îíè ïîêðûâàþò âåñü îò-ðåçîê BC. Íî íàøè øàðû êàê ðàç ïîêðûâàþò îáà ýòèõ îòðåçêà.

A

B C

D

A1

D1�èñ. 7

Ïîñêîëüêó øàðû ïîêðûâàþò âñåðåáðà, òî îíè ïîêðûâàþò è âñå ãðà-íè. Ïóñòü òåïåðü êàêàÿ-òî òî÷êà Xòåòðàýäðà íå ïîêðûòà øàðàìè. Òî-ãäà èç íåå ìîæíî âûïóñòèòü ëó÷,íå èìåþùèé îáùèõ òî÷åê ñ øàðà-ìè. Îäíàêî îí ïåðåñå÷åò ïîâåðõ-íîñòü â òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé îäíî-ìó èç øàðîâ � ïðîòèâîðå÷èå.11.8. Ïåðâîå ðåøåíèå. �àññìîòðèìãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî � ýòî ãîðîäà, à ðåáðà � àâèàëèíèè.Îáîáùèì çàäà÷ó � ðàçðåøèì ãðà�ó èìåòü êðàòíûå ðåáðà.Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà, ñêàæåì, èç k âåðøèí, êîëè÷åñòâîðåáåð ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäèò 2k − 2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,÷òî ìîæíî ïîêðàñèòü ðåáðà ãðà�à â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû íåáûëî îäíîöâåòíûõ öèêëîâ.Íàçîâåì íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A âåðøèí ãðà�à êðèòè÷å-ñêèì, åñëè êîëè÷åñòâî ðåáåð ãðà�à ìåæäó âåðøèíàìè ìíîæå-ñòâà A � ðîâíî 2|A| − 2.Ëåììà. Åñëè A è B � êðèòè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà, ïðè-÷åì A ∩ B 6= ∅, òî A ∪ B � òîæå êðèòè÷åñêîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = A ∩ B, D = A ∪ B è D � íåêðèòè÷åñêîå. Ïóñòü |A| = a, |B| = b, |C| = c, |D| = d = a + b − c.Òàê êàê êîëè÷åñòâî ðåáåð â A ðàâíî 2a − 2, à êîëè÷åñòâî ðåáåðâ D ìåíüøå, ÷åì 2d− 2, òî ÷èñëî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíûèç D, ó êîòîðûõ íå îáà êîíöà ëåæàò â A, ìåíüøå (2d−2)− (2a−
−2) = 2(d−a) = 2(b−c). Â ÷àñòíîñòè, â ÷èñëî ýòèõ ðåáåð âõîäÿòâñå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû B, íå îáå èç êîòîðûõ ëåæàòâ C. Ïîýòîìó èõ ÷èñëî òàêæå ìåíüøå 2(b−c), à ÷èñëî îñòàëüíûõðåáåð ñðåäè âåðøèí B � áîëüøå (2b − 2) − 2(b − c) = 2c − 2.Íî ýòî â òî÷íîñòè ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ìíîæåñòâà C;çíà÷èò, C íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è � ïðîòèâîðå÷èå.Ëåììà äîêàçàíà. 15



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.5. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.5.11.6. Îòâåò. Íå ñóùåñòâóþò.Ïóñòü òàêèå ÷èñëà a, b, c íàøëèñü. Òîãäà îíè öåëûå â ñèëóòåîðåìû Âèåòà; êðîìå òîãî, ïðè êàæäîì n > 3 îäíî èç ÷èñåë cèëè −c ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Pn(x),ò. å. ïðîèçâåäåíèåì n öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ïîñòðîåííîãîìíîãî÷ëåíà Pn(x) ðàññìîòðèì âñå åãî êîðíè, îòëè÷íûå îò ±1; èõïðîèçâåäåíèå ðàâíî ±c. Ó ÷èñåë c è −c êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëî-æåíèé íà ìíîæèòåëè, îòëè÷íûå ïî ìîäóëþ îò åäèíèöû; çíà÷èò,êàêîå-òî èç òàêèõ ðàçëîæåíèé âñòðåòèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñ òàêèì ðàçëîæå-íèåì. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî äîïîëíèòåëüíûìèêîðíÿìè, ðàâíûìè +1 è −1.�àññìîòðèì äâà òàêèõ ìíîãî÷ëåíà Pm(x) è Pk(x) ñòåïåíåé

m > k. Èç òåîðåìû Âèåòà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ÷èñåë, îáðàòíûõê êîðíÿì êàæäîãî èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ðàâíà −b/c. Ýòè ñóììûðàçëè÷àþòñÿ ëèøü íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ âèäà 1 è −1;ÿñíî, ÷òî ó Pm ïî ñðàâíåíèþ ñ Pk äîáàâèëèñü ðàâíûå êîëè÷åñòâàòàêèõ êîðíåé, ò. å.

Pm(x) = Pk(x)(x − 1)d(x + 1)d = Pk(x)(x2 − 1)d. (2)Çàìåòèì, ÷òî (x2 − 1)d = x2d − . . . + (−1)d−1dx2 + (−1)d. Òî-ãäà, ñðàâíèâ ñâîáîäíûå ÷ëåíû è êîý��èöèåíòû ïðè x2 â ëåâîéè ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷àåì c = c · (−1)d (îòêóäà d÷åòíî) è a = a · (−1)d + c · (−1)d−1d = a − cd; ïîñëåäíåå íåâîç-ìîæíî, òàê êàê cd 6= 0. Ïðîòèâîðå÷èå.11.7. Ïóñòü äàíà ïèðàìèäà ABCD. Âûáåðåì ïàðó åå ñêðåùèâàþùèõ-ñÿ ðåáåð ñ íàèáîëüøåé ñóììîé êâàäðàòîâ � ïóñòü ýòî AB è CD.Ïîêàæåì, ÷òî øàðû ñ äèàìåòðàìè AB è CD ïîêðûâàþò êàæäîåðåáðî ïèðàìèäû. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ ðåáðà
BC. �àññìîòðèì îñíîâàíèÿ A1 è D1 ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåí-íûõ ñîîòâåòñòâåííî èç A è D íà BC. Òîãäà AB2+CD2 = AA2

1 +
+BA2

1 +DD2
1 +CD2

1 > AC2 +BD2 = AA2
1 +CA2

1 +DD2
1 +BD2

1,îòêóäà BA2
1 + CD2

1 > CA2
1 + BD2

1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçêè14

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü�åøåíèÿ çàäà÷8 êëàññ
2 3

3 1

1
3

2

М Б�èñ. 18.5. Â òå÷åíèå 24 : (18 + 6) = 1 ÷à-ñà âñå äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóãäðóãó (ïåðâûé � íà âåëîñèïåäå),ïðè ýòîì ïåðâûé è òðåòèé äðó-çüÿ âñòðåòÿòñÿ è ïåðâûé ïåðåäàñò âåëîñèïåä òðåòüåìó. Â ýòîòìîìåíò âòîðîé, ïðîøåäøèé 6 êì, äîëæåí îñòàíîâèòüñÿ è äî-æèäàòüñÿ òðåòüåãî, åäóùåãî ê íåìó íàâñòðå÷ó íà âåëîñèïå-äå. Ïåðâûé â ýòî âðåìÿ òîæå ìîæåò îòäîõíóòü. Òðåòèé ÷åðåç

(24 − 6 − 6) : 18 = 2/3 ÷àñà äîåäåò äî ñòîÿùåãî âòîðîãî è ïå-ðåäàñò åìó âåëîñèïåä. Ïîñëå ýòîãî âòîðîé äîåäåò äî Áåëîðå÷åí-ñêà, òðåòèé äîéäåò äî Ìàéêîïà, à ïåðâûé � äî Áåëîðå÷åíñêà çà1 ÷àñ. Âñåãî ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ ïðîøëî 1 + 2/3 + 1 ÷àñîâ, ò. å. 2÷àñà 40 ìèíóò.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çà ìåíüøåå âðåìÿ âñåòðîå äîáðàòüñÿ íå ñìîãóò.

A

B

C

I
A1

B1

C1

M
N

K L�èñ. 2

8.6. Îïóñòèì èç òî÷êè I íà ñòîðîíû AB,

BC, CA ïåðïåíäèêóëÿðû IC1, IA1,

IB1 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). Î÷å-âèäíî, ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû ðàâíû ïîäëèíå; êðîìå òîãî, AC1 = AB1 è

CA1 = CB1 êàê îòðåçêè êàñàòåëüíûõêî âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåí-íûõ èç îäíîé òî÷êè. Òîãäà è ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè IKB1è INA1 ðàâíû ïî êàòåòó è ïðîòèâîëåæàùåìó îñòðîìó óãëó, ïî-ýòîìó B1K = A1N . Àíàëîãè÷íî, B1L = C1M . Ñëåäîâàòåëüíî

AM + KL + CN = AM + MC1 + NA1 + CN = AC1 + CA1 =
= AB1 + CB1 = AC.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî è â ñëó÷àå, êîãäàòðåóãîëüíèê BMN òóïîóãîëüíûé.

7



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ8.7. Îòâåò. 7.Èìååì

n? − 32 = 2(n − 8). (1)Òàê êàê n? íå äåëèòñÿ íà 4, òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî n− 8 íå÷åòíî.Ïóñòü n > 9, òîãäà n − 8 èìååò íå÷åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü p.Òàê êàê p < n, òî n? äåëèòñÿ íà p. Çíà÷èò, 32 äåëèòñÿ íà p, ÷òîíåâîçìîæíî.Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî n 6 9 è íå÷åòíî. Ïðè n = 9 èìååì n? =
= 210 > 2 · 9 + 16. ×èñëî n = 7 � êîðåíü íàøåãî óðàâíåíèÿ, àïðè n = 5 èìååì n? = 6 < 16.

�èñ. 3

8.8. Ïðîíóìåðóåì ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçáèå-íèÿ. Ïóñòü â i-ì ïðÿìîóãîëüíèêå ëå-æàò ÷èñëà ai è bi. Çàìåòèì, ÷òî aibi =

=
a2

i
+ b2

i

2 −
(ai − bi)

2

2 . Ïðîñóììèðîâàâ ýòèðàâåíñòâà ïî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêàì, ïî-ëó÷àåì, ÷òî ñóììà âñåõ 50 ïðîèçâåäåíèéðàâíà

S =
a2
1 + . . . + a2

50 + b21 + . . . + b250
2

−

−
(a1 − b1)

2 + . . . + (a50 − b50)
2

2
.Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ äðîáü ðàâíà 12 + . . . + 1002

2 , ò. å. íå çàâèñèòîò ðàçáèåíèÿ. Â ÷èñëèòåëå æå âòîðîé äðîáè êàæäûé êâàäðàòðàâåí ëèáî 12, ëèáî 102 � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãîðèçîíòàëåíèëè âåðòèêàëåí i-é ïðÿìîóãîëüíèê. Ïîýòîìó âòîðàÿ äðîáü áóäåòìàêñèìàëüíà (à èòîãîâàÿ ñóììà � ìèíèìàëüíà) òîãäà, êîãäà âñåñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå áóäóò ðàâíÿòüñÿ 100, ò. å. êîãäà âñå ïðÿ-ìîóãîëüíèêè áóäóò âåðòèêàëüíû.9 êëàññ9.5. Ïóñòü â ëþáîé âåðøèíå ñòîÿò îäíè è òå æå ÷èñëà a è b; òîãäàäîñòàòî÷íî îñòàâèòü â âåðøèíàõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ÷èñëî a,à â âåðøèíàõ ñ íå÷åòíûìè � ÷èñëî b. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà8

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüåò, ÷òî ãðà� ðàñïàëñÿ íà íåñêîëüêî öèêëîâ, ïðè÷åì äâà èç íèõïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî âåðøèíå A, à îñòàëüíûå íå ïåðåñåêàþò-ñÿ âîâñå. �àññìîòðèì öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç A è ñîäåðæàùèé
AB2; òîãäà îí ñîäåðæèò åùå è ñèíåå ðåáðî, âûõîäÿùåå èç A.Ïåðåêðàñèì ñèíèå ðåáðà ýòîãî öèêëà � â êðàñíûå è íàîáîðîò.Òîãäà ìû ïîëó÷èëè äðóãóþ õîðîøóþ ðàñêðàñêó.Ïðè ýòîì âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ (ñì. ðèñ. 6). Åñëè öèêë ñî-äåðæèò ñèíåå ðåáðî AB1 èëè AB4, òî ïîñëå ïåðåêðàñêè òðè ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ ðåáðà (AB2, AB3, AB4 èëè AB1, AB2, AB3)îêðàøåíû â ñèíèé öâåò; ýòî íåâîçìîæíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ.Çíà÷èò, â öèêëå åñòü ðåáðî AB3, è ïîñëå ïåðåêðàøèâàíèÿ ïî-ëó÷èëàñü ðàñêðàñêà, â êîòîðîé êðàñíîå è ëèëîâîå ðåáðà � AB3è AB5. Ïðè ýòîì èç ðàçíûõ ðàñêðàñîê ïîñëå ïåðåêðàøèâàíèÿïîëó÷àëèñü ðàçíûå, òàê êàê èñõîäíàÿ ðàñêðàñêà âîññòàíàâëèâà-åòñÿ ïî íîâîé àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðîé. Ïîýòîìó k25 6 k53, ÷òîè òðåáîâàëîñü.Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìû íèãäå íå ïîëüçîâà-ëèñü ñïåöè�è÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè ìíîãîãðàííèêà. Çà�èêñè-ðîâàâ íåêîòîðóþ (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíóþ) öèêëè÷åñêóþíóìåðàöèþ B1, B2, B3, B4, B5 ñîñåäåé âåðøèíû A, ìû äîêà-çàëè ñóùåñòâîâàíèå õîðîøåé ðàñêðàñêè, â êîòîðîé â îäèí öâåòïîêðàøåíû òðè ðåáðà, èäóùèõ èç A ê ïîñëåäîâàòåëüíûì â ýòîéíóìåðàöèè âåðøèíàì.Çàìå÷àíèå 2. Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê çàäà÷å ñ ìíîãîãðàí-íèêîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåì ìíîãîãðàííèêå åñòü õîðî-øèå ðàñêðàñêè, íî îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ, ÷òî èõ êîëè÷åñòâî íåêðàòíî 5. Ñäåëàåì åùå áîëåå ñìåëîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íàì âòàêèõ óñëîâèÿõ óäàëîñü äîêàçàòü íàëè÷èå õîðîøåé ðàñêðàñêè, âêîòîðîé òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåáðà, âûõîäÿùèå èç A, ïîêðà-øåíû â îäèí è òîò æå öâåò. Îòñþäà áåç òðóäà âûâîäèòñÿ ñàìîåèçâåñòíîå (áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ!) óòâåðæäåíèå â òåîðèè ãðà�îâ �ãèïîòåçà ÷åòûðåõ êðàñîê.10.8. Îòâåò. Ïðè N = 155.Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.8. 13



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10.7. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ õîðîøóþ ðàñêðàñêó. Çàìåòèì, ÷òîîáùåå ÷èñëî êîíöîâ ðåáåð êàæäîãî öâåòà ÷åòíî; ïðè ýòîì â êàæ-äîé âåðøèíå ñòåïåíè 3 êîëè÷åñòâî êîíöîâ êàæäîãî öâåòà èìå-åò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü (èõ òàì ïî îäíîìó). Ïîýòîìó è â âåð-øèíå A ÷åòíîñòü èõ êîëè÷åñòâ òàêæå îäèíàêîâà; òîãäà âñå îíèíå÷åòíû, è â íåé ñõîäèòñÿ òðè ðåáðà îäíîãî öâåòà è ïî îäíîìóðåáðó îñòàëüíûõ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî, ò. å.íåò õîðîøåé ðàñêðàñêè ñ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðåáðàìè îä-íîãî öâåòà, âûõîäÿùèìè èç îäíîé âåðøèíû. Äîêàæåì, ÷òî êî-ëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàñêðàñîê, â êîòîðûõ èç A âûõîäèò òðè ñè-íèõ ðåáðà, äåëèòñÿ íà 5. Òîãäà, î÷åâèäíî, è îáùåå êîëè÷åñòâîðàñêðàñîê áóäåò äåëèòüñÿ íà 5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Ïóñòü èç âåðøèíû A ïîñëåäîâàòåëüíî âûõîäÿò ðåáðà AB1,

AB2, AB3, AB4 è AB5 (äàëåå ïî öèêëó îïÿòü èäåò ðåáðî AB1).Â ëþáîé ðàñêðàñêå êðàñíîå è ëèëîâîå ðåáðà èç A èäóò íå ïîä-ðÿä (èíà÷å è òðè ñèíèõ ðåáðà èäóò ïîäðÿä). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿêîíöîâ êðàñíîãî è ëèëîâîãî ðåáåð åñòü 5 âàðèàíòîâ: (B1, B4),

(B2, B5), (B3, B1), (B4, B2), (B5, B3); îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþ-ùèå êîëè÷åñòâà ðàñêðàñîê ÷åðåç k14, k25, k31, k42, k53. Ìû äî-êàæåì, ÷òî k14 6 k42 6 k25 6 k53 6 k31 6 k14, îòêóäà áóäåòñëåäîâàòü, ÷òî âñå 5 ÷èñåë ðàâíû, à îáùåå êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîêäåëèòñÿ íà 5.
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B5�èñ. 6Ïîêàæåì, ÷òî k25 6 k53 (îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà àíàëîãè÷-íû). Ïóñòü â íåêîòîðîé ðàñêðàñêå ðåáðà AB2 è AB5 � íå ñè-íèå (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè AB2 êðàñíîå). �àññìîòðèì ãðà�,âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, à ðåá-ðàìè � ñèíèå è êðàñíûå ðåáðà. Òîãäà ñòåïåíü âåðøèíû A ðàâ-íà 4, à ñòåïåíè îñòàëüíûõ âåðøèí � ïî 2. Îòñþäà ñðàçó ñëåäó-12

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüïðîíóìåðóåì âåðøèíû ïî ïîðÿäêó îò 1 äî 100 òàê, ÷òîáû â âåð-øèíàõ 1 è 100 ñòîÿëè ðàçíûå ïàðû ÷èñåë.Ïîêðàñèì âñå ïîñòàâëåííûå ÷èñëà â êðàñíûé è ñèíèé öâåòàñëåäóþùèì îáðàçîì. ×èñëà â ïåðâîé âåðøèíå îêðàñèì â ðàç-íûå öâåòà. Ïóñòü â k-é âåðøèíå ÷èñëà a è b îêðàøåíû â êðàñ-íûé è ñèíèé öâåòà ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü,â (k + 1)-é âåðøèíå ìîæíî ïîêðàñèòü ÷èñëà òàê, ÷òîáû îäíî-öâåòíûå ÷èñëà â k-é è (k + 1)-é âåðøèíàõ ðàçëè÷àëèñü. Òàêèìîáðàçîì ìû ïîêðàñèì âñå ÷èñëà; ïðè ýòîì â ëþáîé ïàðå ñîñåä-íèõ âåðøèí, êðîìå (1, 100), îäíîöâåòíûå ÷èñëà áóäóò ðàçëè÷íû.�àññìîòðèì âåðøèíû 1 è 100. Åñëè â íèõ ðàâíû êðàñíûå ÷èñ-ëà è ðàâíû ñèíèå ÷èñëà, òî â ýòèõ âåðøèíàõ ñòîèò îäíà è òàæå ïàðà ÷èñåë, ÷òî íå òàê. Ïóñòü ñèíèå ÷èñëà â ýòèõ âåðøèíàõðàçëè÷íû. Òîãäà, ñòåðåâ âî âñåõ âåðøèíàõ êðàñíûå ÷èñëà, ìûïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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9.6. Ïóñòü ïðÿìàÿ MN âòîðè÷íîïåðåñåêàåò îïèñàííûå îêðóæ-íîñòè ω1 è ω2 òðåóãîëüíèêîâ
AHN è CHM â òî÷êàõ D è E,à ïðÿìóþ PH � â òî÷êå S. Ïî-ñêîëüêó HN � ìåäèàíà ïðÿìî-óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà BHC,òî HN = CN è ∠NHC =
= ∠NCH. Èç ïàðàëëåëüíîñòè õîðä ME è HC îêðóæíîñòè ω2ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê MHCE � ðàâíîáîêàÿ òðàïå-öèÿ, ïîýòîìó HM = CE è ∠MHC = ∠ECH. Ñëåäîâàòåëüíî,

∠MHN = ∠MHC −∠NHC = ∠ECH −∠NCH = ∠ECN . Çíà-÷èò, △MHN = △ECN ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè,îòêóäà NE = MN . Àíàëîãè÷íî DM = MN . Îáîçíà÷èì äëèíóýòèõ òðåõ îòðåçêîâ ÷åðåç a, à äëèíû îòðåçêîâ MS è NS ÷åðåç xè y. Èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ DHNP è MHEP ïî-ëó÷àåì MS ·SE = PS ·SH = NS ·SD, îòêóäà x(a+y) = y(a+x),ò. å. ax = ay. Òàêèì îáðàçîì, S � ñåðåäèíà MN , ÷òî è òðåáîâà-ëîñü.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è îñòàåòñÿ â ñèëå, äàæå åñ-9



XXXIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ îñòðîóãîëüíîñòè △ABC. Äîêàçà-òåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó.9.7. Îòâåò. Íà 50 âåðòèêàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ. 3).Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 8.8.9.8. Îòâåò. N = 155.Ïóñòü íà ëåíòî÷êàõ, íà êîòîðûõ çàïèñàíû ÷èñëà 1
k! è 1

l!(k < l), íàøëîñü ïî îäèíàêîâîìó êóñêó èç N ïîäðÿä ñòîÿ-ùèõ öè�ð. Äîìíîæèì ÷èñëà 1
k! è 1

l! íà ñòåïåíè 10 òàê, ÷òîáûîäèíàêîâûå êóñêè îêàçàëèñü ñðàçó ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé.Äðîáíûå ÷àñòè ïîëó÷èâøèõñÿ äðîáåé 10a

k! è 10b

l! íå ìîãóò ñîâ-ïàäàòü. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî 10a

k! − 10b

l! =

=
10a(k+1)(k+2)...l−10b

l! öåëîå; ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëèòåëü ïîñëåä-íåé äðîáè äåëèòñÿ íà l. Òîãäà íà l äåëèòñÿ è ÷èñëî 10b. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, íè îäíî ÷èñëî îò 81 äî 99 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì÷èñëà âèäà 10b, òàê êàê êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë ñîäåðæèò â ñâîåìðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷-íîå îò 2 è 5.�àññìàòðèâàåìûå íàìè äðîáíûå ÷àñòè {
10a

k!

} è {
10b

l!

} ìîãóòáûòü çàïèñàíû êàê îáûêíîâåííûå äðîáè ñî çíàìåíàòåëÿìè k!è l!, à ïîòîìó � è êàê äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì 99!, êîòîðûé äå-ëèòñÿ íà âñå ÷èñëà 80!, 81!, . . . , 99!; ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðàçíîñòüåñòü ðàçíîñòü äâóõ íåðàâíûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì 99!, è îíàíå ìåíüøå 1
99! .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâå ïðàâèëüíûå äåñÿòè÷íûå äðîáè, ó êî-òîðûõ ñîâïàäàþò ïåðâûå N öè�ð ïîñëå çàïÿòîé, îòëè÷àþòñÿìåíüøå, ÷åì íà 1

10N

. Òàêèì îáðàçîì, 1
99! < 1

10N

. Èç óñëîâèÿ ñëå-äóåò, ÷òî 1
99! > 1

10156

, ïîýòîìó N < 156.Òàêèì îáðàçîì, êóñêà èç 156 çíàêîâ âñåãäà äîñòàòî÷íî äëÿòîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, èç êàêîé ïîëîñêè îí âûðåçàí. Ñ äðóãîéñòîðîíû, íà ïîëîñêàõ ñ ÷èñëàìè 1
98! è 1

99! åñòü îäèíàêîâûå êóñêèïî 155 çíàêîâ: 1
99! = 0,00 . . . 00

︸ ︷︷ ︸155 íóëåé10715 . . ., à 1
98! = 99

99! = 100
99! −

1
99! =

10

V ýòàï, 2006�2007 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
= 0,00 . . . 00

︸ ︷︷ ︸153 íóëÿ 10715 . . . − 0,00 . . . 00
︸ ︷︷ ︸153 íóëÿ 00107 . . . = 0,00 . . . 00

︸ ︷︷ ︸153 íóëÿ 106 . . ., òîåñòü íà îáåèõ ïîëîñêàõ åñòü êóñîê 00 . . . 00
︸ ︷︷ ︸153 íóëÿ 10.10 êëàññ10.5. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü ñóììà ~σ âñåõ âåêòîðîâ îòëè÷íà îòíóëÿ (|~σ| = s > 0). Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

Oxy, â êîòîðîé îñü Ox ñîíàïðàâëåíà ñ ~σ. Ïóñòü ~a � äëèííûéâåêòîð íàáîðà, ò. å. îí íå êîðî÷å, ÷åì ~b = ~σ − ~a. Ïîñêîëüêó y-êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a è~b ðàâíû ïî ìîäóëþ, òî x-êîîðäèíàòà axâåêòîðà ~a ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå, ÷åì x-êîîðäèíàòà bx = s − axâåêòîðà ~b. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ax > s/2. Òåïåðü, åñëè âñåâåêòîðû íàáîðà äëèííûå, òî ñóììà èõ x-êîîðäèíàò íå ìåíüøå

ns/2 > s, íî ýòà ñóììà ðàâíà s. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûå âåêòîðû ÷åðåç ak(k = 1, . . . , n), à èõ ñóììó ÷åðåç ~σ. Ïî óñëîâèþ |~ak| > |~σ − ~ak|.Âîçâåäåì ýòî íåðàâåíñòâî â êâàäðàò: ~a2
k

> ~σ2−2~σ ·~ak +~a2
k

. Ïðî-ñóììèðîâàâ òàêèå íåðàâåíñòâà ïî âñåì k îò 1 äî n, ïîëó÷àåì

0 > n~σ2 − 2~σ · (~a1 + ~a2 + . . . + ~an), ò. å. 0 > (n − 2)~σ2. Çíà÷èò,

~σ = ~0.
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10.6. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷å-íèÿ ïðÿìûõ AB è PQ. Òîãäà

XP 2 = XA · XB = XQ2, ò. å.

X � ñåðåäèíà PQ. Ïðÿìûå ABè PR ïàðàëëåëüíû, òàê êàê îáåýòè ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíûëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé ω1è ω2. Èç óñëîâèÿ òåïåðü ïîëó-÷àåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê PXBR � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêó-äà BR = XP = 1
2 PQ = 1

2 RS (ïîñëåäíåå � èç ñèììåòðèè

PQ è RS). Äàëåå, òàê êàê RS � îòðåçîê êàñàòåëüíîé ê ω2,òî RB · RW = RS2 = (2RB)2, îòêóäà RW = 4RB. Çíà÷èò,

RB/BW = 1/3. 11


