Śşňňż śšěŕěŋěľ ĺ ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ

Ććěďěŋĺě/ŕřěďşćěďőňńěŋĺě

Ŕřěďńăčăěňżě ğăďăůĺ ŕřĺğćăŋż ŕőğŋăłőňĺšĳ şůăśšŋĺłőć Łőŋťěřěŋűĺĺ ś ďćşň£ ś¿ęěšăňĺ, šěśŋő ść£ğăŋŋżňĺ ňěęďş śőąőľ. Ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ | ŋăţőęďěŋĺě śşňňż śšěŕěŋěľ ŕěřćżţ n ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Őšćěš ć ¡šőľ ğăďăůě ťőřňşńĺřşěšś£ ć šěřňĺŋăţ őďŋőľ ğăňěůăšěńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ĺğćěśšŋőľ ąőńĳÿĺŋśšćş ňăšěňăšĺłőć,| ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ, ăřĺťňěšĺůěśłĺň śćőľśšćăň łőšőřőľ ŕőść£źěŋ ćšőřőľ ś¿ęěš. İšă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕő£ćń£ńăśĳ ć śăňżţ řăğŋżţ řăğďěńăţ ňăšěňăšĺłĺ:šěőřĺĺ ůĺśěń, ăŋăńĺğě (ďěľśšćĺšěńĳŋőň ĺ p-ăďĺůěśłőň), ăńčěąřăĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ, šěőřĺĺ čřşŕŕ Ńĺ ĺ š. ď. Ş šăłőľ ŕőŕşń£řŋőśšĺ ěśšĳ ŋěŕřĺ£šŋőě śńěďśšćĺě: ćśě ŕő-ŋăśšő£źěňş ğăňěůăšěńĳŋżě śćőľśšćă ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őšłřżšż őůěŋĳ ďăćŋő, ă ŋăďěęďă ŋă ůšő-šő ŋőćőě ŋěćěńĺłă. Ŕő- ¡šőňş ğăďăůĺ ŕřő ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ ć ĺğćěśšŋőň śňżśńě ňěŋěě ÀĺśśńěďőćăšěńĳśłĺěÁ, ůěň ňŋőčĺě ďřşčĺě ğăďăůĺ Ńěšŋĺţ Łőŋťěřěŋűĺľ. Šăł ůšő ěśńĺ Ćż ţőšĺšě şćĺďěšĳ ŕő-ŋăśšő£źěňş ŋőćżě ś¿ęěšż, čďě ŕřő ŋěłőšőřżě ŕřěďńăčăěňżě şšćěřęďěŋĺ£ ę¿řĺ ďăęě ŋě ğŋăěš ğăřăŋěě, ĺśšĺŋŋż ńĺ őŋĺ (ă ćěďĳ łăł řăğ šăł őążůŋő ążćăěš ć ęĺğŋĺ), šő Ćăň śńěďşěš őąřăšĺšĳś£ ł ďřşčőňş űĺłńş ğăďăů.

Őąőğŋăůěŋĺ£: ğăďăůĺ, łőšőřżě ĺśŕőńĳğş¿š ŋěśšăŋďăřšŋş¿ šěţŋĺłş (ŕőď ŋěśšăŋďăřšŋőľ šěţŋĺłőľ ć őśŋőćŋőň ĺňě¿šś£ ć ćĺďş ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ), őšňěůěŋż řőňąĺłőň (˝). Ćśŕőňőčăšěńĳŋżě ťăłšż (ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ ŕřőśšő ŕőňőčă¿š őśćőĺšĳś£, ŋěłőšőřżě šă£š ć śěąě şłăğăŋĺ£) őšňěůěŋż łćăďřăšĺłőň (2). Őąźĺľ śőćěš šěň, łšő ćĺďĺš ¡šĺ ťăłšż ć ŕěřćżľ řăğ: ŋě ŕőńěŋĺšěśĳ ďőłăğăšĳ ĺţ (¡šő ŋěśńőęŋő).

Ąĺŋőňż: ŋăŕőňĺŋăŋĺě ĺ ğăłřěŕńěŋĺě

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ąĺŋőňĺăńĳŋş¿ šěőřěňş. Ŕő¡šőňş ŕőńěğŋő ćśŕőňŋĺšĳ ě-ě ĺ řěÿĺšĳ ŋěśłőńĳłő ğăďăů, őąőąźă¿źĺţ ¡šő ĺğćěśšŋőě şšćěřęďěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě-ŋăŕőňĺŋăŋĺě. Ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż (_n k ) őŕřěďěń£¿šś£ ďń£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ n ĺ k řăćěŋśšćőň (_n k ) =^{n!}_{k!(n}�_{k)!} . Ąőńěě őąźő, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋżě (ŕő-řşśśłĺ ĺţ ĺŋőčďă ŋě őůěŋĳ şďăůŋő ŋăğżćă¿š ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě) łő¡ťťĺűĺěŋšż (_n a1, a2, ... , a_m ) =^{n!}

a1!a2!...a_m! (ďń£ m-őł ŋěőšřĺűă-

šěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń (a_1, a_2, . . . , a_m) ś a_1 + a_2 + . . . + a_m = n; £śŋő, ůšő (_n k ) = (_n k, n�k ) ). Ďřşčőě őąőąźěŋĺě

| ¡šő q-ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż (_n k ) q =^{n!q}_{k!q (n}�_{k)!q} (n!_q = 1 · (1 + q) · · · (1 + q + . . . + q^n�^1)). Ŋăłőŋěű, őŕřěďěńĺň šăł ŋăğżćăěňżě śĺňćőńż Ŕőţčăňňěřă [a]_n = a(a − 1) · · · (a − n + 1), [a]^n = a(a + 1) · · · (a + n − 1). (Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ [a]_0 = [a]^0 = 1.)

12 . Ďőłăęĺšě řăćěŋśšćă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ x_1, x_2, . . . , x_m: (a) (Ąĺŋőň Ŋĳ¿šőŋă) (x_1 + x_2)^n = x^n_1 + nx^n�^1_1 x_2 + . . . + (_n i ) x^i_1x^n�^i_2 + . . . + x^n_2 = ∑_n i=0 (_n i ) x^i_1x^n�^i_2 .

(b) (Ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋă£ šěőřěňă) (x_1 + x_2 + . . . + x_m)^n = ∑ a1, a2,... ,a_m (_n a1, a2,... ,a_m ) x^{a1}_1 x^{a2}_2 · · · x^{am}_m , čďě śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋżň łő¡ťťĺűĺěŋšăň, čďě śćěřţş śšőĺš n.

22 . Ďőłăęĺšě řăćěŋśšćă ďń£ ŕřőĺćőńĳŋżţ a, b ĺ ŋăšşřăńĳŋőčő n: (a) [a + b]_n = ∑_n i=0 (_n i ) [a]_i[b]_n�_i.

(b) [a + b]^n = ∑_n i=0 (_n i ) [a]^i[b]^n�^i.

32 . Ďőłăęĺšě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ q, z ĺ ŋăšşřăńĳŋőčő n řăćěŋśšćő (1 + z)(1 + qz) · · · (1 + q^n�^1z) = ∑_n k=0 (_n k ) q z^kq^{k(k}�^{1)/2}. (Ćżćőď. (_n k ) q ŕřĺ ń¿ążţ n ĺ k £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš q, ůšő ŋěőůěćĺďŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£.)

Ćőŕřőś (ěź-ě ňěŋěě őą£ğăšěńĳŋżľ, ůěň ŕřőůĺě ŕřěďńăčăěňżě ğăďăůĺ). Łăłĺě ěź-ě ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ďń£ (_n k ) , (_n a1, a2,... ,a_n ) , (_n k ) q Ćż ňőęěšě ŕřěďńőęĺšĳ?

Śşňňż śšěŕěŋěľ

Ğŋăšőłĺ ĺśšőřĺĺ ŋăşłĺ čőćőř£š, ůšő ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ ążńĺ őŕřěďěńěŋż §łőąőň Ąěřŋşńńĺ ć ěčő řăąőšě ÀArs conjectandiÁ^1, čďě śřěďĺ ŕřőůĺţ őąśşęďăńăśĳ šăłă£ ğăďăůă:

Ğăďăůă JB. Ŕşśšĳ S_k(n) = 1^k + 2^k + . . . + (n − 1)^k. Ŋăľšĺ šăłőľ ňŋőčőůńěŋ P_k(x), ůšő P_k(n) = S_k(n) ďń£ ń¿ąőčő n.

4. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő šăłőľ ňŋőčőůńěŋ P_k(x) śşźěśšćşěš. (b) Ŋăľďĺšě P_k(x) ďń£ k = 1, 2, 3, 4, 5.

Ąěřŋşńńĺ ğăňěšĺń (ŋăľď£ P_k(x) ŕřĺ ŋěąőńĳÿĺţ k), ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć ŕőďůĺŋ£¿šś£ őŕřěďěńěŋŋżň ğăłőŋőňěřŋőśš£ň. Ă ĺňěŋŋő, śşźěśšćş¿š šăłĺě ůĺśńă B_0, B_1, B_2, . . . , B_m, . . . , ůšő

S_k(n) = 1 k + 1 ( B_0n^{k+1} + ( k + 1 1 ) B_1n^k + . . . + ( k + 1 k ) B_kn ) = 1 k + 1 k∑ i=0 ( k + 1 i ) B_in^{k+1}�^i. (1)

Łăł őążůŋő, ďőłăğăšěńĳśšćő ŋě šăł şę śńőęŋő, łőčďă śšăŋőćĺšś£ £śŋő, ůšő ĺňěŋŋő ŋăďő ďőłăğżćăšĳ.

1šő ěśšĳ ÀĹśłşśśšćő ŕřěďŕőńőęěŋĺ£Á. İšő őďŋă ĺğ ŕěřćżţ řăąőš ŕő šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ B_m ğăďă-ěšś£ řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň^2 k∑ i=0 ( k + 1 i ) B_i = B_0 + ( k + 1 1 ) B_1 + . . . + ( k + 1 i ) B_i + . . . + (k + 1)B_k = 0 (2)

ŕřĺ k > 0 ĺ şśńőćĺěň B_0 = 1.

5. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šăł őŕřěďěń£šĳ ůĺśńă B_k, šő řăćěŋśšćő (1) ćżŕőńŋ£ěšś£. 6. Ćżŕĺÿĺšě ŕěřćżě 20 ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ. Řăğńőęĺšě ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ĺţ ůĺśńĺšěńĺ (şłăğăŋĺě: ć őśŋőćŋőň őŋĺ őłăęşšś£ ŕřőśšżňĺ, ţőš£ ŕřĺňěř B_{20} ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šő ćěřŋő ŋě ćśěčďă) ĺ ğŋăňěŋăšěńĺ.

7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋěů-ěšŋőň n > 1 B_n = 0. Šěŕěřĳ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ JB ŋě ŕřěďśšăćń£ěš ŋĺłăłőčő šřşďă. 8. Ćżŕĺÿĺšě ňŋőčőůńěŋż P_k(x) ŕřĺ k < 20.^3 Ćżŕĺśăć ŋěśłőńĳłő ňŋőčőůńěŋőć P_k(x), ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ŕřĺďşňăšĳ łăłĺě-šő ťőřňşńż ś ĺţ şůăśšĺěň.

Ŋăŕřĺňěř, őůěćĺďŋő, ůšő P_1(x) · P_1(x) = P_3(x).

9. Ŋăľďĺšě ŕřőŕşźěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż: (a) 6P_1(x) · P_2(x) = . . . P_4(x) + . . . P_2(x) (b) 3P_2(x) · P_2(x) =

. . . P_5(x) + . . . P_3(x) (c) 12P_2(x) · P_3(x) = . . . P_6(x) + . . . P_4(x) (d) 2P_3(x) · P_3(x) = . . . P_7(x) + . . . P_5(x) (e) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ k śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě a�1 + a0P0(x) + a1P1(x) + . . . + ak�1Pk�1(x), čďě a�1, a0, . . . , ak�1 | ůĺśńă (ğăćĺś£źĺě őš ňŋőčőůńěŋă).

Ŋěłőšőřżě ĺğ ŋăŕřăÿĺćă¿źĺţś£ ŕőśńě ŕřőďěńăŋŋőľ Ćăňĺ řăąőšż ŕřěďŕőńőęěŋĺľ ćěřŋż... (f) Ďőłăęĺšě, ůšő ć šăłőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ňŋőčőůńěŋă P_n(x)P_m(x) ćśšřěůă¿šś£ (ś ŋěŋşńěćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ) šőńĳłő ňŋőčőůńěŋż P_l(x) ś l šőľ ęě ů-ěšŋőśšĺ, ůšő ĺ m+n+1. (Şłăğăŋĺě: łăł ŕřăćĺńĳŋő őŕřěďěńĺšĳ P_0(x)?)

...ă ŋěłőšőřżě | ŋěš...

(g) Ŋăľďĺšě šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ďń£ ňŋőčőůńěŋă P_3(x)P_4(x).

Ůĺśńĺšěńĺ ĺ ğŋăňěŋăšěńĺ

Śńěďş¿źĺľ ś¿ęěš śšăń ŕőŕşń£řěŋ ŕőśńě řăąőš İ. Łşňňěřă, łőšőřżľ ć 50-ě čőďż XIX ćěłă ść£ğăń śćőľśšćă ůĺśńĺšěńěľ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ ś ĺśšĺŋŋőśšĳ¿ Ŕőśńěďŋěľ Šěőřěňż Ťěřňă^4. Ŕő-ćĺďĺňőňş, ¡šő őďŋă ĺğ őśŋőćŋżţ ŕřĺůĺŋ šőčő, ůšő ¡šĺ ůĺśńĺšěńĺ şśšřőěŋż śřăćŋĺšěńĳŋő ğăčăďőůŋő. Ć šő ęě ćřěň£ ğŋăňěŋăšěńĺ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ şśšřőěŋż ćěśĳňă ŕřőśšő.

102 . Ŕşśšĳ p { ŕřőśšőě ůĺśńő. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă p őąřăğş¿š ŕőńě. (Šő, ůšő ĺţ ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ, őůěćĺďŋő. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďń£ ůĺśńă a, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă p, śşźěśšćşěš šăłőě ůĺśńő b, ůšő ab ďă-ěš őśšăšőł 1 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă p, ĺ ŕřĺ ¡šőň őśšăšőł ůĺśńă b ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă p őŕřěďěń-ěŋ őďŋőğŋăůŋő.). (b) Ďőłăęĺšě, ůšő ůšő ďń£ ń¿ąőčő ůĺśńă a, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă p, ůĺśńő a^p�^1 − 1 ďěńĺšś£ ŋă p, ă ďń£ k < p − 1 ŋăľď-ěšś£ űěńőě ůĺśńő b, ŋě ďěń£źěěś£ ŋă p, ďń£ łőšőřőčő b^k − 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. (Şłăğăŋĺě. Ć ŕőńě ş ňŋőčőůńěŋă śšěŕěŋĺ k ŋě ąőńěě k łőřŋěľ.)

11. Ďőłăęĺšě, ůšő: (a) S_k(p) łřăšŋő p, ěśńĺ k ŋě ďěńĺšś£ ŋă p − 1 (b) ĺŋăůě S_k(p) + 1 łřăšŋő p 12. (Š. Łńăşğěŋ | Ţ. ťőŋ Ÿšăşďš, 1840 č.) B_{2n} + ∑ p 1 p | űěńőě ůĺśńő, čďě śşňňĺřőćăŋĺě ćěďěšś£ ŕő

ŕřőśšżň p, ďń£ łőšőřżţ 2n łřăšŋő p − 1.

13. Ŋăľďĺšě ąěğ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ řěłşřřěŋšŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ůĺśńő B_{22}, ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő őŋő ğăłń¿ůěŋő ňěęďş 6192 ĺ 6193.

14. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăňěŋăšěńĳ ůĺśńă B_{2n} řăćěŋ 6 ďń£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčĺţ n.

15}. (a) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n 2^{2n}(2^{2n} − 1)B_{2n}/2n | űěńőě ůĺśńő. (b) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő a a^{2n}(a^{2n} − 1)B_{2n}/2n | űěńőě ůĺśńő.

Őďŋĺň ĺğ ĺśšőůŋĺłőć ĺŋťőřňăűĺĺ (ćŕřőůěň, ćěśĳňă ŋěŕőńŋőľ ĺ łőśćěŋŋőľ) ő ůĺśńĺšěń£ţ ĺ ğŋăňěŋăšěń£ţ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ £ćń£ěšś£ śńěďş¿źă£ ğăďăůă.

16. (Ţ. ťőŋ Ÿšăşďš, 1845 č.) Ğŋăňěŋăšěńĳ ůĺśńă B_{2n}/n ďěńĺšś£ ŋă ŕřőśšőě ůĺśńő p šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ğŋăňěŋăšěńĳ ůĺśńă B_{2n} ďěńĺšś£ ŋă p.

2İšő cőőšŋőÿěŋĺě ďőŕşśłăěš şďőąŋş¿ ğăŕĺśĳ (B+1)^{k+1} = B^{k+1}, čďě ďń£ ŕřĺćěďěŋĺ£ ł ğŋăłőňőňş ćĺďş ŋăďő řăśłřżšĳ śłőąłĺ ĺ ğăňěŋĺšĳ śšěŕěŋĺ ŋă ŋĺęŋĺě ĺŋďěłśż. Ă šě, łšő ğŋăłőň ś ŕřőĺğćőď£źĺňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ, ňőčşš ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ | ¡šő B(t) =^t_{et} �_1 .

3Ąěřŋşńńĺ ś čőřďőśšĳ¿ śőőąźăěš ć śćőěľ łŋĺčě, ůšő ěňş şďăńőśĳ ćżůĺśńĺšĳ S10(1000) Àğă ŕőńőćĺŋş ůěšćěřšĺ ůăśăÁ. 4Ĺśŕőńĳğş£ ŋăĺąőńěě śőćřěňěŋŋżě ĺďěĺ šěőřĺĺ ůĺśěń šőčő ćřěňěŋĺ, őŋ ďőłăğăń, ůšő Ŕőśńěďŋ££ Šěőřěňă Ťěřňă ćěřŋă ďń£ łăęďőčő ŕřőśšőčő ŕőłăğăšěń£ p, ŋě £ćń£¿źěčőś£ ďěńĺšěńěň ůĺśńĺšěń£ ŋĺ őďŋőčő ĺğ ůĺśěń B2n/2n (ŕřěďśšăćńěŋŋőčő ć ćĺďě ŋěśőłřăšĺňőľ ďřőąĺ). Šăłĺě ŕřőśšżě ůĺśńă ŋăğżćă¿šś£ řěčşń£řŋżňĺ. Ł śőęăńěŋĺ¿, ŋěĺğćěśšŋő ďăęě, £ćń£ěšś£ ńĺ ňŋőęěśšćő řěčşń£řŋżţ ŕřőśšżţ ůĺśěń ąěśłőŋěůŋżň. Ğăšő Ĺěŋśěŋ ć 1915 č. ďőłăğăń, ůšő ŋě řěčşń£řŋżţ ŕřőśšżţ ůĺśěń ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő. Ŋăĺňěŋĳÿěě ŕřőśšőě, ŋě £ćń£¿źěěś£ řěčşń£řŋżň, ¡šő 37 | ďěńĺšěńĳ ůĺśńĺšěń£ 7709321041217 ůĺśńă B32/32.

Ěź-ě ŋěśłőńĳłő ğăďăů ŕřő śşňňż śšěŕěŋěľ ĺ ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ

Ŕő śńőćăň ŋěłőšőřżţ şůăśšŋĺłőć, ĺň ążńĺ ĺ řăŋĳÿě ĺğćěśšŋż ŋěłőšőřżě ğăďăůĺ ( Ćĺďĺňő, ń¿ąĺšěńĺ łŋĺčĺ ÀŁőŋłřěšŋă£ ŇăšěňăšĺłăÁ łőňňěŋšĺřş¿š šăł ąőńĳÿĺŋśšćő ğăďăů, čďě ćśšřěůă¿šś£ ťőřňşńż.). Ğăďăůĺ, łőšőřżě Ćż ğŋăńĺ řăŋĳÿě, ňőęŋő śďăćăšĳ şśšŋő ůńěŋăň ę¿řĺ, ğăŋĺňă¿źĺňś£ ¡šĺň űĺłńőň ğăďăů (Ćőńőď£ Ďőűěŋłő, Ćăďĺň Ąşčăěŋłő).

Ćőš ěź-ě ďćě ğăďăůĺ, łőšőřżě ążńĺ śťőřňşńĺřőćăŋż ŋă ŕřěďśšăćńěŋĺĺ.

17. (Śřăćŋěŋĺě Łşňňěřă) Ŕşśšĳ n, k űěńżě, p ŕřőśšőě, 2n ŋě ďěńĺšś£ ŋă p − 1, ă 2n − 2k ďěńĺšś£ ŋă p − 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńĺšěńĳ ďřőąĺ B_{2n}/2n − B_{2k}/2k ďěńĺšś£ ŋă p. (Ĺ ŕő¡šőňş ďń£ ćż£śŋěŋĺ£, £ćń£ěšś£ ńĺ ďăŋŋőě ŕřőśšőě p řěčşń£řŋżň, ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő śńşůăěć.)

18. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ĺřřěčşń£řŋżţ ŕřőśšżţ ůĺśěń (Şłăğăŋĺě. Ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă šăłőľ ťăłš: |B_{2k}/2k| > 1 ŕřĺ ąőńĳÿĺţ k.)

Śşňňż śšěŕěŋěľ ĺ ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ: ŕőśńě ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă

Ěź-ě ő ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšăţ

Ŋĺłšő ŋě ŕżšăńś£ ŕřěďńőęĺšĳ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ďń£ . . . {ŋőňĺăńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Śńěďş¿źĺě ďćě ğăďăůĺ śőďěřęăš ďőćőńĳŋő ğăąăćŋżě ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ.

19. (Čĺŕőšěğă Ťřĺňăŋă Ďăľśőŋă) Ŕşśšĳ a_1, . . . , a_n | ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě űěńżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő śćőąőďŋżľ ůńěŋ ć ∏ 1ˇi6=jˇn(1 −^{xj}xi )^{aj} řăćěŋ (_{a1+...+an} a1,... ,a_n ) . 20}. Ďőłăęĺšě, ůšő (_n k ) q śőćŕăďăěš ś ůĺśńőň k-ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď łőŋěůŋżň ŕőńěň F_q .

Ĺğćěśšŋő ńĺ Ćăň řěÿěŋĺě, ŋě ĺśŕőńĳğş¿źěě ÀŚşňňż śšěŕěŋěľ ĺ . . . Á?

Ćăň ŕřěďńăčăěšś£ ŋě šőńĳłő ŕőŕřőąőćăšĳ ŋăľšĺ ¡ńěňěŋšăřŋőě řěÿěŋĺě, ŋő ĺ ŕřěďńăčăšĳ śćőĺ ğăďăůĺ . . .

21. (ŕřěďńőęěŋă Ő. Čőńĳąěřčőň ĺ Ň. Ńěćĺŋżň) Ŕşśšĳ n | űěńőě ůĺśńő, ă p | ŕřőśšőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ∑ k>0 (_{2n+1} k(p�1) ) ďěńĺšś£ ŋă p. (Şďőąŋő śůĺšăšĳ, ůšő (_n k ) = 0 ŕřĺ n < k.)

ζ-ťşŋłűĺ£: ćěźěśšćěŋŋă£ ĺ p-ăďĺůěśłă£

Ć śńěďş¿źĺţ ğăďăůăţ ŕřěďśšăćńěŋż ŋěłőšőřżě řěğşńĳšăšż, łăśă¿źĺěś£ šăł ŋăğżćăěňőľ ζ-ťşŋłűĺĺ Řĺňăŋă ζ(s) = ∑ n˘1 1 n^s .

22. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źěě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě (k > 1): k∑ i=0 ( 2k 2i ) B_{2i}B_{2k}�_{2i} = (1 − 2k)B_{2k}.

23. Ŕşśšĳ f(m, n) = 1

mn^{2k}�^1 + 1 m^{2k}�^1n

+^1_2^{2k}

�2∑

j=2 1 m^j n^{2k}�^j

. Ďőłăęĺšě, ůšő

f(m, n) − f(m + n, n) − f(m, m + n) = ∑ 0<2j<2k 1 m^{2j} n^{2k}�^{2j} . 24. İľńěř ďőłăğăń, ůšő ∑ n˘1^1n^2 =^{π2}6 . Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň řěğşńĳšăšőň, ćżůĺśńĺšě ∑ k˘1^1n^{2k} ďń£ ćśěţ űěńżţ

k. (Őšćěš ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ.)

25}. Ŕőŕřőąşľšě őąž£śŋĺšĳ śńěďş¿źĺě řăćěŋśšćă: (a) 1 + 2 + . . . = −^1_{12} (b) 1^2 + 2^2 + . . . = 0 (c) 1^n�^1 + 2^n�^1 + . . . = −^{Bn}_n , čďě n |űěńőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě 1.

26. Ŕşśšĳ űěńżě ůĺśńă m, n ĺ ŕřőśšőě ůĺśńő p šăłőćż, ůšő 2m ŋě ďěńĺšś£ ŋă p − 1, ă 2m − 2n ďěńĺšś£ ŋă

p^N (p −1) ďń£ ŋěłőšőřőčő űěńőčő N. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńĺšěńĳ ďřőąĺ (1− p^{2m}�^1)^{B2m}_{2m} −(1− p^{2n}�^1)^{B2n}_{2n} ďěńĺšś£ ŋă p^{N+1}. (İšő őğŋăůăěš, ůšő Àp-ăďĺůěśłă£ ζ-ťşŋłűĺ£ ŋěŕřěřżćŋăÁ.)