ÀŚşňňż śšěŕěŋěľ ĺ ůĺśńă ĄěřŋşńńĺÁ: řěÿěŋĺ£

Ąőńĳÿĺŋśšćő ĺğ ŕřĺćěď-ěŋŋżţ řěÿěŋĺľ ŋě £ćń£¿šś£ ŋőćżňĺ (őďŋăłő ŋě ćśě!) Ŕőďńĺŋŋżň řěğşńĳšăšőň łőŋťěřěŋűĺĺ ąşďěš šăłă£ ćěřśĺ£ ¡šőčő šěłśšă, čďě ďń£ łăęďőľ ğăďăůĺ ąşďěš ćżąřăŋő ŋăĺąőńěě şďăůŋőě ĺğ řěÿěŋĺľ, ŕřěďńőęěŋŋżţ ŋă łőŋťěřěŋűĺĺ. Ćőŕřőśż ŕő ¡šőňş šěłśšş (ĺ ŋě šőńĳłő) ŕřĺćěšśšćş¿šś£ (ŕő email’ş:

dotsenko@mccme.ru).

1. (a) (b) Ďőłăğăšěńĳśšćő ćŕőńŋě śšăŋďăřšŋő. Ďăćăľšě ŕěřěťőřňşńĺřşěň ğăďăůş: śłőńĳłő řăğ ćśšřěšĺšś£ śńăčăěňőě x^{a1}_1 · · · x^{ak}_k ŕőśńě řăśłřżšĺ£ śłőąőł ć (x_1 + · · · + x_k )^n? İšő ůĺśńő śőćŕăďăěš ś ůĺśńőň śŕőśőąőć řăğąĺšĳ n śłőąőł ŋă k čřşŕŕ, ůšőąż ć ŕěřćőľ ążńő a_1 śłőąőł, ćő ćšőřőľ | a_2 śłőąőł, . . . , ć k-őľ | a_k śłőąőł. Ćőśśšăŋőćĺšĳ ďěšăńĺ ŕřěďńăčăěšś£ ůĺšăšěń¿.

2. (a) (b) Ć śńşůăě, łőčďă a | űěńőě ůĺśńő, ńěčłő ŕřĺďşňăšĳ łőňąĺŋăšőřŋş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ďń£ [a]^n ĺ [a]_n: ŋăŕřĺňěř, [a]_n śőćŕăďăěš ś ůĺśńőň śŕőśőąőć ćżąřăšĳ ŕřěďśěďăšěń£, ğăňěśšĺšěń£ ŕřěďśěďăšěń£, . . . , Àğăňěśšĺšěń£^{n−1} ŕřěďśěďăšěń£Á ŋă śőąřăŋĺĺ, čďě ŕřĺśşšśšćş¿š a ůěńőćěł.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ğăćěřÿĺšě ďőłăğăšěńĳśšćő ďń£ űěńżţ a, b.

Ďń£ őąźĺţ a, b ĺśŕőńĳğşľšě šăłőľ ťăłš: ňŋőčőůńěŋ őš a, b őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ćő ćśěţ űěńżţ šőůłăţ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćśě ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšż őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ.

3. Şłăğăŋĺě: ŕőłăęĺšě, ůšő ĺ (_n k ) q, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ć ńěćőľ ůăśšĺ şďőćńěšćőř£¿š őďŋőňş ĺ šőňş ęě řěłşřřěŋšŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿.

4. (a) Ďőłăğăšěńĳśšćő ĺśŕőńĳğşěš őůěŋĳ ćăęŋżľ ňěšőď: ĺśůĺśńěŋĺě łőŋěůŋżţ řăğŋőśšěľ (śň. [Čě]). Őśŋőćŋă£ ĺďě£ őůěŋĳ ŕřőśšă: ďőŕşśšĺň, ňż şęě ğŋăěň ňŋőčőůńěŋ Q(x), šăłőľ ůšő Q(1) = 0 (Àŋăůăńĳŋőě şśńőćĺěÁ) ĺ Q(x + 1) − Q(x) = x^k. Šőčďă Q(x) = P_k(x): 1^k + 2^k + · · · + (n − 1)^k = Q(2) − Q(1) + Q(3) − Q(2) + · · · + Q(n) − Q(n − 1) = Q(n). Ďăćăľšě ŕřőćěřĺň, ůšő šăłőľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k + 1 śşźěśšćşěš (ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ). Ŕşśšĳ Q(x) = q_0 + q_1x + · · · + q_kx^k + q_{k+1}x^{k+1}. Šőčďă Q(x + 1) − Q(x) = (k + 1)q_{k+1}x^k + ( (_{k+1} 2 ) q_{k+1} + kq_k)x^{k−1} + . . . , ŕő¡šőňş £śŋő, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż q_i ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ őďĺŋ ğă ďřşčĺň ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ (šăłş¿ śĺšşăűĺ¿ ŋăğżćă¿š Àśĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś ćěřţŋěšřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľÁ) ĺ ŋăąőř ĺğ k + 2 ůĺśěń (q_0, . . . , q_{k+1}) őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śćőąőďŋőčő ůńěŋă q_0, őŕřěďěń£ěňőčő ĺğ ŋăůăńĳŋőčő şśńőćĺ£). (b) P_1(x) = x(x − 1)/2, P_2(x) = x(x − 1)(2x − 1)/6, P_3(x) = x^2(x − 1)^2/4, P_4(x) = x(x − 1)(2x − 1)(3x^2 − 3x − 1)/30, P_5(x) = x^2(x − 1)^2(2x^2 − 2x − 1)/12

5. İšő ŋěňěďńěŋŋőě śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ. Ŕřĺćěď-ěŋŋőě řěÿěŋĺě ďěňőŋśšřĺřşěš ćőğňőęŋőśšĺ ňěšőďă ŕřőĺğćőď£źĺţ ťşŋłűĺľ. Ŕşśšĳ t e^t − 1 = ∑ k¿0 ^B_ktk k! . Šőčďă £śŋő, ůšő t = ∑ k¿0 t^{k+1} (k + 1)! ∑ l¿0 ^B_ltl l! = ∑ k¿0 (_k ∑ i=0 ( k + 1 i ) ^B_i ) t^{k+1} (k + 1)! , ŕő¡šőňş ŋă ^B_k ĺ B_k ěśšĳ őďĺŋăłőćżě řěłşřřěŋšŋőě śőšŋőÿěŋĺě ĺ ŋăůăńĳŋőě şśńőćĺě, ă ŕő¡šőňş ¡šĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śőćŕăďă¿š. Ďăńĳÿě ďőłăğăšěńĳśšćő śőćśěň ŕřőśšőě: ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ śšěŕěŋŋżţ śşňň S_k(n) ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň n | ¡šő n−1∑ k=0 e^{kt} = e^{nt} − 1 e^t − 1 = e^{nt} − 1 t · t e^t − 1 = ∑ k¿0 n^{k+1}t^k k! ∑ l¿0 B_lt^l l! = ∑ k¿0 ( 1 k + 1 k∑ i=0 ( k + 1 i ) B_in^{k+1−i} ) t^k k! .

6. n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

B_n 1 − 1 2 1 6 0 −1 30 0 1 42 0 −1 30 0 n 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 B_n 5 66 0 −691 2730 0 7 6 0 − 3617 510 0 43867 798 0 − 174611 330 5, 7, 691, 3617, 43867 − ŕřőśšżě ůĺśńă, 6 = 2 · 3, 30 = 2 · 3 · 5, 42 = 2 · 3 · 7, 66 = 2 · 3 · 11, 2730 = 2 · 3 · 5 · 7 · 13, 510 = 2 · 3 · 5 · 17, 798 = 2 · 3 · 7 · 19, 174611 = 283 · 617, 330 = 2 · 3 · 5 · 11.

7. (İšő řěÿěŋĺě ążńő ŕřěďńőęěŋő Ě. Ťěřěŋś{Śőřőűłĺň, Ő. Śšżřšőň ĺ Ő. Ěćšĺťěěćőľ ćő ćřěň£ łőŋťěřěŋűĺĺ; ňŋě őŋő ŋě ążńő ĺğćěśšŋő ďő ¡šőčő. Ďřşčĺě şůăśšŋĺłĺ ŕřőćěř£ńĺ, ůšő ťşŋłűĺ£ f(t) = t e^t − 1 + t 2 ů-ěšŋă, ŋő ŋă ¡šőň ŕşšĺ ćśšřěůă¿šś£ ŕřőąńěňż ťőřňăńĳŋőčő őąőśŋőćăŋĺ£ (łőšőřżě, ćŕřőůěň, ŋě őůěŋĳ śńőęŋő ŕřěőďőńěšĳ).)

Ŕşśšĳ k | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋěůěšŋőě ůĺśńő, ąőńĳÿěě 1, ďń£ łőšőřőčő B_k ≠ 0. P_k(n) + n^k = P_k(n + 1) = P_k(−n) | śň. řěÿěŋĺě 9(e). Ŕő¡šőňş 1 k + 1 k∑ i=0 ( k + 1 i ) B_i(−n)^{k+1−i} = 1 k + 1 k∑ i=0 ( k + 1 i ) B_in^{k+1−i} + n^k. Ňż ŕřěďŕőńőęĺńĺ, ůšő B_3 = B_5 = · · · = B_{k−2} = 0, ŕő¡šőňş ąőńĳÿĺŋśšćő śńăčăěňżţ śőłřăźă¿šś£ (ůăśšĳ ĺğ ŋĺţ | ĺğ-ğă šőčő, ůšő ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ğŋăłĺ, ďřşčĺě | ĺğ-ğă ¡šőčő ŕřěďŕőńőęěŋĺ£) ĺ ňż ŕőńşůăěň n^k + 2B_1n^k + 2B_kn = 0. Ŕőśłőńĳłş B_1 = − 1 2 , £śŋő, ůšő B_k = 0. 8. P_1(x) = 1 2 x^2 − 1 2 x, P_2(x) = 1 3 x^3 − 1 2 x^2 + 1 6 x, P_3(x) = 1 4 x^4 − 1 2 x^3 + 1 4 x^2, P_4(x) = 1 5 x^5 − 1 2 x^4 + 1 3 x^3 − 1 30 x, P_5(x) = 1 6 x^6− 1 2 x^5+ 5 12 x^4− 1 12 x^2, P_6(x) = 1 7 x^7− 1 2 x^6+ 1 2 x^5− 1 6 x^3+ 1 42 x, P_7(x) = 1 8 x^8− 1 2 x^7+ 7 12 x^6− 7 24 x^4+ 1 12 x^2,

P_8(x) = 1 9 x^9 − 1 2 x^8 + 2 3 x^7 − 7 15 x^5 + 2 9 x^3 − 1 30 x, P_9(x) = 1 10 x^{10} − 1 2 x^9 + 3 4 x^8 − 7 10 x^6 + 1 2 x^4 − 3 20 x^2,

P_{10}(x) = 1 11 x^{11} − 1 2 x^{10} + 5 6 x^9 −x^7 +x^5 − 1 2 x^3 + 5 66 x, P_{11}(x) = 1 12 x^{12} − 1 2 x^{11} + 11 12 x^{10} − 11 8 x^8 + 11 6 x^6 − 11 8 x^4 + 5 12 x^2,

P_{12}(x) = 1 13 x^{13} − 1 2 x^{12} + x^{11} − 11 6 x^9 + 22 7 x^7 − 33 10 x^5 + 5 3 x^3 − 691 2730 x, P_{13}(x) = 1 14 x^{14} − 1 2 x^{13} + 13 12 x^{12} − 143 60 x^{10} + 143 28 x^8 − 143 20 x^6 + 65 12 x^4 − 691 420 x^2,

P_{14}(x) = 1 15 x^{15} − 1 2 x^{14} + 7 6 x^{13} − 91 30 x^{11} + 143 18 x^9 − 143 10 x^7 + 91 6 x^5 − 691 90 x^3 + 7 6 x, P_{15}(x) = 1 16 x^{16} − 1 2 x^{15} + 5 4 x^{14} − 91 24 x^{12} + 143 12 x^{10} − 429 16 x^8 + 455 12 x^6 − 691 24 x^4 + 35 4 x^2,

P_{16}(x) = 1 17 x^{17} − 1 2 x^{16} + 4 3 x^{15} − 14 3 x^{13} + 52 3 x^{11} − 143 3 x^9 + 260 3 x^7 −

1382 15 x^5 + 140 3 x^3 −

3617 510 x, P_{17}(x) = 1 18 x^{18} − 1 2 x^{17} + 17 12 x^{16} − 17 3 x^{14} + 221 9 x^{12} −

2431 30 x^{10} +

1105 6 x^8 −

11747 45 x^6 + 595 3 x^4 −

3617 60 x^2,

P_{18}(x) = 1 19 x^{19} − 1 2 x^{18} + 3 2 x^{17} − 34 5 x^{15} + 34x^{13} − 663 5 x^{11} +

1105 3 x^9 −

23494 35 x^7 + 714x^5 −

3617 10 x^3 +

43867 798 x,

P_{19}(x) = 1 20 x^{20} − 1 2 x^{19} + 19 12 x^{18} − 323 40 x^{16} + 323 7 x^{14} −

4199 20 x^{12} + + 4199 6 x^{10} −

223193 140 x^8 + 2261x^6 −

68723 40 x^4 +

43867 84 x^2

9. (a) 6P_1(x)P_2(x) = 5P_4(x) + P_2(x) (b) 3P_2(x)P_2(x) = 2P_5(x) + P_3(x) (c) 12P_2(x)P_3(x) = 7P_6(x) + 5P_4(x) (d) 2P_3(x)P_3(x) = P_7(x) + P_5(x) (e) őůěćĺďŋő: őąőğŋăůĺň α śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ďăŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă P (x) śšěŕěŋĺ k ĺ ŕřĺňěŋĺň ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ (ŕő śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă) ł ňŋőčőůńěŋş ^P (x) := P (x) − αP_{k−1}(x) (śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě k − 1).

(f) (Ŋăśłőńĳłő ňŋě ĺğćěśšŋő, ăćšőř ¡šőčő ďőłăğăšěńĳśšćă | Ń. Ŕőśĺűěńĳśłĺľ. Ŋěďăćŋő £ ćż£śŋĺń, ůšő ťőřňşńż ďń£ P_k(x) ć [Ŕř] ŕřĺćőď£š ł ďřşčőňş ćăřĺăŋšş śńěďş¿źěľ ńěňňż.)

Őŕřěďěńĺň őŕěřăšőř T ŋă ňŋőčőůńěŋăţ řăćěŋśšćőň (T P )(x) := P (1 − x). Ŕőńőęĺň P_0(x) = x − 1 2 (!!).

Ńěňňă. (T P_k)(x) = (−1)^{k+1}P_k(x) ďń£ ćśěţ k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő ďń£ k = 0. Ŕşśšĳ k > 0. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő P_k (x+1)−P_k(x) = x^k ,

P_k(1) = 0 (śň. řěÿěŋĺě 4). Ňż ďőłăęěň, ůšő (−1)^{k+1}(T P_k)(x) šőęě şďőćńěšćőř£ěš ¡šĺň şśńőćĺ£ň. Ă ŕőśłőńĳłş šăłőľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k+1 řőćŋő őďĺŋ, šő ńěňňă ąşďěš ďőłăğăŋă. Ŕěřěŕĺÿěň ŕěřćőě řăćěŋśšćő šăł: (−1)^{k+1}P_k(−(−x))−(−1)^{k+1}P_k(1−(−x)) = (−x)^k, š.ě. (y := −x) y^k = (−1)^{k+1}P_k(−y)−(−1)^{k+1}P_k(1−y) = (−1)^{k+1}(T P_k)(y + 1) − (−1)^{k+1}(T P_k)(y). (−1)^{k+1}(T P_k)(1) = 0, ŕőśłőńĳłş P_k(0) = 0 (śň. ťőřňşńş (1)), ğŋăůĺš, őąă řăćěŋśšćă ĺňě¿š ňěśšő, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Őśšăćÿă£ś£ ůăśšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă ďěňőŋśšřĺřşěš ćőğňőęŋőśšĺ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż. §śŋő, ůšő T (P_kP_l) = T (P_k)T (P_l) = (−1)^{k+l}P_kP_l. Ŕşśšĳ ďń£ ňŋőčőůńěŋă P_k(x)P_l(x) (śšěŕěŋĺ k + l + 2) ĺňěěšś£ šăłőě ŕřěďśšă-

ćńěŋĺě: P_k(x)P_l(x) =^{k+l+1} ∑ j=0 b_j P_j (x). §śŋő, ůšő^{k+l+1} ∑ j=0 (−1)^{k+l+1}b_j P_j (x) = (−1)^{k+l}P_k(x)P_l(x) = T (P_kP_l)(x) = k+l+1∑ j=0 (−1)^{j+1}b_j P_j (x), ĺ ŕőśłőńĳłş šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő, ŕőŋ£šŋő, ůšő b_j ďőńęŋż őąřăšĺšĳś£ ć

ŋşńĳ ŕřĺ j ≢ k + l + 1 (mod 2).

(Śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě ążńő ŕřěďńőęěŋő Ő. Čőńĳąěřčőň ĺ Ň. Ńěćĺŋżň ćő ćřěň£ łőŋťěřěŋűĺĺ. Őŋő śţőďŋő ś ŕřĺćěď-ěŋŋżň ćżÿě řěÿěŋĺěň ğăďăůĺ 7.)

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ P_k(x)P_l(x) =^{k+l+1} ∑ j=0 b_j P_j (x), šő P_k(x+1)P_l(x+1)−P_k(x)P_l(x) =^{k+l+1} ∑ j=0 b_j x^j . Ŋő P_k(x+1) =

P_k(x) + x^k , ŕő¡šőňş ńěćă£ ůăśšĳ řăćŋă x^{k+l} + x^kP_l(x) + x^lP_k(x). Ş ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż šőľ ęě ů-ěšŋőśšĺ, ůšő ĺ k + l (ĺ ŋě řăćŋżě k + l), ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ůĺśńăň Ąěřŋşńńĺ ś ŋěů-ěšŋżňĺ ŋőňěřăňĺ, ąőńĳÿĺňĺ 1, ĺ ŕő¡šőňş řăćŋż 0 śőčńăśŋő ğăďăůě 7, ă łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^{k+l} řăćěŋ 1 + 2B_1 = 0. Ŕő¡šőňş śőőšćěšśšćş¿źĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż b_j řăćŋż 0.

Şŕřăęŋěŋĺě. (Ŕőńŋżľ őšćěš ňŋě ŋěĺğćěśšěŋ.) Ćżřăğĺšě łő¡ťťĺűĺěŋšż b_j ůěřěğ ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ĺňě¿źěěś£ ďń£ ňŋőčőůńěŋă P_k(x)P_l(x) ŕřěďśšăćńěŋĺě | ¡šő ŕřőśšő ŋăąőř śőőšŋőÿěŋĺľ ŋă ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ. Ćżŕĺÿĺšě ¡šĺ śőőšŋőÿěŋĺ£. §ćń£¿šś£ ńĺ ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ ěďĺŋśšćěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿, şďőćńěšćőř£¿źěľ ¡šĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň?

(g) 60P_3(x)P_4(x) = 27P_8(x) + 35P_6(x) − 2P_4(x).

10. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ šăłĺě őąőğŋăůěŋĺ£: ďń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń a, b ąşďěň ŕĺśăšĳ

a ≡ b (mod k) (a śřăćŋĺňő ś b ŕő ňőďşń¿ k), ěśńĺ ůĺśńĺšěńĳ a − b ďěńĺšś£ ŋă k. (Ŋăĺąőńěě ćŋĺňăšěńĳŋżě ůĺšăšěńĺ şęě ćśšřěšĺńĺ ¡šő őąőğŋăůěŋĺě ůşšĳ ćżÿě. . . )

(a) Ŋăŕőňŋĺň Őśŋőćŋş¿ Šěőřěňş Ăřĺťňěšĺłĺ: (šőůŋěě, şšćěřęďěŋĺě, ¡łćĺćăńěŋšŋőě šřăďĺűĺőŋŋőľ ťőřňě ŐŠĂ): ěśńĺ űěńżě ůĺśńă a, b ŋě ďěń£šś£ ŋă p, šő ĺ ab ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő şňŋőęěŋĺě ćśěţ őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ p ŋă ŋěŋşńěćőľ őśšăšőł ĺŋžěłšĺćŋő (š.ě. ŕěřěćőďĺš řăğńĺůŋżě őśšăšłĺ ć řăğńĺůŋżě). Ŕő¡šőňş £śŋő, ůšő ďń£ łăęďőčő ŋěŋşńěćőčő őśšăšłă a śşźěśšćşěš (ěďĺŋśšćěŋŋżľ) őśšăšőł b, šăłőľ ůšő ab − 1 ≡ 0 (mod p) (řăğńĺůŋżţ őśšăšłőć łőŋěůŋőě ůĺśńő, ŕő¡šőňş ć őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě śĺšşăűĺĺ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ ćśšřěšĺšś£).

(b) Ĺśŕőńĳğşľšě şłăğăŋĺě ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćšőřőčő şšćěřęďěŋĺ£. Ňż ęě ďőłăęěň ŕěřćőě. Ďń£ łăęďőčő a, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă p, őśšăšłĺ ůĺśěń a, 2a, . . . , (p − 1)a őąřăğş¿š ŕőńŋş¿ śĺśšěňş ŋěŋşńěćżţ őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ p. Ŕő¡šőňş 1 · 2 · · · (p − 1)(a^{p−1} − 1) = a · 2a · · · (p − 1)a − 1 · 2 · · · (p − 1) ≡ 0 (mod p). Śőłřăšĺšě (p − 1)! (ćğăĺňŋő ŕřőśšőě ś p ůĺśńő), ůšőąż ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő.

11. (a) Řăśśňőšřĺň őśšăšőł ^k ůĺśńă k ŕő ňőďşń¿ p−1. Šőčďă a^k −a^{bk} ≡ 0 (mod p) ďń£ ń¿ąőčő a (őůěćĺďŋő), ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő Sb_k(p) ≡ 0 (mod p). Ŕşśšĳ b | ŋěŋşńěćőľ őśšăšőł, šăłőľ ůšő bb^k − 1 ≢ 0 (mod p). Ĺğşůĺň bb^kSb_k(p). Ŕőśłőńĳłş b, 2b, . . . (p − 1)b őąřăğş¿š ŕőńŋş¿ śĺśšěňş ŋěŋşńěćżţ őśšăšłőć, £śŋő, ůšő bb^kSb_k(p) − Sb_k(p) ≡ 0 (mod p). Ğăćěřÿĺšě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕő őąřăğűş ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

(b) Ŋěňěďńěŋŋőě śńěďśšćĺě ğăďăůĺ 10(b): a^{l(p−1)} − 1 ďěńĺšś£ ŋă a^{p−1} − 1 ≡ 0 (mod p) . . . Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő p-űěńżň, ěśńĺ ěčő ğŋăňěŋăšěńĳ (ć ŋěśőłřăšĺňőľ ğăŕĺśĺ) ŋě ďěńĺšś£ ŋă p.

12. (Ğďěśĳ ňż śńěďşěň [ĄŸ].) Ŕőńăčă£ n = p^r ć (1), ňż ŕőńşůăěň

S_{2k}(p^r) p^r − B_{2k} = 1 2k + 1 2k−1∑ j=0 ( 2k + 1 j ) B_j p^{r(2k−j)}. Ěśńĺ r ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő, šő ŕřăćă£ ůăśšĳ (ă ğŋăůĺš, ĺ ńěćă£ ůăśšĳ) £ćń£ěšś£ p-űěńżň ůĺśńőň. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż ŕřĺ m ¿ 1

S_{2k}(p^{m+1}) = p^m −1∑

u=0 p−1∑ v=0 (u + vp^m)^{2k} ≡ p p^m−1∑

u=0 u^{2k} + kp^m ∑ u u^{2k−1} ∑ v v ≡ pS_{2k}(p^m)(p^{m+1}),

ĺ ŕő¡šőňş

S_{2k}(p^{m+1}) p^{m+1} − S_{2k}(p_m) p^m | űěńőě ůĺśńő. Ğŋăůĺš, ĺ

S_{2k}(p) p − B_{2k} £ćń£ěšś£ p-űěńżň ůĺśńőň. Ğăňěŋĺšě

S_{2k}(p) ŋă 0 ďń£ 2k ≢ 0 (mod p − 1) ĺ S_{2k}(p) ŋă 1 ďń£ 2k ≡ 0 (mod p − 1), ůšőąż ďőłăğăšĳ šăłőě şšćěřęďěŋĺě (ĺňěŋŋő őŋő ŋăň ĺ ŋşęŋő):

Ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő ůĺśńă q B_{2k} + ∑ p 1 p | q-űěńőě ůĺśńő (śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřőśšżň p, ďń£

łőšőřżţ 2k ≡ 0 (mod p − 1)).

Ŕő¡šőňş ¡šő (řăűĺőŋăńĳŋőě) ůĺśńő £ćń£ěšś£ űěńżň.

13. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő 44 ≡ 0 (mod p − 1) ďń£ ŕřőśšőčő p ⇔ p ∈ {2, 3, 23}. Ŕő¡šőňş ğŋăňěŋăšěńĳ B_{22} řăćěŋ 138 ĺ B_{22} + 1 2 + 1 3 + 1 23 | űěńőě ůĺśńő ⇒ B_{22} = 6193 − 1 2 − 1 3 − 1 23 = 6193 − 121 138 = 854513 138 . 14. Ąőńĳÿĺŋśšćő şůăśšŋĺłőć ĺśŕőńĳğőćăńĺ ć řěÿěŋĺĺ ůăśšŋżľ śńşůăľ šěőřěňż Ďĺřĺţńě: śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŕřőśšżţ ůĺśěń, śřăćŋĺňżţ ś 1 ŕő ňőďşń¿ 3. Ďőłăğăšěńĳśšćő ďőśšăšőůŋő ŕőşůĺšěńĳŋő ĺ ğăśńşęĺćăěš šőčő, ůšőąż ŕřĺćěśšĺ ěčő ğďěśĳ.

(Ŕő ňőšĺćăň řăąőš Ň. Ńěćĺŋă, Ő. Čőńĳąěřčă, Ř. Łřăńěćă, Ď. Řşśěćă, Ć. Ďĺňĺšřőćă. İšő ďőśšăšőůŋő ĺğćěśšŋőě řăśśşęďěŋĺě śşčşąő ¡ńěňěŋšăřŋő, ć őšńĺůĺě őš ďőłăğăšěńĳśšćă Ă. İŋšĺŋă ĺ Ď. Ťăľťňăŋă: őŋĺ ĺśŕőńĳğőćăńĺ łćăďřăšĺůŋżľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ.)

Ďőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő q śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ŕřőśšżţ p, śřăćŋĺňżţ ś 1 ŕő ňőďşń¿ q (ďń£ śőśšăćŋőčő q ďőłăğăšěńĳśšćő šřěąşěš ŋěňŋőčő ąőńĳÿě šěţŋĺłĺ, ŋő ć űěńőň ăŋăńőčĺůŋő). Ŕşśšĳ šăłĺţ

ŕřőśšżţ ůĺśěń łőŋěůŋőě ůĺśńő: p_1, . . . , p_k. Řăśśňőšřĺň ůĺśńő m = n^{q−1} + n^{q−2} + · · · + n + 1 = n^q − 1 n − 1 , čďě

n = 2p_1 · · · p_k. Ğăňěšĺň, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ (ŊŐĎ) ůĺśěń n^a − 1 ĺ n^b − 1 řăćěŋ n^{ŊŐĎ(a,b)} − 1 (ĺśŕőńĳğşľšě ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă). Ŕő¡šőňş ŊŐĎ(m, n^r−1) = ŊŐĎ(m, n−1) ŕřĺ 0 < r < q. Ŋő ŊŐĎ(m, n − 1) = ŊŐĎ(n^{q−2}(n − 1)+2n^{q−3}(n − 1)+ · · · +(q − 1)(n − 1)+ q, n − 1) = ŊŐĎ(q, n − 1). Ŕőśłőńĳłş n ≡ 2 (mod q), ŊŐĎ(n−1, q) = 1. Ğŋăůĺš, ŊŐĎ(m, n^r −1) = 1 ŕřĺ 0 < r < q. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšőľ ďěńĺšěńĳ p ůĺśńă m. Šőčďă n^{p−1} −1 ≡ 0 (mod p) (śň. 10(b); £śŋő, ůšő n ŋě ďěńĺšś£ ŋă p) ĺ n^q −1 ≡ 0 (mod p) (őůěćĺďŋő). Ğŋăůĺš, n^r − 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă p ŕřĺ 0 < r < q, ĺ ŕőśłőńĳłş ŊŐĎ(n^{p−1} − 1, n^q − 1) = n^{ŊŐĎ(p−1,q)} − 1, ňż ćĺďĺň, ůšő ŊŐĎ(p − 1, q) = q, š. ě. p ≡ 1 (mod q), ůšő ŕřĺćőďĺš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿ (łőŋěůŋő, p ŋě śőćŕăďăěš ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ p_i).

§ ćś-ě ęě ŕřěďŕőůĺšă¿ ąőńěě ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕőďţőďż. Ŕěřćőě řěÿěŋĺě.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćśě ŕřőśšżě ďěńĺšěńĺ ůĺśńă n śřăćŋĺňż ś 1 ŕő ňőďşń¿ 6 (ŋăŕřĺňěř, ćőğĳňĺšě n = 7, 7^2, 7^3 . . . ). Ŕşśšĳ q ≠ 2, 3 | ŕřőśšőľ ďěńĺšěńĳ ğŋăňěŋăšěń£ B_{2n}. Šőčďă q ≡ ±1 (mod 6) (q |ŕřőśšőě), ŕő¡šőňş q − 1 ďěńĺšś£ ńĺąő ŋă 6, ńĺąő ŋă űěńőě m ≡ −1 (mod 3). Őąă ćăřĺăŋšă ćňěśšě śő śřăćŋěŋĺěň 2n ≡ 0 (mod q −1) ĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺěň ő śšřşłšşřě ŕřőśšżţ ďěńĺšěńěľ n ćěďşš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿, łőšőřőě ĺ ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő.

Ćšőřőě řěÿěŋĺě.

(Őŋő ążńő ĺğćěśšŋő ňŋě řăŋĳÿě, ŋő ążń řăď őąŋăřşęĺšĳ ěčő ć řăąőšě Ě. Ťěřěŋś{Śőřőűłőčő, Ő. Śšżřšă ĺ Ő. Ěćšĺťěěćőľ.)

Ďń£ ŕřőśšőčő p ćśě ďěńĺšěńĺ 2p | ¡šő 1, 2, p, 2p, ŕő¡šőňş ğŋăňěŋăšěńĳ B_{2p} řăćěŋ 6, ěśńĺ 2p +1 ŋě £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ůĺśńőň (ĺňěŋŋő ğďěśĳ ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ šěőřěňş Ďĺřĺţńě: ďń£ ŕřőśšőčő ůĺśńă p, śřăćŋĺňőčő ś 1 ŕő ňőďşń¿ 3, 2p+1 ďěńĺšś£ ŋă 3 ĺ ŋě ňőęěš ążšĳ ŕřőśšżň ůĺśńőň). Ĺŋăůě ŕőŕřőąşľšě p := 2p+1 (ă 2p+1 := 4p + 3) ĺ š. ď. (Śőśšăćŋőě ůĺśńő ćśšřěšĺšś£: ŋăŕřĺňěř, 2^{p−1}p + 2^{p−1} − 1 ďěńĺšś£ ŋă p . . . ) 15. (a) (b) İšő řěÿěŋĺě ŋăćě£ŋő řăąőšăňĺ Ă. İŋšĺŋă ĺ Ď. Ťăľťňăŋă, Ő.Čőńĳąěřčă, Ň. Ńěćĺŋă (śřăćŋĺšě ¡šő ś řěÿěŋĺěň ć [MŚ], ĺśŕőńĳğş¿źĺň ŕřőĺğćőď£źĺě ťşŋłűĺĺ). Čńăćŋă£ ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ĺśŕőńĳğőćăšĳ řěğşńĳšăš 16; ňż ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšőčő p ůĺśńő a^{2n}(a^{2n} − 1)B_{2n}/2n £ćń£ěšś£ p-űěńżň. İšő őůěćĺďŋő ďń£ p, ŕřĺ łőšőřżţ 2n ŋě ďěńĺšś£ ŋă p − 1 (ĺśŕőńĳğşľšě 12 ĺ 16). Ŕşśšĳ 2n ďěńĺšś£ ŋă p − 1; 2n = (p − 1)p^km, čďě m ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. Ěśńĺ a ďěńĺšś£ ŋă p, šő a^{2n} ďěńĺšś£ ŋă p^{2n} (ĺ ďěńĺšś£ ŋă p^{k+1}, ŕőśłőńĳłş 2n ¿ p^k ¿ k +1, ă ğŋăňěŋăšěńĳ B_{2n}/2n ďěńĺšś£ ć šőůŋőśšĺ ŋă p^{k+1} | śň. 12). Ěśńĺ a ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, šő a^{2n} − 1 ďěńĺšś£ ŋă p^{k+1}, ŕőśłőńĳłş 2n ďěńĺšś£ ŋă (p − 1)p^k = φ(p^{k+1}). (Ć ¡šőň śőśšőĺš šěőřěňă İľńěřă: ďń£ a, ćğăĺňŋő ŕřőśšőčő ś n ĺňěěš ňěśšő śřăćŋěŋĺě a^{φ(n)} ≡ 1 (mod n), čďě φ(n) | ůĺśńő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ n ĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś n. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŕőćšőř£ěš ďőłăğăšěńĳśšćő 10(b).)

16. (İšő řěÿěŋĺě ŕřěďńőęěŋő Ă. İŋšĺŋżň ĺ Ď. Ťăľťňăŋőň. Őśŋőćŋőě ŕřěĺňşźěśšćő śőśšőĺš ć šőň, ůšő ¡šő řěÿěŋĺě ńěčłő ŕěřěŕĺśăšĳ ďń£ ğăďăůĺ 17. Ő. Čőńĳąěřč ĺ Ň. Ńěćĺŋ ĺśŕőńĳğőćăńĺ śşźěśšćőćăŋĺě ŕěřćőőąřăğŋőčő łőřŋ£ ŕő ňőďşń¿ p^k (ďń£ p ≠ 2); Ě. Ťěřěŋś{Śőřőűłĺľ, Ő. Śšżřš ĺ Ő. Ěćšĺťěěćă ĺśŕőńĳğőćăńĺ ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řěğşńĳšăš 15, łőšőřżľ ćżćěńĺ ĺğ ćěśĳňă śńőęŋőčő řěÿěŋĺ£ 17.)

Ŕşśšĳ 1 6 g 6 p − 1 šăłőćő, ůšő g^k − 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă p ŕřĺ 0 < k < p − 1(Àg | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ pÁ. Şŕřăęŋěŋĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő šăłőě g śşźěśšćşěš | ¡šő ŋě őůěŋĳ śńőęŋő.) gt e^{gt} − 1 − t e^t − 1 = ∑ k¿1 (g^k − 1)B_k t^k k! = t ∑ k¿1^{Gk} t^{k−1} (k − 1)! , čďě G_k = (g^k − 1) B_k k . Ŕěřěŕĺÿěň ¡šő ć ćĺďě ∑ k¿1^{Gk} t^{k−1} (k − 1)! = g e^{gt} − 1 − 1 e^t − 1 . Őąőğŋăůĺň u = e^t − 1. g e^{gt} − 1 − 1 e^t − 1 = g (1 + u)^g − 1 − 1 u = g gu + ∑_g j=2 c_j u^j − 1 u = 1 u ( 1 1 + ∑_g j=2 c_j u^{j−1}/g − 1 ) . Ğăňěšĺň, ůšő 1 1 + ∑_g j=2 c_j u^{j−1}/g = 1 + ∑ j61^{dj u} j , čďě ůĺśńă d_j | p-űěńżě. Ŕő¡šőňş ∑ k¿1^{Gk} t^{k−1} (k − 1)! = ∑ r¿0^{ar} (e^t − 1)^r = ∑ r¿0^{ar} r∑ m=0 (−1)^{r−m} ( r m ) e^{mt}, čďě ćśě a_r | p-űěńżě. Ğăňěŋ££ ćśě e^{mt} ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě śšěŕěŋŋżě ř£ďż, ňż ŕőńşůăěň

G_k = x_1 + x_2 · 2^{k−1} + . . . x_k · (k − 1)^{k−1},

čďě ćśě x_k | p-űěńżě. (Ğďěśĳ ňż ĺśŕőńĳğşěň šőš őůěćĺďŋżľ ťăłš, ůšő řăğńőęěŋĺě ć śšěŕěŋŋőľ ř£ď (e^t − 1)^m ŋăůĺŋăěšś£ ś t^m.) Ŕő¡šőňş G_k | p-űěńőě ůĺśńő ďń£ ń¿ąőčő k. Ćěřŋ-ěňś£ ł řěÿěŋĺ¿ ğăďăůĺ. B_{2n}/n | p-űěńőě ⇒ B_{2n} | p-űěńőě (őůěćĺďŋő). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő B_{2n} | p-űěńőě ůĺśńő. İšő őğŋăůăěš, ůšő 2n ŋě ďěńĺšś£ ŋă

p − 1, ŕő¡šőňş g^{2n} − 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, ă ŕőšőňş B_{2n}/n = 2G_{2n} g^{2n} − 1

| p-űěńőě ůĺśńő.

17. (Ąőńĳÿă£ ůăśšĳ řăąőšż ŕřőďěńăŋă ć ŕřĺćěď-ěŋŋőň řěÿěŋĺĺ 16.) Ğăŕĺÿěň

G_{2k} = 2k+p−2 ∑ m=1 x_mm^{2k−1},

čďě x_m | p-űěńżě (řăśłřőľšě śłőąłĺ ć^{2k+p−2} ∑ r=0 a_r(e^t − 1)^r, ŋě őąřăźă£ ćŋĺňăŋĺ£, ůšő ć ŋěłőšőřżţ ĺğ ¡šĺţ

śłőąőł łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ t^{2k−1} ŋă śăňőň ďěńě ŋşńěćőľ). Ŕőŋ£šŋő, ůšő

G_{2k+p−1} = 2k+p−2 ∑ m=1 x_mm^{2k+p−2}. Ŕő¡šőňş

G_{2k+p−1} − G_{2k} = 2k+p−2 ∑ m=1 x_mm^{2k−1}(m^{p−1} − 1) ≡ 0 (mod p).

G_{2k+p−1} − G_{2k} = g^{2k}(g^{p−1} − 1) B_{2k+p−1} 2k + p − 1

+ (g^{2k} − 1)( B_{2k+p−1} 2k + p − 1 − B_{2k} 2k ), ĺ ŕőśłőńĳłş g^{2k}(g^{p−1} − 1) B_{2k+p−1} 2k + p − 1

≡ 0 (mod p) (ĺśŕőńĳğşľšě 10 ĺ 12) ĺ g^{2k} − 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă p (2k ŋě ďěńĺšś£ ŋă p − 1), ňż ćĺďĺň, ůšő B_{2k+p−1} 2k + p − 1 − B_{2k} 2k ≡ 0 (mod p)

. Šěŕěřĳ śřăćŋěŋĺě Łşňňěřă ďőłăğżćăěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő 2n − 2k.

18. Ŕşśšĳ ĺřřěčşń£řŋżţ ŕřőśšżţ ůĺśěń ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő: p_1, . . . , p_k. Ćżąěřěň ŋăšşřăńĳŋőě n ŋăśšőńĳłő ąőńĳÿĺň, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ | | | B_{2m} 2m | | | > 1 (čďě m = n(p^1 − 1) · · · (p^k − 1)). §śŋő, ůšő ğŋăňěŋăšěńĳ B_{2m} 2m ďěńĺšś£ ŋă p_i ŕřĺ ćśěţ i = 1, . . . , k (ĺśŕőńĳğşľšě 12), ŕő¡šőňş ůĺśńĺšěńĳ ¡šőčő ůĺśńă ďőńęěŋ ążšĳ řăćěŋ ±1 (śőčńăśŋő ŋăÿěňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, ěśńĺ ¡šőš ůĺśńĺšěńĳ ďěńĺšś£ ŋă ŕřőśšőě p, šő p | őďŋő ĺğ p_i.). İšő ŕřőšĺćőřěůĺš | | | | B_{2m} 2m | | | | > 1. 19. (Ďőłăğăšěńĳśšćő Ĺ. Čşďă (ĺğ [Čşď]); ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő łń¿ůěćőčő šőęďěśšćă ěśšĳ ć łŋĺčě [Mał])^1

1Ő, şęăś! Ĺ ¡šő ěśšĳ ć łŋĺčě [ČŁŔ].

Őąőğŋăůĺň ¡šőš śćőąőďŋżľ ůńěŋ C(a_1, . . . , a_k). Ďőłăęěň, ůšő C(a_1, . . . , a_k) = C(a_1 − 1, a_2, . . . , a_k) + · · · + C(a_1, · · · , a_k −1) (ĺňě¿š ňěśšő őůěćĺďŋżě ŋăůăńĳŋżě şśńőćĺ£ C(a_1, . . . , a_{k−1}, 0) = C(a_1, . . . , a_{k−1}) ĺ C(0) = 1). Ŕőśłőńĳłş ňşńĳšĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż şďőćńěšćőř£¿š šěň ęě ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺ£ň ĺ řěłşřřěŋšŋőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿, ¡šő ďőłăęěš čĺŕőšěğş Ďăľśőŋă.

Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ f(x) =^n ∑ j=1 ∏ i≠j x_i − x x_i − x_j . Ěčő śšěŕěŋĳ ŋě ŕřěćőśţőďĺš n−1 ĺ f(x_1) = · · · = f(x_n) = 1,

ŕő¡šőňş f(x) ≡ 1. Ğŋăůĺš,

1 = f(0) = n∑ j=1 ∏ i≠j x_i x_i − x_j = n∑ j=1 ∏ i≠j 1 1 − x_j x_i .

Şňŋőęĺć ∏ 16i≠j6n ( 1 − x_j x_i )_{aj} ŋă ¡šő řăćěŋśšćő, ňż ŕőńşůĺň şŕőň£ŋşšőě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě.

20. İšő ŕřőśšőě şŕřăęŋěŋĺě ŕő ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě. Ďń£ łăęďőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ćżŕĺÿěň ćśě ěčő (şŕőř£ďőůěŋŋżě) ąăğĺśż. Ůšőąż ŕőďśůĺšăšĳ łőńĺůěśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋăďő ćż£śŋĺšĳ, śłőńĳłő ćśěčő ćżŕĺśăŋő ąăğĺśőć ĺ śłőńĳłő ąăğĺśőć śőőšćěšśšćşěš őďŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş. Łőńĺůěśšćő řăğńĺůŋżţ (şŕőř£ďőůěŋŋżţ) ŋăąőřőć k ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ć n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň F_q ćżůĺśńĺšĳ ńěčłő, ěśńĺ śőőąřăğĺšĳ, ůšő šőůěł ć šăłőň n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě q^n (¡šő őśőąěŋŋő őůěćĺďŋő. ěśńĺ ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ÀăřĺťňěšĺůěśłĺňÁ, š. ě. ŕřőśšřăŋśšćőň n-őł ¡ńěňěŋšőć F_q ś ŕőłőőřďĺŋăšŋżň śńőęěŋĺěň ĺ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńő): ěśšĳ q^n − 1 śŕőśőąőć ćżąřăšĳ ŕěřćżľ ćěłšőř (ŋăďő ńĺÿĳ, ůšőąż őŋ ążń ŋěŋşńěćżň), q^n − q śŕőśőąőć ćżąřăšĳ ćšőřőľ ćěłšőř (ŋăďő, ůšőąż őŋ ŋě ńěęăń ć (őďŋőňěřŋőľ) ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŕěřćőčő), q^n −q^2 śŕőśőąőć ćżąřăšĳ šřěšĺľ ćěłšőř (ŋăďő, ůšőąż őŋ ŋě ńěęăń ć (ďćşňěřŋőľ) ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŕěřćżţ ďćşţ) ĺ š. ď. Ĺśłőňőě ůĺśńő řăćŋő, šăłĺň őąřăğőň, (q^n − 1) · · · (q^n − q^{k−1}) = q^{k(k−1)/2} n!_q (n − k)!_q (q − 1)^k.

Śłőńĳłő ąăğĺśőć ćżŕĺśăŋő ďń£ łăęďőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă? Ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺţ q^{k(k−1)/2}k!_q (q − 1)^k. Ŕő¡šőňş řăğńĺůŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć q^{k(k−1)/2} n!_q (n − k)!_q (q − 1)^k

q^{k(k−1)/2}k!_q (q − 1)^k = n!_q k!_q (n − k)!_q = ( n k ) q . 21. Ŕşśšĳ y^{(i)}_{2n+1} = ∑ k≡i (mod p−1) (_{2n+1} k ) , i = 0, 1, . . . , p − 2. Ďőłăęěň, ůšő ćśě ¡šĺ p − 1 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ

(ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ŋěů-ěšŋżňĺ ůĺśńăňĺ) ŕěřĺőďĺůŋż ŕő ňőďşń¿ p. Ŕőśłőńĳłş y^{(i)}_{2n+1} = y^{(i)}_{2n−1} + 2y^{(i−1)}_{2n−1} + y^{(i−2)}_{2n−1} (őůěćĺďŋő), ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő y^{(i)}_0 ≡ y^{(i)}p (mod p) ďń£ ń¿ąőčő 0 < i < p − 1. Ă ¡šő £śŋő:

y^{(0)}_0 = 1 ≡ 1 + p = ( p 0 ) + ( p p − 1 ) = y^{(0)}_p ,

y^{(1)}_0 = 1 ≡ p + 1 = ( p 1 ) + ( p p ) = y^{(1)}_p ,

y^{(i)}_0 = 0 ≡ ( p i ) = y^{(i)}_p , ŕřĺ i = 2, 3, . . . , p − 2.

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő y^{(i)}_{2n+1} =

(_{2n+1} i ) ďń£ ń¿ąőčő i = 0, 1, . . . , p−2 ŕřĺ 2n+1 6 p−2, ć ůăśšŋőśšĺ, y^{(0)}_{2n+1} = 1 ďń£ šăłĺţ n, ă ğŋăůĺš y^{(0)}_{2n+1} ≡ 1 (mod p) ŕřĺ ćśěţ n. Ŋő y^{(0)}_{2n+1} = 1+ ∑ k>0 (_{2n+1} k(p−1) ) , ŕő¡šőňş şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ ďőłăğăŋő.

Ďřşčőě řěÿěŋĺě őśŋőćăŋő ŋă šăłőň śőőąřăęěŋĺĺ:

S_{2n+1}(p) = p−1∑ i=0 i^{2n+1} ≡ p−1∑ j=0 (j + 1)^{2n+1} = p−1∑ j=0 2n+1∑ k=0 ( 2n + 1 k ) j^k = p + 2n+1∑ k=1 ( 2n + 1 k ) S_k(p), ĺ řăśśşęďěŋĺě ć ďşţě ğăďăůĺ 11 ďă-ěš űěŕőůłş śřăćŋěŋĺľ

0 ≡ S_{2n+1}(p) ≡ p−1∑ k=1 ( 2n + 1 k ) S_k(p) ≡ ∑ k>0 ( 2n + 1 k(p − 1) ) (mod p),

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

22. Şłăğăŋĺě: ŕşśšĳ B(x) = te_t − 1 + t2. Ŕřőćěřĳšě, ůšő B(x) şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş ďĺťťěřěŋűĺăńĳ-

ŋőňş şřăćŋěŋĺ¿: B^2(x) − B(x) + xB^′(x) = x^2 4 ĺ ůšő šřěąşěňőě řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě śńěďşěš ĺğ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£.

23. Ćśě řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ őśŋőćăŋż ŋă ŕř£ňőň ćżůĺśńěŋĺĺ. Ňŋě ŕőŋřăćĺńőśĳ śńěďş¿źěě řěÿěŋĺě Ě. Ťěřěŋś{Śőřőűłőčő, Ő. Śšżřšă ĺ Ő. Ěćšĺťěěćőľ.

Ğăňěšĺň, ůšő f(m, n) = f(n, m) ĺ f(−m, −n) = f(m, n). Ŕőśłőńĳłş f(m, n)+f(m, −n) = ∑ 0<2j<2k 1 m^{2j} n^{2k−2j} (śńăčăěňżě, śőďěřęăźĺě n ć ŋěů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ, śőłřăźă¿šś£, ć ů-ěšŋőľ | şďćăĺćă¿šś£), šő ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő

f(m, n) − f(m, m + n) − f(m + n, n) = f(m, n) + f(m, −n) ⇔ f(m + n, n) + f(m, m + n) + f(m, −n) = 0 ⇔ f(m + n, n) + f(−m, −m − n) + f(−n, m) = 0. Ďőłăęěň, ůšő ďń£ ćśěţ a, b, c, ďń£ łőšőřżţ abc ≠ 0 ĺ a + b + c = 0, ćżŕőńŋěŋő f(a, −b)+ f(b, −c)+ f(c, −a) = 0. (Ŕőśńě ¡šőčő ŋăďő ńĺÿĳ ŕőďśšăćĺšĳ a = m + n, b = −n, c = −m.) Ďń£ ¡šőčő ŕřěőąřăğşěň ćżřăęěŋĺě ďń£ f(m, n) (ŕřĺ m ≠ n): (n − m)f(m, n) = 1 mn^{2k−2} − 1 n^{2k−1} + 1 m^{2k−1} − 1 m^{2k−2}n + 1 2 2k−2∑ j=2 1 m^j n^{2k−j−1} − 1 2 2k−2∑ j=2 1 m^{j−1}n^{2k−j} = 1 2mn^{2k−2} − 1 2m^{2k−2}n + 1 m^{2k−1} − 1 n^{2k−1} , őšłşďă f(m, n) = 1 n − m ( 1 2mn^{2k−2} − 1 2m^{2k−2}n + 1 m^{2k−1} − 1 n^{2k−1} ) . Ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő šěŕěřĳ őůěŋĳ ŕřőśšő: f(a, −b) = 1 c ( 1 2ab^{2k−2} + 1 2a^{2k−2}b + 1 a^{2k−1} + 1 b^{2k−1} ) ,

f(b, −c) = 1 a ( 1 2bc^{2k−2} + 1 2b^{2k−2}c + 1 b^{2k−1} + 1 c^{2k−1} ) , f(c, −a) = 1 b ( 1 2ca^{2k−2} + 1 2c^{2k−2}a + 1 c^{2k−1} + 1 a^{2k−1} ) ,

f(a, −b) + f(b, −c) + f(c, −a) = 1 a^{2k−2} ( 1 ab + 1 bc + 1 ca ) + 1 b^{2k−2} ( 1 ab + 1 bc + 1 ca ) + 1 c^{2k−2} ( 1 ab + 1 bc + 1 ca ) = ( 1 a^{2k−2} + 1 b^{2k−2} + 1 c^{2k−2} ) ( 1 ab + 1 bc + 1 ca ) = ( 1 a^{2k−2} + 1 b^{2k−2} + 1 c^{2k−2} ) ( a + b + c abc ) = 0.

24. Ŕřőśşňňĺřşěň řăćěŋśšćă ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŕő ćśěň ŋăšşřăńĳŋżň m, n. Ğăňěšĺň, ůšő ∑ m,n 1 m^{2j} n^{2k−2j} = ζ(2j)ζ(2k − 2j), ∑ m,n f(m, m + n) = ∑ m<n f(m, n), ∑ m,n f(m + n, n) = ∑ m>n f(m, n), ŕő¡šőňş ( k + 1 2 ) ζ(2k) = ∑ m=n f(m, n) = ∑ m,n f(m, n) − ∑ m<n f(m, n) − ∑ m>n f(m, n) = ∑ m,n (f(m, n) − f(m, m + n) − f(m + n, n)) = ∑ 0<2j<2k ∑ m,n 1 m^{2j} n^{2k−2j} = ∑ 0<2j<2k ζ(2j)ζ(2k − 2j), ůšő ďă-ěš 2k − 1 2 ζ(2k) = k∑ j=0 ζ(2j)ζ(2k − 2j). Őśšăńőśĳ śőŕőśšăćĺšĳ ¡šő řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ś řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň ğăďăůĺ 22 ĺ ŕőńşůĺšĳ łńăśśĺůěśłş¿ ťőřňşńş ζ(2k) = (−1)^{k−1}

(2π)^{2k} B_{2k} 2(2k)! . Ğăňěůăŋĺě. Ĺğ ¡šőľ ťőřňşńż, ć ůăśšŋőśšĺ, ńěčłő śńěďşěš őűěŋłă řőśšă ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ, ĺśŕőńĳğőćăŋŋă£ ć ğăďăůě 18.

25. Ŕřĺćěď-ěň ğďěśĳ ŋěśłőńĳłő őąž£śŋěŋĺľ řăğŋőľ śšěŕěŋĺ şąěďĺšěńĳŋőśšĺ.

• (ÀĎăńěłő ĺďşźěě őąž£śŋěŋĺěÁ.) ∑ k¿0 B_k k! t^k = t e^t − 1 = −t · 1 1 − e^t = −t · (1 + e^t + e^{2t} + . . . ) =

− t · 1 + ∑ n¿0 t^n n! ∑ k¿1^k n = −t − ∑ n¿1 t^n n! n ∑ k¿1^k n−1 . Śřăćŋĺň łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ t:

ŕřĺ t^n (n > 1): −n ∑ k¿1 k^{n−1} = B^n, őšłşďă ζ(1 − n) = − B_n n ; ŕřĺ t^1: − ∑ k¿1 1^− 1 =^− 1 2 , őšłşďă ζ(0) = − 1 2 (ŕřĺ t^0: 1 = 0, őšłşďă. . . ).

• (İšő őąž£śŋěŋĺě ŕřěďńőęĺńĺ Ă. İŋšĺŋ ĺ Ď. Ťăľťňăŋ.) Őŕřěďěńĺň ňŋőčőůńěŋż Ąěřŋşńńĺ B_n(x) řăćěŋśšćőň B_n(x) = nP_{n−1}(x) + B_n. Šőčďă P_{n−1}(x) = B_n(x) − B_n n , k^{n−1} = P_{n−1}(k + 1) − P_{n−1}(k) =

B_n(k + 1) − B_n n − B_n(k) − B_n n = B_n(k + 1) − B_n(k) n , ∑ k¿1^k n−1 = 1 n ∑ k¿1 (B_n(k + 1) − B_n(k)) = −

B_n(1) n = − nP_{n−1}(1) + B_n n = − B_n n . (Ŕřőąńěňă ğďěśĳ ć šőň, ůšő őŕřěďěń££ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ňŋőčőůńěŋż Ąěřŋşńńĺ, ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ń¿ąőľ őšćěš. Łőŋěůŋő, ďń£ Ă. İŋšĺŋă ĺ Ď. Ťăľťňăŋă ążńő őůěćĺďŋő ŕřěĺňşźěśšćő ňŋőčőůńěŋőć Ąěřŋşńńĺ, š. ł. őŋĺ şśŕěÿŋő ĺśŕőńĳğőćăńĺ řăğńőęěŋĺě ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć ć ř£ďż Ťşřĳě ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ğăďăůĺ 24. . . ) • (ÀŐąž£śŋěŋĺě ć ďşţě Ăąěń£Á(śőőšćěšśšćş¿źĺľ ňěšőď śşňňĺřőćăŋĺ£ ř£ďőć ŕřĺŕĺśżćăěšś£ Ăąěń¿).)

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺňě¿š ňěśšő řăćěŋśšćă (ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć):

1 − 2x + 3x^2 − 4x^3 + · · · = 1 (1 + x)^2

, 1^2 − 2^2x + 3^2x^2 − 4^2x^3 + · · · = 1 − x (1 + x)^3 . Ğŋăůĺš,

1 + 2 + · · · − 4(1 + 2 + . . . ) = 1 − 2 + 3 − 4 + · · · = 1 − 2x + 3x^2 − 4x^3 + . . . | |_{x=1} = 1

(1 + x)^2 | | |_{x=1} = 1 4 , 1^2+2^2+· · ·−8(1^2+2^2+. . . ) = 1^2−2^2+3^2−4^2+· · · = 1^2 − 2^2x + 3^2x^2 − 4^2x^3 + . . . | |_{x=1} = 1 − x

(1 + x)^3 | | | |_{x=1} = 0, őšłşďă 1 + 2 + · · · = − 1 12 , 1^2 + 2^2 + · · · = 0.

Şŕřăęŋěŋĺě. (Ŕřěďşŕřěęďěŋĺě: ¡šő şŕřăęŋěŋĺě | śńőęŋőě.) Ŕřĺďşňăľšě ăŋăńőčĺůŋőě őąž£śŋěŋĺě ć őąźěň śńşůăě.

26. (Ğďěśĳ ŕřĺćőďĺšś£ řăśśşęďěŋĺě, łőšőřőě śőďěřęĺš řěÿěŋĺ£ ąőńĳÿĺŋśšćă ğăďăů ŕřő ůĺśńĺšěńĺ ĺ ğŋăňěŋăšěńĺ ůĺśěń Ąěřŋşńńĺ. Ěčő ŋě ŕřĺďşňăń ŋĺ őďĺŋ şůăśšŋĺł łőŋťěřěŋűĺĺ. Ďřşčőě řěÿěŋĺě ňőęŋő ŋăľšĺ ć [Ko], ŕřăćďă, ůšőąż ěčő őśćőĺšĳ, ŋăďő ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŕřőůĺšăšĳ (šăň ęě) ŕřő p-ăďĺůěśłőě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě.)

Őąőğŋăůĺň σ_{2m} ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő ćśě ůĺśńă 1 2m + 1

B_kpσ^{2m} £ćń£¿šś£ pűěńżňĺ (0 6 k 6 2m − 1). Šőčďă

S_{2m}(p^r) − p^rB_{2m} ≡ 0 (mod p2r − σ^{2m} ) (∗) . Ŕşśšĳ r ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő, ŋăŕřĺňěř, r > max (σ_{2m} + 2m + N, σ_{2n} + 2n + N). Řăśśňőšřĺň űěńőě a (ěčő ćżąőř ąşďěš şšőůŋ-ěŋ ŕőğęě), ŋě ďěń£źěěś£ ŋă p. Ďń£ i = 1, . . . , p^r − 1 őąőğŋăůĺň b_i(r) őśšăšőł ia ŕő ňőďşń¿ p^r: ia = b_i(r) + p^rq_i(r), 0 < b_i(r) < p^r. Šőčďă

i^{2m}a^{2m} ≡ b_i(r)^{2m} + 2mb_i(r)^{2m−1}q_i(r)p^r (mod p^{2r}). Śşňňĺřş£ ŕő i = 1, . . . , p^r − 1, ŕőńşůăěň

a^{2m}S_{2m}(p^r) ≡ S_{2m}(p^r) + 2mp^r (_pr_{−1} ∑ i=1 b_i(r)^{2m−1}q_i(r) ) (mod p^{2r}),

ůšő ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě

(a^{2m} − 1)S_{2m}(p^r) ≡ 2mp^r (_pr_{−1} ∑ i=1 b_i(r)^{2m−1}q_i(r) ) (mod p^{2r}).

Ĺğ śřăćŋěŋĺ£ (*) śńěďşěš

(a^{2m} − 1)p^rB_{2m} ≡ 2mp^r (_{pr −1} ∑ i=1 b_i(r)^{2m−1}q_i(r) ) (mod p2r − σ^{2m} ),

őšłşďă (a^{2m} − 1)B_{2m} ≡ 2m (_pr_{−1} ∑ i=1 b_i(r)^{2m−1}q_i(r) ) (mod pr − σ^{2m} ).

Ŕőśłőńĳłş p^{2m} > 2m (őůěćĺďŋő), šő £śŋő, ůšő

(a^{2m} − 1) B_{2m} 2m ≡ p^r −1∑

i=1 b_i(r)^{2m−1}q_i(r) (mod pr − σ^{2m} − 2m). (∗∗)

Ćżďěńĺň ĺğ śşňňż ć ŕřăćőľ ůăśšĺ śşňňş b_i(r), ŋě ďěń£źĺţś£ ŋă p. Őąőğŋăůĺň ¡šş śşňňş ˚_{2m}. Ąńĺęăľÿěľ ŋăÿěľ űěńĳ¿ ąşďěš řăğőąřăšĳś£ ś őśšăćÿěľś£ ůăśšĳ¿ śşňňż ć ŕřăćőľ ůăśšĺ:^p r�1_{−1}∑ i=1 b_{pi}(r)^{2m−1}q_{pi}(r). Őąő-

ğŋăůĺň c_i = b_{pi}(r) p (i = 1, . . . , p^{r−1} − 1). Őůěćĺďŋő, ůšő c_i = b_i(r − 1), q_{pi}(r) = q_i(r − 1). Ğăŕĺÿěň śřăćŋěŋĺě (**) ś ğăňěŋőľ r ŋă r − 1:

(a^{2m} − 1) B_{2m} 2m ≡ p^r�1−1 ∑ i=1 b_i(r − 1)^{2m−1}q_i(r − 1) (mod pr − 1 − σ^{2m} − 2m).

Ŋő ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő

p^r�1−1 ∑ i=1 b_i(r − 1)^{2m−1}q_i(r − 1) =

p^r�1−1 ∑ i=1 c^{2m−1} i q_i(r − 1) = 1 p^{2m−1} p^r�1−1 ∑ i=1 b_{pi}(r)^{2m−1}q_{pi}(r).

Ŕő¡šőňş p^{2m−1}(a^{2m} − 1) B_{2m} 2m ≡ p^r�1−1 ∑ i=1 b_{pi}(r)^{2m−1}q_{pi}(r) (mod pr − σ^{2m} − 2m)

(őůěćĺďŋő, ůšő 2m − 1 ¿ 1). Ŕőďśšăŋőćłă ¡šőčő ć śřăćŋěŋĺě (**) ďă-ěš

(a^{2m} − 1) B_{2m} 2m ≡ ˚_{2m} +

p^r�1−1 ∑ i=1 b_{pi}(r)^{2m−1}q_{pi}(r) ≡ ˚_{2m} + p^{2m−1}(a^{2m} − 1) B_{2m} 2m (mod pr − σ^{2m} − 2m), ůšő ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć şďőąŋőň ćĺďě (a^{2m} − 1)(1 − p^{2m−1}) B_{2m} 2m ≡ ˚_{2m} (mod pr − σ^{2m} − 2m), őšłşďă (ŋăŕőňŋĺň, ůšő r ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő)

(a^{2m} − 1)(1 − p^{2m−1}) B_{2m} 2m ≡ ˚_{2m} (mod p^{N+1}) ĺ šőůŋő šăł ęě (a^{2n} − 1)(1 − p^{2n−1}) B_{2n} 2n ≡ ˚_{2n} (mod p^{N+1}).

Ŕőśłőńĳłş 2m − 2n ďěńĺšś£ ŋă p^{N+1} − p^N = φ(p^{N+1}) ŕő şśńőćĺ¿, ă ůĺśńă b_i(r) (šě, ůšő śőąřăŋż ć ˚_{2m} ĺ ˚_{2n}) ŋě ďěń£šś£ ŋă p, šő ĺğ šěőřěňż İľńěřă śńěďşěš, ůšő (a^{2n} − 1)(1 − p^{2n−1}) B_{2n} 2n ≡ ˚_{2n} ≡ ˚_{2m} ≡ (a^{2m} − 1)(1 − p^{2m−1}) B_{2m} 2m (mod p^{N+1}), őšłşďă (a šőęě ŋě ďěńĺšś£ ŋă p)

(a^{2n} − 1) ( (1 − p^{2n−1}) B_{2n} 2n − (1 − p^{2m−1}) B_{2m} 2m ) ≡ 0 (mod p^{N+1}).

Őśšăńőśĳ ńĺÿĳ ćżąřăšĳ a šăłĺň, ůšő a^{2n} − 1 ŋě ďěńĺšś£ ŋă p, ůšő ćőğňőęŋő, š. ł. 2n ŋě ďěńĺšś£ ŋă p − 1.

Ńĺšěřăšşřă

[ĄŸ] Ğ. Ĺ. Ąőřěćĺů, Ĺ. Ř. Ÿăťăřěćĺů. Šěőřĺ£ ůĺśěń. Ňőśłćă, Ŋăşłă, 1985. [Čě] Ă. Ő. Čěńĳťőŋď. Ĺśůĺśńěŋĺě łőŋěůŋżţ řăğŋőśšěľ. Ňőśłćă-Ńěŋĺŋčřăď, ČĹŠŠŃ, 1952. [Čşď] I. J. Good. A short proof of a conjecture of Dyson. J. Math. Phys., 11, 1970. [ČŁŔ] Ř. Ń. Čř¡ţěň, Ď. Ě. Łŋşš, Ő. Ŕăšăÿŋĺł. Łőŋłřěšŋă£ ňăšěňăšĺłă. Ňőśłćă, Ňĺř, 1998. [Ko] Ŋ. Łőąńĺű. P -ăďĺůěśłĺě ůĺśńă, p-ăďĺůěśłĺľ ăŋăńĺğ ĺ ďğěšă-ťşŋłűĺĺ. Ňőśłćă, Ňĺř, 1982. [Mał] Ĺ. Č. Ňăłďőŋăńĳď. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ĺ ňŋőčőůńěŋż Ţőńńă. Ňőśłćă, Ňĺř, 1985. [MŚ] Ď. Ňĺńŋőř, Ď. Śšăÿěťť. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż. Ňőśłćă, Ňĺř, 1979. [Ŕř] Ć. Ć. Ŕřăśőńőć. Ğăďăůĺ ĺ šěőřěňż ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż. Ňőśłćă, Ŋăşłă, 1996.