Ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ

Ś. Ąěřńőć, Ł. Łőţăśĳ

August 8, 2001

Şśńőćĺ£ ğăďăů

Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ ŋăţőď£šś£ ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ, ěśńĺ ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ ŋĺţ ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ; ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ, ěśńĺ őŋĺ őąřăğş¿š ćěřÿĺŋż ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

1 Őďĺŋőůŋżľ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł

1.1 Ŕşśšĳ X | ŕřőĺğćőńĳŋőě łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Šřěşčőńĳŋĺł

ABC, čďě A, B, C ∈ X, ŋăğőćěň ůěšŋżň, ěśńĺ ćŋşšřĺ ŋěčő śőďěřęĺšś£ ůěšŋőě ůĺśńő šőůěł ňŋőęěśšćă X, ĺ ŋěůěšŋżň | ěśńĺ ŋěůěšŋőě. Ŕşśšĳ A_1, A_2, . . . , A_n | ŕřőĺğćőńĳŋżě šőůłĺ ĺğ ňŋőęěśšćă X. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ĺňě¿š őďŋş ĺ šş ęě ůěšŋőśšĳ, šő šőůłĺ A_1, A_2, . . . , A_n ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ.

1.2 Ŕşśšĳ A_1, A_2, A_3, . . . | ŕřőĺğćőńĳŋőě łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Šřěşčőńĳŋĺł A_iA_j A_k, i < j < k, ŋăğőćěň ŕřăćĺńĳŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ěčő ćěřÿĺŋż ŕěřěůĺśń£¿šś£ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě ĺňěŋŋő ć šăłőň ŕőř£ďłě, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŋăğőćěň ěčő ŋěŕřăćĺńĳŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n šőůłĺ A_{i1} , A_{i2} , . . . , A_{in} ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ, ěśńĺ ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ A_{ip} A_{iq} A_{ir} , i_p < i_q < i_r, őřĺěŋšĺřőćăŋż őďĺŋăłőćő.

Ŕşśšĳ N(n) | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, šăłőě ůšő ć ń¿ąőň ňŋőęěśšćě šőůěł ŕńőśłőśšĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, śőďěřęăźěň ŋě ňěŋěě N(n) šőůěł, őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ n šőůěł, ńěęăźĺţ ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă. Ğăďăůă ő ŋăţőęďěŋĺĺ ůĺśńă N(n) ĺńĺ ţőš£ ąż ŕőńşůěŋĺĺ łăłĺţ-ńĺąő řěăńĺśšĺůŋżţ őűěŋőł ¡šőčő ůĺśńă ĺğćěśšŋă łăł ŕřőąńěňă İřďěÿă-Śěłěřěÿă. 1.3 Ďőłăęĺšě, ůšő N(3) = 3, N(4) = 5.

1.4 Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋő 2000 šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, šő

ă) ňőęŋő őąřăğőćăšĳ ŋě ňěŋěě 400 ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ćżŕşłńżţ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőć ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ;

ą) ňőęŋő őąřăğőćăšĳ ŋě ňěŋěě 444 ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ćżŕşłńżţ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőć; ć) ćśěčďă ńĺ ňőęŋő ćżřěğăšĳ 500 ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ćżŕşłńżţ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőć? č)Łšő ąőńĳÿě?

1.5 Ďőłăęĺšě, őŕĺřă£śĳ ŋă ğăďăůĺ 1.1, 1.2, ůšő ůĺśńő N(n) śşźěśšćşěš ďń£ łăęďőčő n > 2. 1.6 Ďőłăęĺšě, ůšő N(5) > 8. Ŋă śăňőň ďěńě, N(5) = 9, ŋő, łăęěšś£, ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ťăłšă śńĺÿłőň řşšĺŋŋő.

1.7 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ćěńĺůĺŋă N(n) ĺňěěš ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżľ řőśš, š. ě. śşźěśšćşěš šăłőě α ∈ R, ůšő ŕřĺ ćśěţ n N(n) > α^n.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő N(n) ⩾ 2^n�^2 + 1.

1.8 Őšłřżšă£ ŕřőąńěňă. Ć śĺńş ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, N(6) ⩾ 17. Ćěřŋő ńĺ, ůšő N(6) = 17? 1.9 Ć ŕńőśłőśšĺ ďăŋż n > 4 šőůěł, ŕřĺůěň ŋĺłăłĺě šřĺ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ŕőłăęĺšě, ůšő ňőęŋő ŋăľšĺ ŋě ňěŋěě n(n − 1)(n − 2)(n − 3)/120 ćżŕşłńżţ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőć ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ůěšżřěţ ďăŋŋżţ šőůłăţ.

2 Ŕşśšżě ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ

Ŕşśšĳ H(n) | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, šăłőě ůšő ć ń¿ąőň ňŋőęěśšćě šőůěł ŕńőśłőśšĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, śőďěřęăźěň ŋě ňěŋěě H(n) šőůěł, őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ n šőůěł, ńěęăźĺţ ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő n-şčőńĳŋĺłă, ŋě śőďěřęăźěčő ďřşčĺţ šőůěł ¡šőčő ňŋőęěśšćă.

2.1 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő H(3) = 3.

ą) Ć ŕńőśłőśšĺ ďăŋő n > 3 šőůěł, ŕřĺůěň ŋĺłăłĺě šřĺ šőůłĺ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ćśěčďă ńĺ śşźěśšćşěš ńĺ őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ůěřěğ šřĺ ďăŋŋżě šőůłĺ ĺ ŋě śőďěřęăźă£ ćŋşšřĺ śěą£ ŋĺ őďŋőľ ĺğ őśšăńĳŋżţ šőůěł? 2.2 Ůěňş řăćŋő H(4)?

2.3 Ďőłăęĺšě, ůšő H(5) ⩾ 10. Łśšăšĺ, ŋă śăňőň ďěńě H(5) = 10. 2.4 Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ n ⩾ 7 H(n) ŋě śşźěśšćşěš. 2.5 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő H(6) ⩾ 20, ěśńĺ śşźěśšćşěš.

ą) Őšłřżšă£ ŕřőąńěňă. Śşźěśšćşěš ńĺ H(6)?

3 Ďřşčĺě őąőąźěŋĺ£

3-1 Ďřşčĺě řăğňěřŋőśšĺ

3.1 Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n ć ń¿ąőň ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőň ňŋőęěśšćě šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ć R^d őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ n šőůěł ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ.

Ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő šőůěł, ďń£ łőšőřőčő ćěřŋő şšćěřęďěŋĺě ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ őąőğŋăůĺň N_d(n). 3.2 Őšłřżšă£ ŕřőąńěňă. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ćěńĺůĺŋă N_3(n) ĺňěěš ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżľ řőśš?

3-2 Őćăńż ćňěśšő šőůěł

Őćăńőň ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćżŕşłńőě őčřăŋĺůěŋŋőě ğăňłŋşšőě ňŋőęěśšćő ć ŕńőśłőśšĺ. Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ śěňěľśšćă ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őćăńőć. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő šřĺ őćăńă ŋě łőńńĺŋěăřŋż, ěśńĺ ŋĺ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě ńěęĺš űěńĺłőň ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě ďćşţ ďřşčĺţ, ĺ, ąőńěě őąźő, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő n őćăńőć ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ, ěśńĺ ŋĺ őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě ńěęĺš ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě őśšăńĳŋżţ. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋăąőř őćăńőć őŕřěďěń£ěš (ćżŕşłńżľ) k-şčőńĳŋĺł, ěśńĺ łăłĺě-šő k ĺğ ¡šĺţ őćăńőć ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ (ąşďěň ŋăğżćăšĳ ¡šĺ őćăńż ćěřÿĺŋăňĺ), ă őśšăńĳŋżě őćăńż ńěęăš ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě ¡šĺţ k őćăńőć.

3.3 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ążţ ŕ£šĺ őćăńőć, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě łőńńĺŋěăřŋż, łăłĺě-šő ůěšżřě ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ.

ą) Ŕşśšĳ m ⩾ 3. Ěśńĺ ć śěňěľśšćě őćăńőć ˘ ń¿ążě k ⩾ m őćăńőć őŕřěďěń£¿š ćśěčő ńĺÿĳ řőćŋő mşčőńĳŋĺł, šő ˘ śőśšőĺš ĺğ ŋě ąőńěě ůěň m + 1 őćăńőć.

Őąőğŋăůĺň G(n) | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, šăłőě ůšő ć ń¿ąőň ňŋőęěśšćě őćăńőć, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě łőńńĺŋěăřŋż, śőďěřęăźěň ŋě ňěŋěě G(n) őćăńőć, őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ n őćăńőć, ŋăţőď£źĺţś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ. Őůěćĺďŋő, G(n) ⩾ N(n). Ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě şšćěřęďăěšś£, ůšő G(4) = N(4) = 5. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő G(5) = N(5) = 9. Ŋěĺğćěśšŋő, ćěřŋő ńĺ, ůšő G(n) = N(n) ŕřĺ n ⩾ 4. 3.4 Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćśěţ n ćěńĺůĺŋă G(n) łőŋěůŋă.

3-3 Ăąśšřăłšŋă£ ćżŕşłńőśšĳ

Ŕř£ňőşčőńĳŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ć R^3 ś řěąřăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ łőőřďĺŋăšŋżň őś£ň, ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň. Ŕěřěśěůěŋĺě ďćşţ śšăŋďăřšŋżţ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďőć, ěśńĺ őŋő ŋě ŕşśšő, | šăłęě śšăŋďăřšŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď. İšĺň ňŋőęěśšćő ŕăřăńńěŕĺŕěďőć śţőďŋő ś śěňěľśšćőň ćśěţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć. Ćőğŋĺłă¿źă£ ćżŕşłńă£ śšřşłšşřă śĺńĳŋő őšńĺůăěšś£ őš ŕřĺćżůŋőľ. Šăł, śńěďş¿źă£ ğăďăůă şšćěřęďăěš, ůšő ćżŕşłńżľ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ¡šőľ śšřşłšşřě ňŋőčőčřăŋŋĺł ŋě ňőęěš ĺňěšĳ śńĺÿłőň ňŋőčő ćěřÿĺŋ.

Řăśśňőšřĺň šřĺ šőůłĺ x, y, z ∈ R^3 . Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő x ńěęĺš ňěęďş y ĺ z, ěśńĺ x śőďěřęĺšś£ ć ń¿ąőň śšăŋďăřšŋőň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďě, śőďěřęăźěň y ĺ z.

3.5 ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śřěďĺ ń¿ążţ 17 šőůěł ć R^3 ţőš£ ąż őďŋă ńěęĺš ňěęďş ďćşň£ ďřşčĺňĺ.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő śřěďĺ ń¿ążţ 2^{2d}�^1 + 1 šőůěł ć R^d ţőš£ ąż őďŋă ńěęĺš ňěęďş ďćşň£ ďřşčĺňĺ. Ďń£ 2^{2d}�^1 šőůěł ¡šő şšćěřęďěŋĺě ŋěćěřŋő.

Ŋě ňőęěň ŋě őšňěšĺšĳ śńěďş¿źş¿ ĺďěľŋő ąńĺğłş¿ ğŋăňěŋĺšş¿ šěőřěňş İřďěÿă. 3.6 Ćő ćś£łőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ pq + 1 řăğńĺůŋżţ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ňőęŋő ŋăľšĺ ćőğřăśšă¿źş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ p + 1 ůńěŋőć ĺńĺ şążćă¿źş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ q + 1 ůńěŋőć.

4 ŔŐŚŃĚ ŔŘŐŇĚĘŞŠŐŮŊŐČŐ ŤĹŊĹŸĂ

4.1 Ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő šőůěł, ŋĺłăłĺě šřĺ ĺğ łőšőřżţ ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăľďěšś£ ćżŕşłńżľ \śůěšŋőşčőńĳŋĺł" ś ćěřÿĺŋăňĺ ć őšňěůěŋŋżţ šőůłăţ, šő ěśšĳ šăłőě śůěšŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł, ążšĳ ňőęěš, ŋěőčřăŋĺůěŋŋőě, ć łőšőřőň ŕřĺ ćśěţ k ń¿ążě k šőůěł ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ.

4-1 Ůăÿłĺ ĺ łřżÿłĺ (cups and caps) Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő šőůłĺ (x_1, y_1), (x_2, y_2), . . . , (x_m, y_m) őąřăğş¿š m-łřżÿłş, ěśńĺ y_1 − y_2 x_1 − x_2 > y_2 − y_3 x_2 − x_3 > · · · > y_m�_1 − y_m x_m�_1 − x_m

(ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ ¡šőň x_j ≠ x_j ). Ăŋăńőčĺůŋő, šőůłĺ őąřăğş¿š m-ůăÿłş, ěśńĺ y_1 − y_2 x_1 − x_2 < y_2 − y_3 x_2 − x_3 < · · · < y_m�_1 − y_m x_m�_1 − x_m . Ŕşśšĳ f(k, ℓ) | ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő ňŋőęěśšćő X őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, ć łőšőřőň x-łőőřďĺŋăšż ćśěţ šőůěł řăğńĺůŋż, őą£ğăšěńĳŋő śőďěřęĺš k-ůăÿłş ĺńĺ ℓ-łřżÿłş, ěśńĺ šőńĳłő ć ŋěň ŋě ňěŋěě f(k, ℓ) ¡ńěňěŋšőć.

4.2 Ďőłăęĺšě, ůšő f(k, ℓ) ⩽ C^k�^2_{k+ℓ}�_4 + 1. 4.3 Ďőłăęĺšě, ůšő f(k, ℓ) = C^k�^2_{k+ℓ}�_4 + 1. 4.4 Ďőłăęĺšě, ůšő N(n) ⩽ C^n�^2_{2n}�_4 + 1. 4.5 Ďőłăęĺšě, ůšő N(n) ⩽ C^n�^3_{2n}�_5 + 2.

4-2 Łő¡ťťĺűĺěŋš ŋěřăğąĺćăěňőśšĺ

4.6 Śşźěśšćş¿š ńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ ďćă ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ąěśłőŋěůŋżţ ňŋőęěśšćă A ĺ B šăłĺě, ůšő ćżŕőńŋ£¿šś£ ďćă şśńőćĺ£:

(i) Ŋĺłăłĺě šřĺ šőůłĺ M := A ∪ B ŋě ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, ă řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ M ŋě ňěŋĳÿě 1.

(ii) Ń¿ąőľ šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ĺğ A śőďěřęĺš šőůłş ĺğ B, ă ń¿ąőľ šřěşčőńĳŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ĺğ B śőďěřęĺš šőůłş ĺğ A?

4.7 Ďń£ łăęďőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n ŋăľďěň ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőě ůĺśńő k, őąńăďă¿źěě śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă ĺğ n šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋăľďěšś£ šăłă£ řăśłřăśłă ¡šĺţ šőůěł ć łřăśŋżľ ĺ śĺŋĺľ űćěš, ůšő ŕőśńě şďăńěŋĺ£ ń¿ążţ k šőůěł ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ őśšăćÿĺţś£ łřăśŋżţ ĺ őśšăćÿĺţś£ śĺŋĺţ šőůěł ŕěřěśěłă¿šś£. Ďőłăęĺšě, ůšő őšŋőÿěŋĺě k/n ňőęěš ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąńĺğłő ł 1/2, ěśńĺ n ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő.

t t t ZZ ZZæææ æ t t t t ææ ææ ZZZ Z Řĺś. 1: Ŕřĺňěř 3-ůăÿłĺ ĺ 4-łřżÿłĺ.

Řěÿěŋĺ£ 1 Őďĺŋőůŋżľ ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł

1.1. Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł, šőčďă őďŋă ĺğ šőůěł £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ šřěţ ďřşčĺţ, ŕşśšĳ, śłăęěň, A_1 ∈ △A_2A_3A_4. Ůěšŋőśšĳ šřěşčőńĳŋĺłă XY Z ąşďěň ąşďěň śůĺšăšĳ őśšăšłőň ŕő ňőďşń¿ 2 ĺ őąőğŋăůăšĳ O(XY Z). Šőčďă

O(A_2A_3A_4) = O(A_1A_3A_4) + O(A_2A_1A_4) + O(A_2A_3A_1) + 1 ,

čďě ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě śőőšćěšśšćşěš šőůłě A_1, łőšőřă£ ńěęĺš ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă A_2A_3A_4 ĺ ďăěš ćłńăď ć ěčő ůěšŋőśšĳ, ŋő ŋě ńěęĺš ŋĺ ć őďŋőň ĺğ őśšăńĳŋżţ šřěţ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ŕőńşůěŋŋőě řăćěŋśšćő ŋěćőğňőęŋő, ěśńĺ ćśě ůěšżřě ůěšŋőśšĺ řăćŋż. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăÿě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ŋěćěřŋő, ĺ šőůłĺ ńěęăš ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

1.2. Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł, šőčďă őďŋă ĺğ šőůěł £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ šřěţ ďřşčĺţ, ŕşśšĳ, śłăęěň, A_{i1} ∈ △A_{i2} A_{i3} A_{i4} . Ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł A_{i2} A_{i3} A_{i4} őřĺěŋšĺřőćăŋ ŕőńőęĺšěńĳŋő ĺ i_2 < i_3 < i_4. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łăłőľ ąż ŋĺ ążńă ćěńĺůĺŋă ůĺśńă i_1 ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ůĺśńăň i_2, i_3, i_4, ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ ŋě ňőčşš ążšĳ őřĺěŋšĺřőćăŋż őďĺŋăłőćő. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ i_2 < i_1 < i_3, šő šřěşčőńĳŋĺłĺ A_{i2} A_{i1} A_{i3} ĺ A_{i2} A_{i1} A_{i4} őřĺěŋšĺřőćăŋż ŕő-řăğŋőňş. Ăŋăńőčĺůŋő řăğąĺřă¿šś£ ďřşčĺě śńşůăĺ.

1.3. Śň. řĺś. 2.

1.4. ă) Ćżąěřěň ŕř£ňş¿, ŋě ŕăřăńńěńĳŋş¿ ŋĺłăłőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ďćě őšňěůěŋŋżě šőůłĺ. Ŕřőćěďěň 401 ŕř£ňş¿ ŕăřăńńěńĳŋő ćżąřăŋŋőľ šăł, ůšőąż ć łăęďőľ ĺğ 400 ŕőńőś ňěęďş śőśěďŋĺňĺ ŕř£ňżňĺ őłăğăńőśĳ řőćŋő ŕő ŕ£šĳ šőůěł ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă. Ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ ğăďăůĺ 1.3 ć łăęďőľ ŕőńőśě ňż śşňěěň ŋăľšĺ ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł.

ą) Ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, ďń£ łőšőřőčő ňőęŋő ŋăľšĺ ŕř£ňş¿, őšďěń£¿źş¿ őš ŋěčő ůěšżřě šőůłĺ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ, ąşďěň ŋăğżćăšĳ řăğąĺćăěňżň, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě, ąşďěň ŋăğżćăšĳ ňŋőęěśšćő ŋěřăğąĺćăěňżň. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ĺğ ďěć£šĺ šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ £ćń£ěšś£ řăğąĺćăěňżň.

Ŕşśšĳ A, B, C | šőůłĺ ĺğ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă. Şčőń ∠ABC ŋăğőćěň ŕşśšżň, ěśńĺ ćŋşšřĺ ŋěčő ŋěš šőůěł ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă. Ďń£ łăęďőľ śšőřőŋż AB ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ŋěřăğąĺćăěňőčő ňŋőęěśšćă ŋăľďěšś£ šăłă£ šőůłă

C ĺğ ¡šőčő ęě ňŋőęěśšćă, ďń£ łőšőřőľ őąă şčńă ∠ABC ĺ ∠BAC ŕşśšżě.

Šőůłş C, őŕĺśăŋŋş¿ ć ťőřňşńĺřőćłě ńěňňż, ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąńĺęăľÿěľ šőůłőľ ł śšőřőŋě AB.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ őš A ł B ŋăÿě ŋěřăğąĺćăěňőě ňŋőęěśšćő ŋăţőďĺšś£ śńěćă. Ćőğĳňěň ńşů AB ĺ ąşďěň ŕőćőřăůĺćăšĳ ěčő ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ ćőłřşč šőůłĺ A ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őŋ ŋě ŋăšłŋěšś£ ŋă łăłş¿-ŋĺąşďĳ šőůłş ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă | ŋăğőćěň ěě D. Ăŋăńőčĺůŋő ąşďěň ŕőćőřăůĺćăšĳ ńşů BA ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě ćőłřşč šőůłĺ B ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őŋ ŋě ŋăšłŋěšś£ ŋă łăłş¿-ŋĺąşďĳ šőůłş ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă | ŋăğőćěň ěě C. Ěśńĺ šőůłĺ C ĺ D śőćŕăďă¿š, šő őŋĺ šő ĺ śşšĳ ĺśłőňă£ ąńĺęăľÿă£ šőůłă. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě, ěśńĺ ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă CDE (śň. řĺś. 3) ŋěš ďřşčĺţ šőůěł ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă, šő ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABDC ńěčłő ňőęěš ążšĳ őšďěńěŋ őš ŋěčő, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ŋěřăğąĺćăěňőśšĺ; ěśńĺ ęě ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă CDE ěśšĳ ďřşčĺě šőůłĺ ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă ňż ćśě řăćŋő śňőęěň őšďěńĺšĳ őš ŋěčő ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł. İšő ňőęŋő śďěńăšĳ śńěďş¿źĺň śŕőśőąőň. Ąşďěň ŕőćőřăůĺćăšĳ ńşů CB

s s s

s s AA AA � � ææ ææZZZ Z s s

s s s XXXX JJ JJ JJ_{s s} s

s s ȷȷȷ QQQ � � �JJ JJ JJ Řĺś. 2: Ń¿ążě ŕ£šĳ šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ őŕřěďěń£¿š ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł

Řĺś. 3: Ŕőśšřőěŋĺě ąńĺęăľÿěľ šőůłĺ

Řĺś. 4: Ćżŕşłńă£ őąőńőůłă | ůěšżřěţşčőńĳŋĺł

ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ ćőłřşč šőůłĺ C ďő šěţ ŕőř, ŕőłă őŋ ŋě ŋăšłŋěšś£ ŋă łăłş¿-ŋĺąşďĳ šőůłş ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă, ŕşśšĳ ¡šő ąşďěš šőůłă F . Śďćĺŋşć ŋěňŋőčő ŕř£ňş¿ CF , ňż ŕőńşůĺň ŕř£ňş¿, őšďěń£¿źş¿ őš ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABF C.

Őůěćĺďŋő, ůšő őďŋă ĺ šă ęě šőůłă ŋě ňőęěš ążšĳ ąńĺęăľÿěľ ł řăğŋżň śšőřőŋăň. Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šőčő, ůšő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ĺğ ďěć£šĺ šőůěł őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ řăğąĺćăěňő.

Ć śĺńş śćőľśšćă řăğąĺćăěňżţ ňŋőęěśšć, őŕĺśăŋŋőčő ć ńěňňě, ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ŋěřăğąĺćăěňőčő ňŋőęěśšćă ĺğ ďěć£šĺ šőůěł ňőęěš ążšĳ ńĺÿĳ šřěşčőńĳŋĺłőň ĺńĺ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőň. Řăğąěřěň ¡šĺ śńşůăĺ.

Ŕşśšĳ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ŋăÿěčő ďěć£šĺšőůěůŋőčő ňŋőęěśšćă | ¡šő ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ABCD; K, L, M, N | šőůłĺ, ąńĺęăľÿĺě ł ěčő śšőřőŋăň; O | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ďĺăčőŋăńěľ (śň. řĺś. 4). Ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďěć£šă£ šőůłă Z ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă ŋăţőďĺšś£ ćŋşšřĺ šřěşčőńĳŋĺłă AOB. Šőčďă őďĺŋ ĺğ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőć ANZK, BKZL ćżŕşłńżľ ĺ ňőęěš ążšĳ őšďěńěŋ őš ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă. İšő ŕřőšĺćőřěůĺš ŋěřăğąĺćăěňőśšĺ.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ŋăÿěčő ďěć£šĺšőůěůŋőčő ňŋőęěśšćă | šřěşčőńĳŋĺł ABC; K, L, M | šőůłĺ ąńĺęăľÿĺě ł ěčő śšőřőŋăň. Őśšăńĳŋżě šřĺ šőůłĺ řăśŕőńőęŋż ŕő őďŋőľ ć šřěşčőńĳŋĺłăţ AKM, BKL, CLM. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ, śłăęěň, ć šřěşčőńĳŋĺłě AKM ŋěš ŋĺ őďŋőľ šőůłĺ ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă, šő śďćĺŋşć ŕăřăńńěńĳŋő ŕř£ňş¿ MK ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ őš ćěřÿĺŋż A, ňż śşňěěň őšďěńĺšĳ ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł AK?C. Ŕşśšĳ ć šřěşčőńĳŋĺłăţ AKM, BKL, CLM řăśŕőńőęěŋż śőőšćěšśšćěŋŋő šőůłĺ P , Q, R. Ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ őšřěğłőć P Q, QR, RP ŕěřěśěłăěš řőćŋő ďćă ĺğ őšřěğłőć AL, BM, CK (ďőłăęĺšě!). Ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őšřěğőł P Q ŕěřěśěłăěš őšřěğłĺ BM ĺ CK ĺ ŋě ŕěřěśěłăěš AL. Šőčďă ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł BKP Q ňőęŋő őšďěńĺšĳ őš őśšăńĳŋżţ šőůěł ŕř£ňőľ, ŕăřăńńěńĳŋőľ AL.

ć) Ŋěš, ŋě ćśěčďă. Ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋżě 1999 šőůěł ŋă łăłőľ-ŋĺąşďĳ ŕőďţőď£źěľ ćżŕşłńőľ łřĺćőľ, śłăęěň, ŋă őďŋőľ ĺğ ćěšćěľ čĺŕěřąőńż (ţőšĳ ąż ďăęě ĺ y = 1/x), ă ŕőśńěďŋ¿¿, ďćşţšżś£ůŋş¿ šőůłş, | ć ěě űěŋšřě (ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš). Šőčďă ŕőśńěďŋ££ šőůłă ŋě őąřăğşěš ćżŕşłńőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă ŋĺ ś łăłĺňĺ ĺğ őśšăńĳŋżţ. č) 1.5. Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ śřăğş śńěďşěš ĺğ ğăďăů 1.1, 1.2, ěśńĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ Řăňśě£. Ďőśšăšőůŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ šěőřěňş Řăňśě£ ć śńěďş¿źěľ ůăśšŋőľ ťőřňşńĺřőćłě.

Řĺś. 5: Ćżŕşłńă£ őąőńőůłă | šřěşčőńĳŋĺł

t t t t t t t t

Řĺś. 6: Ćőśěňĳ šőůěł, ŋě őŕřěďěń£¿źĺě ŋĺ őďŋőčő ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă

Šěőřěňă (Řăňśě£). Ďń£ ćś£łőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă k śşźěśšćşěš ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő R_3(k, k), őąńăďă- ¿źěě śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ěśńĺ ćő ňŋőęěśšćě šőůěł ŕńőśłőśšĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋě ňěŋĳÿě R_3(k, k) šőůěł ĺ ćśěćőğňőęŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ, ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ řăğąĺšż ŋă ďćă łńăśśă, šő ŋăľďşšś£ šăłĺě k šőůěł, ůšő ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łńăśśş.

Őűěŋłă N(n) ⩽ R_3(n, n) ćěśĳňă ďăńěłă őš őŕšĺňăńĳŋőľ. Ŕő ŕőćőďş ůĺśěń Řăňśě£ šřěšĳěčő ŕőř£ďłă ĺğćěśšŋő, ůšő 2^{bn2} ⩽ R_3(n, n) ⩽ 2^{cn} , ďń£ ŋěłőšőřżţ łőŋśšăŋš b ĺ c. Řěğşńĳšăšż řăğďěńă \Ůăÿłĺ ĺ łřżÿłĺ" ŕőłăğżćă¿š, ůšő ¡šĺ ůĺśńă śńĺÿłőň ćěńĺłĺ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś N(n).

1.6. Ŕřĺňěř ćőśĳňĺ šőůěł, ŋě őŕřěďěń£¿źĺţ ŋĺ őďŋőčő ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, | śň. ŋă řĺś 6.

1.7. ă) Śńěďşźş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ śőőąźĺń ŋăň Ť. Ŕěšřőć. Ďń£ łăęďőčő ůěšŋőčő n ŕőśšřőĺň ňŋőęěśšćő šőůěł A_n, śőśšő£źěě ĺğ 2^{n/2} šőůěł, ŋĺłăłĺě n ĺğ łőšőřżţ ŋě ŋăţőď£šś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ. Ŕőśšřőěŋĺě ąşďěň ćěśšĺ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ć łăůěśšćě ąăğż ďń£ n = 4 ćőğĳňěň ňŋőęěśšćő ĺğ ůěšżřěţ šőůěł, ńěęăźĺţ ć ćěřÿĺŋăţ ŋěćżŕşłńőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő A_n şęě ŕőśšřőěŋő, ćżąěřěň ďőśšăšőůŋő ňăńżľ ćěłšőř −→v , ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ŋě śőćŕăďă¿źĺľ ś ŕř£ňżňĺ, őŕřěďěń£ěňżňĺ ŕăřăňĺ šőůěł ĺğ A_n, ĺ ŕőńőęĺň A_{n+2} = A_n ∪(A_n +−→v ). Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő A_{n+2} ŋě śőďěřęĺš ćżŕşłńżţ (n+2)-şčőńĳŋĺłőć.

ą) Ňż ŕřĺćőďĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ĺğ [4], ŕěřćőĺśšőůŋĺł | [2]. Ŕőśšřőĺň ňŋőęěśšćő X ĺğ 2^n�^2 šőůěł, ć łőšőřőň ŋĺłăłĺě n šőůěł ŋě ńěęăš ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕşśšĳ T_i, i = 0, . . . , n − 2, | ňŋőęěśšćő ĺğ C^i_n�_2 šőůěł, ŋě śőďěřęăźěě (i + 2)-łřżÿěł ĺ (n − i)-ůăÿěł. Šăłőě ňŋőęěśšćő śşźěśšćşěš ć śĺńş řěğşńĳšăšă ğăďăůĺ 4.3, ňż ňőęěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż ćśě őšřěğłĺ ś łőŋűăňĺ ĺğ T_i ĺňěńĺ şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš, ŕő ňőďşń¿ ŋě ŕřěćőśţőď£źĺľ 1.

Ďń£ i = 0, . . . , n − 2 řăğňěśšĺň ňăńěŋĳłş¿ łőŕĺ¿ ňŋőęěśšćă T_i ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ś řăďĺşś-ćěłšőřőň, őąřăğş¿źĺň şčőń^π_4 −^{iπ}_{2(n}�_{2)} ś ŕőńőęĺšěńĳŋżň ŋăŕřăćńěŋĺěň ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ. Ć łăůěśšćě ĺśłőňőčő ňŋőęěśšćă X ćőğĳňěň őąžěďĺŋěŋĺě ¡šĺţ ňŋőęěśšć T_i. Šőčďă |X| = n�2_∑ i=0 C^i_n�_2 = 2^n�^2 .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Y ⊂ X | ŕőďňŋőęěśšćő šőůěł, řăśŕőńőęěŋŋżţ ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕşśšĳ k ĺ ℓ | ŋăĺňěŋĳÿěě ĺ ŋăĺąőńĳÿěě ğŋăůěŋĺě i, ŕřĺ łőšőřőň Y ∩ T_i ≠ ∅. Ěśńĺ k = ℓ, šő Y ŋě śőďěřęĺš t t t t t t t t t

Řĺś. 7: Ňŋőęěśšćő ĺğ ďěć£šĺ šőůěł, ŋě śőďěřęăźěě ŕşśšżţ ćżŕşłńżţ ŕ£šĺşčőńĳŋĺłőć

ŋĺ (k + 2)-łřżÿěł, ŋĺ (n − k)-ůăÿěł. Ěśńĺ ęě k ≠ ℓ ĺ Y | ćżŕşłńő, šő ŋăÿă łőŋśšřşłűĺ£ čăřăŋšĺřşěš, ůšő 1) Y ∩ T_k £ćń£ěšś£ łřżÿłőľ ĺğ ŋě ąőńěě ůěň k + 1 šőůěł; 2) Y ∩ T_ℓ £ćń£ěšś£ ůăÿłőľ ĺğ ŋě ąőńěě ůěň n − ℓ − 1 šőůěł; 3) |Y ∩ T_i| ⩽ 1 ŕřĺ i = k + 1, . . . , ℓ − 1. Šăłĺň őąřăğőň, |Y | ⩽ k + 1 + ℓ − k − 1 + n − ℓ − 1 . Ňż ďőłăğăńĺ, ůšő ŋĺłăłĺě n šőůěł ĺğ ňŋőęěśšćă X ŋě ńěęăš ć ćěřÿĺŋăţ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă.

1.8. Ŕőśňőšřĺň, ňőęěš, łšő ĺ řěÿĺš.

1.9. Ňż ŕřĺćőďĺň řěÿěŋĺě ĺğ [1], ğăďăůă 66.

Ć śĺńş şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ 1.3, śřěďĺ ń¿ążţ ŕ£šĺ šőůěł ŕńőśłőśšĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋăľďşšś£ ůěšżřě, őąřăğş¿źĺě ćěřÿĺŋż ćżŕşłńőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă. Ďń£ łăęďőľ ĺğ C^5_n čřşŕŕ ŕő ŕ£šĳ šőůěł, ćżąřăŋŋżţ śřěďĺ ďăŋŋżţ n šőůěł, őšňěšĺň ůěšżřě šőůłĺ, őąřăğş¿źĺě ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł. Łăęďżľ ćżŕşłńżľ ůěšżřěţşčőńĳŋĺł ňőč ążšĳ őšňěůěŋ ŋě ąőńěě n − 4 řăğ, ŕőśłőńĳłş ďőŕőńŋĺšĳ ń¿ążě ůěšżřě šőůłĺ ďő ŕ£šěřłĺ ňőęŋő ďőąăćĺć ń¿ąş¿ ĺğ n −4 őśšăćÿĺţś£ šőůěł. Ŕő¡šőňş ćśěčő ćżŕşłńżţ ůěšżřěţşčőńĳŋĺłőć ąşďěš ŋě ňěŋěě C^5_n/(n − 4). İšő ĺ ěśšĳ ćěńĺůĺŋă, şłăğăŋŋă£ ć şśńőćĺĺ.

2 Ŕşśšżě ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ

2.1. ă) §śŋő ćś£łőňş, łšő śńżÿăń śńőćő šřĺăŋčşń£űĺ£. Ĺńĺ řăśśňőšřĺň šřěşčőńĳŋĺł ŋăĺňěŋĳÿěľ ŕńőźăďĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ďăŋŋżţ šőůłăţ.

ą) Ňż ćğ£ńĺ ğăďăůş ĺğ [1], ğăďăůă 99. Őšćěš: ďă. Řăśśňőšřĺň ćżŕşłńş¿ őąőńőůłş ćśěţ šőůěł. İšő ŋěłőšőřżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł. Ŕşśšĳ AB | ŕřőĺğćőńĳŋă£ śšőřőŋă ¡šőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ćżąěřěň śřěďĺ őśšăćÿĺţś£ šőůěł šăłş¿ šőůłş C, ĺğ łőšőřőľ őšřěğőł AB ćĺďěŋ ŕőď ŋăĺąőńĳÿĺň şčńőň. Őŕĺśăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ šřěşčőńĳŋĺłă ABC | ¡šő šő, ůšő ŋăň šřěąşěšś£.

2.2. H(4) = 5.

2.3. Ŕřĺňěř ňŋőęěśšćă ĺğ ďěć£šĺ šőůěł, ŋě ĺňě¿źěčő ŋĺ őďŋőčő ŕşśšőčő ćżŕşłńőčő ŕ£šĺşčőńĳŋĺłă, śň. ŋă řĺś. 7.

2.4. İšő řěÿěŋĺě ćğ£šő ĺğ [7]. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő šăłĺě ňŋőęěśšćă, ş łőšőřżţ x-łőőřďĺŋăšż ćśěţ šőůěł řăğńĺůŋż. Őąőğŋăůĺň x(A) | x-łőőřďĺŋăšş šőůłĺ A. Ŋăğőćěň ňŋőęěśšćő šőůěł k-ğăňłŋşšżň śćěřţş, ěśńĺ ć ŋěň ďń£ ń¿ąőľ k-ůăÿłĺ A_1A_2 . . . A_k ŋăľďěšś£ šăłă£ šőůłă A, ůšő x(A_1) < x(A) < x(A_k ), ĺ šőůłă A řăśŕőńőęěŋă ćżÿě ńőňăŋőľ A_1A_2 . . . A_k (ňŋőčőşčőńĳŋĺł AA_1A_2 . . . A_k ŕřĺ ¡šőň ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćżŕşłńżľ). Ăŋăńőčĺůŋő (ŕřĺ ŕőňőźĺ k-łřżÿěł) őŕřěďěń£ěšś£ k-ğăňłŋşšőśšĳ ňŋőęěśšćă śŋĺğş. Ňŋőęěśšćő, k-ğăňłŋşšőě ĺ śćěřţş, ĺ śŋĺğş, ąşďěň ŋăğżćăšĳ k-ğăňłŋşšżň.

Ďń£ łăęďőčő k ∈ N ŕőśšřőĺň ňŋőęěśšćő X_k, śőśšő£źěě ĺğ 2^k šőůěł, £ćń£¿źěěś£ 4-ğăňłŋşšżň ĺ ŋě śőďěřęăźěě ŕşśšżţ ćżŕşłńżţ śěňĺşčőńĳŋĺłőć (ĺ šăłőě, ůšő x-łőőřďĺŋăšż ćśěţ ěčő šőůěł řăğńĺůŋż). Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ | őďŋőšőůěůŋőě ňŋőęěśšćő.

Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćő X = X_k�_1 şęě ŕőśšřőěŋő. Ŕőńőęĺň Y = X_k�_1 + ϵ, čďě ϵ | ćěłšőř, ş łőšőřőčő ďőśšăšőůŋő ňăńă x-łőőřďĺŋăšă ĺ ďőśšăšőůŋő ćěńĺłă y-łőőřďĺŋăšă. Šőčďă

i) x-łőőřďĺŋăšż šőůěł ĺğ ňŋőęěśšć X ĺ Y ůěřěďş¿šś£;

ii) ňŋőęěśšćő X ńěęĺš ŋĺęě ń¿ąőľ ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ šőůłĺ ĺğ Y ;

iii) ňŋőęěśšćő Y ńěęĺš ćżÿě ń¿ąőľ ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ šőůłĺ ĺğ X.

Ŕőńőęĺň X_k = X ∪ Y .

1. Ŕřőćěřĺň, ůšő ňŋőęěśšćő X_k ŋě śőďěřęĺš ŕşśšżţ ćżŕşłńżţ śěňĺşčőńĳŋĺłőć. Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł. Ŕşśšĳ Z | ćżŕşłńżľ śěňĺşčőńĳŋĺł, śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ šőůěł ňŋőęěśšćă X_k. Őąőğŋăůĺň X0 = A ∩ Z, Y 0 =_{A ∩ Z}. Ňŋőęěśšćă_X0 ĺ_Y 0 ŋěŕşśšż, ŕőśłőńĳłş ŋĺ_X, ŋĺ_Y ŋě śőďěřęăš ŕşśšżţ ćżŕşłńżţ śěňĺşčőńĳŋĺłőć. Ć śĺńş ii) ĺ iii) X0 | ůăÿłă, ă Y 0 | łřżÿłă. Ěśńĺ X0 śőśšőĺš ĺğ ŋě ňěŋěě ůěšżřěţ šőůěł, šő ć śĺńş 4-ğăňłŋşšőśšĺ śćěřţş ňŋőęěśšćă X (ĺ őŕ£šĳ ś şůěšőň ii), iii)) šőůłă ňŋőęěśšćă X, őśşźěśšćń£¿źă£ ¡šő 4-ğăňżłăŋĺě, ńěęĺš ćŋşšřĺ śěňĺşčőńĳŋĺłă Z. Ăŋăńőčĺůŋő řăğąĺřăěšś£ śńşůăľ, łőčďă Y 0 śőďěřęĺš ŋě ňěŋěě ůěšżřěţ šőůěł.

2. Ŕřőćěřĺň, ůšő ňŋőęěśšćő X_k £ćń£ěšś£ 4-ğăňłŋşšżň. Ŕşśšĳ ABCD | 4-ůăÿłă. Ěśńĺ B ∈ Y (ĺ ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ A ∈ Y ), šő őąě šőůłĺ A ĺ C ŋě ňőčşš őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺŋăďńěęăšĳ X ć śĺńş iii). Šőčďă, ěśńĺ, śłăęěň, C ∈ Y , šő ć śĺńş ćżŕşłńőśšĺ ĺ śćőľśšćă ii) ćśě ůěšżřě šőůłĺ A, B, C, D ŕřĺŋăďńěęăš Y , ĺ ć śĺńş 4-ğăňłŋşšőśšĺ ňŋőęěśšćă Y ňż ňőęěň ŋăľšĺ ć Y šőůłş, řěăńĺğş¿źş¿ ğăňżłăŋĺě ¡šőľ ůěšćěřłĺ śćěřţş. Ěśńĺ ęě őąě šőůłĺ B, C ńěęăš ć X, šő ć śĺńş i) ŋăľďěšś£ šőůłă E ∈ Y , x(B) < x(E) < x(C), ńěęăźă£ ćżÿě őšřěğłă BC ĺ őśşźěśšćń£¿źă£ šěň śăňżň ğăňżłăŋĺě ŋăÿěľ 4-ůăÿłĺ śćěřţş. Ăŋăńőčĺůŋő ŕřőćěř£ěšś£ ğăňłŋşšőśšĳ śŋĺğş ďń£ 4-łřżÿěł.

Ĺšăł, ňż ŕőśšřőĺńĺ śěňěľśšćő ňŋőęěśšć X_k, śőśšő£źĺţ ĺğ 2^k šőůěł ĺ ŋě śőďěřęăźĺţ ćżŕşłńżţ ŕşśšżţ śěňĺşčőńĳŋĺłőć. Šěŕěřĳ ŋěšřşďŋő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n ŕőśšřőĺšĳ ňŋőęěśšćő ĺğ n šőůěł, ŋě śőďěřęăźěě ŕşśšżţ ćżŕşłńżţ śěňĺşčőńĳŋĺłőć. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ňŋőęěśšćő X_k, 2^k > n, ĺ şďăń£šĳ ĺğ ŋěčő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ¡łśšřěňăńĳŋżě šőůłĺ, ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě őśšăŋěšś£ n šőůěł.

2.5. ă)

3 Ďřşčĺě őąőąźěŋĺ£

3.1. Ďőłăęěň, ůšő N_d(n) ⩽ N(n). Ćżąěřěň ć R^d šăłş¿ ďćşňěřŋş¿ ŕńőśłőśšĳ, ůšőąż ŕřőěłűĺĺ šőůěł ŋăÿěčő ňŋőęěśšćă šőůěł ŋă śőćŕăďăńĺ ĺ őąřăğőćżćăńĺ ňŋőęěśšćő őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Ěśńĺ ĺśţőďŋőě ňŋőęěśšćő (ă ğŋăůĺš, ĺ ěčő ŕřőěłűĺ£) śőďěřęĺš ŋě ňěŋěě N(n) šőůěł, šő łăłĺě-šő n šőůěł ŕřőěłűĺĺ őąřăğş¿š ćżŕşłńżľ n-şčőńĳŋĺł. Šőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺě šőůłĺ ĺśţďŋőčő ňŋőęěśšćă ŋăţőď£šś£ ć ćżŕłşńőň ňőńőęěŋĺĺ, ŕőśłőńĳłş śćőľśšćő šőůłĺ \ążšĳ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ ďřşčĺţ šőůěł" śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺĺ.

3.2. Ŋş ďă, őšłřżšă£ ŕřőąńěňă.

3.3. Şšćěřęďěŋĺě ¡šőľ ĺ śńěďş¿źěľ ğăďăůĺ ćňěśšě ś ďőłăğăšěńĳśšćăňĺ ćğ£šż ĺğ [6].

ă) Ěśńĺ ć łăłőľ-šő łőŋťĺčşřăűĺĺ, śőśšő£źěľ ĺğ ŕ£šĺ őćăńőć, ŋě ŋăÿńőśĳ ůěšżřěţ őćăńőć ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ, šő ń¿ąőľ ŋăąőř ĺğ šřěţ, ůěšżřěţ ĺńĺ ćśěţ ŕ£šĺ őćăńőć ć ¡šőľ łőŋťĺčşřăűĺĺ őŕřěďěń£ěš šřěşčőńĳŋĺł. İšő ŕřőšĺćőřěůĺš şšćěřęďěŋĺ¿ śńěďş¿źěčő ŕşŋłšă ğăďăůĺ.

ą) Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ďćă (ŕěřěśěłă¿źĺţś£) őćăńă X ĺ Y őąřăğş¿š łřěśš, ěśńĺ őąă ňŋőęěśšćă X \ Y ĺ Y \ X ŋěść£ğŋż. Ěśńĺ őćăńż ŋě őąřăğş¿š łřěśšă, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őŋĺ ĺňě¿š ŕřőśšőě ŕěřěśěůěŋĺě (ążšĳ ňőęěš, ŕşśšőě). Ěśńĺ őćăńż A_1, A_2, . . . őŕřěďěń£¿š ćżŕşłńżľ k-şčőńĳŋĺł, ĺ ďń£ ćśěţ ćěřÿĺŋ A_i ¡šőčő k-şčőńĳŋĺłă őćăńż A_i ĺ conv ( ⋃ j6=i^{Aj} ) őąřăğş¿š ŕřőśšőě ŕěřěśěůěŋĺě, šő ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ¡šőš

k-şčőńĳŋĺł ŕřőśšőľ. Ć śńşůăě ŕřőśšőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋ ŕőř£ďőł ćěřÿĺŋ.

Ĺğ şśńőćĺ£ śřăğş śńěďşěš, ůšő

ń¿ążě ℓ ⩽ m őćăńőć ĺğ śěňěľśšćă ˘ őŕřěďěń£¿š ℓ-şčőńĳŋĺł. (1)

Šőčďă ń¿ążě ℓ > m őćăńőć A_1, A_2, . . . , A_ℓ ĺğ śěňěľśšćă ˘ őąřăğş¿š ŕřőśšőľ m-şčőńĳŋĺł M. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ¡šő ŋě šăł, šő łăłőľ-šő ĺğ őćăńőć-ćěřÿĺŋ, śłăęěň, A_1, řăğąĺćăěš ňŋőčőşčőńĳŋĺł M ŋă ďćě ůăśšĺ. Šăł łăł őćăńż ďĺğž¿ŋłšŋż, šő őćăń, ŋě £ćń£¿źĺľś£ ćěřÿĺŋőľ, śłăęěň, őćăń A_{m+1}, śőďěřęĺšś£ ć őďŋőľ ĺğ ŕőńőćĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš (1).

Ŕşśšĳ ć śěňěľśšćě ˘ śőďěřęĺšś£ m+2 őćăńőć A_1, A_2, . . . , A_{m+2}, őąřăğş¿źĺţ m-şčőńĳŋĺł M ś ćěřÿĺŋăňĺ A_1, . . . , A_m. Őąőğŋăůĺň M_i = M \ A_i, 1 ⩽ i ⩽ m. Łăł ňż ŕřőćěřĺńĺ, M_i | ŕřőśšőľ m-şčőńĳŋĺł; őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ ¡šőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ěśšĳ A_{m+1} ĺńĺ A_{m+2}. Šăł łăł m ⩾ 3, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő őćăń A_{m+1} £ćń£ěšś£ ćěřÿĺŋőľ łăłĺţ-šő ďćşţ ĺğ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć M_i, śłăęěň, M_1 ĺ M_j . Ŕřĺ ¡šőň A_{m+2} ⊂ M_1 ∩ M_j .

Ćěřÿĺŋż A_1 ĺ A_j ďőńęŋż ążšĳ śőśěďŋĺňĺ ć ňŋőčőşčőńĳŋĺłě M, šăł łăł ĺŋăůě M_1 ∩ M_j = conv ( ⋃ i6=1,j^{Ai} ) £ćń£ěšś£ (m − 1)-şčőńĳŋĺłőň, ţőš£ ĺ śőďěřęĺš m őćăńőć ĺğ śěňěľśšćă ˘, ă ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš (1). Ěśńĺ ęě A_1 ĺ A_j | śőśěďŋĺě ćěřÿĺŋż ć ňŋőčőşčőńĳŋĺłě M, śłăęěň, j = 2, šő

M_1 ∩ M_2 ⊂ conv ( m+1⋃ i=3 A_i) ∪ conv (A_1 ∪ A_{m+1}) ∪ conv (A_2 ∪ A_{m+1}),

ŕřĺůěň A_{m+2} śőďěřęĺšś£ ć őďŋőľ ĺğ ¡šĺţ ćżŕşłńżţ őąőńőůěł, ůšő őŕ£šĳ-šăłĺ ŋěćőğňőęŋő.

3.4. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő n ŕń¿ś šěőřěňă Řăňśě£ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň şšćěřęďěŋĺľ ğăďăůĺ 3.3. Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źĺľ ćăřĺăŋš šěőřěňż Řăňśě£:

Šěőřěňă (Řăňśě£). Ďń£ ćś£łĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń n, k, ℓ śşźěśšćşěš ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő R_n(k, ℓ), őąńăďă¿źěě śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ěśńĺ ć łăłőň-ńĺąő ňŋőęěśšćě ŋě ňěŋĳÿě R_n(k, ℓ) šőůěł ĺ ćśěćőğňőęŋżě n-ŋăąőřż šőůěł řăğąĺšż ŋă ďćă łńăśśă, šő ńĺąő ŋăľďşšś£ šăłĺě k šőůěł, ďń£ łőšőřżţ ćśě n-ŋăąőřż ŕřĺŋăďńěęăš ŕěřćőňş łńăśśş, ńĺąő ŋăľďşšś£ ℓ šőůěł, ďń£ łőšőřżţ ćśě n-ŋăąőřż ŕřĺŋăďńěęăš ćšőřőňş łńăśśş.

Ąăğă ĺŋďşłűĺĺ n = 4 | ¡šő şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ 3.3 ă). Ďőŕşśšĺň, ůšő ňż şęě şśšăŋőćĺńĺ łőŋěůŋőśšĳ ůĺśńă G(n − 1). Ďőłăęěň, ůšő G(n) ⩽ R_n�_1(n + 1, G(n − 1) + 1).

Ćőğĳňěň ňŋőęěśšćő ˙, śőśšő£źěě ĺğ R_n�_1(n + 1, G(n − 1) + 1) őćăńőć, ĺ řăğőąĳěň ćśě (n − 1)-ŋăąőřż őćăńőć ŋă ďćă łńăśśă, ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, őŕřěďěń£¿š ńĺ ¡šĺ őćăńż ćżŕşłńżľ (n − 1)-şčőńĳŋĺł ĺńĺ ŋěš. Šőčďă ńĺąő ŋăľďěšś£ ňŋőęěśšćő ˙_1 ĺğ n + 1 őćăńőć, ń¿ążě n − 1 ĺğ łőšőřżţ őŕřěďěń£¿š (n − 1)- şčőńĳŋĺł, ńĺąő ŋăľďşšś£ G(n − 1) + 1 őćăńőć, ŋĺłăłĺě n − 1 ŋě őŕřěďěń£¿š (n − 1)-şčőńĳŋĺłă. Ŕőśńěďŋěě ŋěćőğňőęŋő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ůĺśńă G(n − 1), ă ŕěřćőě šăłęě ŋěćőğňőęŋő, ěśńĺ ćő ňŋőęěśšćě ˙ ŋĺłăłĺě n őćăńőć ŋě őŕřěďěń£¿š n-şčőńĳŋĺłă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě ćő ňŋőęěśšćě ˙_1 ń¿ążě n őćăńőć őŕřěďěń£¿š (n − 1)-şčőńĳŋĺł, ĺ, łăł ńěčłő śőőąřăğĺšĳ, ćśě n + 1 őćăńőć ňŋőęěśšćă ˙_1 šőęě őŕřěďěń£¿š ńĺÿĳ (n − 1)-şčőńĳŋĺł. Šěŕěřĳ řăğňěřż ňŋőęěśšćă ˙_1 ŕřőšĺćőřěůăš şšćěřęďěŋĺ¿ ğăďăůĺ 3.3 ą).

3.5. Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ śřăğş śńěďşěš ĺğ šěőřěňż İřďěÿă 3.6. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, šőůłă A(y_1, y_2, . . . , y_d) ńěęĺš ňěęďş šőůłăňĺ B(x_1, x_2, . . . , x_d) ĺ C(z_1, z_2, . . . , z_d), ěśńĺ ŕřĺ ćśěţ k, 1 ⩽ k ⩽ d, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (x_k, y_k, z_k) | ňőŋőšőŋŋă.

Ćżŕĺÿěň ćśě ŋăÿĺ 2^{2d}�^1 + 1 šőůěł ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ĺţ ŕěřćżţ łőőřďĺŋăš. Ŕő šěőěňě İřďěÿă, ŋăľďěšś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ 2^{2d}�^2 + 1 šőůěł, ć łőšőřőľ ćšőřżě łőőřďĺŋăšż šőůěł ĺğňěŋ£¿šś£ ňőŋőšőŋŋő. Őŕ£šĳ ŕő šěőřěňě İřďěÿă, ć ¡šőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăľďěšś£ śćő£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ć łőšőřőľ ňőŋőšőŋŋő şŕőř£ďőůěŋż šřěšĳĺ łőőřďĺŋăšż šőůěł. Ĺ šăł ďăńěě. Ŕřőűěśś ¡šőčő ňŋőčőłřăšŋőčő ŕřĺňěŋěŋĺ£ šěőřěňż İřďěÿă ğăłőŋůĺšś£ šěň, ůšő ňż ŋăľďěň ŋă (d − 1)-ň ÿăčě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ 2^{20} + 1 = 3 šőůěł ś ňőŋőšőŋŋő ĺğňěŋ£¿źĺňĺś£ łőőřďĺŋăšăňĺ. Šőčďă śřěďŋ££ ć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šőůłă ńěęĺš ňěęďş ďćşň£ łřăľŋĺňĺ.

Ůšőąż ŕőłăğăšĳ, ůšő őűěŋłă ć şšćěřęďěŋĺĺ ğăďăůĺ šőůŋă£, ğăňěšĺň ć ďőŕőńŋěŋĺě ł šěőřěňě İřďěÿă, ůšő ďń£ łăęďőľ ŕăřż ůĺśěń p ĺ q ŋěšřşďŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕřĺňěř ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ pq ůńěŋőć, ć łőšőřőľ ŋěš ŋĺ ćőğřăśšă¿źěľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ p+1 ůńěŋőć, ŋĺ şążćă¿źěľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ q+1 ůńěŋőć. Ŋăŕřĺňěř, řăğőąĳěň ůĺśńă őš 1 ďő pq ŋă q čřşŕŕ ŕő p ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ůĺśěń ć čřşŕŕě, ĺ řăśŕőńőęĺň ¡šĺ čřşŕŕż ć ŕőř£ďłě şążćăŋĺ£ ĺţ ŕěřćżţ ůĺśěń. Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň ğăňěůăŋĺěň ňż, őššăńłĺćă£śĳ őš ŕřőďěńăŋŋőľ ć ŕěřćőľ ůăśšĺ řěÿěŋĺ£ ďěłőňŕőğĺűĺĺ, ąěğ šřşďă śłőŋśšřşĺřşěň ňŋőęěśšćő ĺğ 2^{2d}�^1 šőůěł, ŋĺ őďŋă ĺğ łőšőřżţ ŋě ńěęĺš ňěęďş ďćşň£ ďřşčĺňĺ.

3.6. Ňż ŕřĺćěďěň ĺğćěśšŋőě řăśśşęďěŋĺě, ĺśŕőńĳğş¿źěě ăńčőřĺšň Řőąĺŋśőŋă-Ÿěŋśšěďă-Łŋşšă. Řăśśňőšřĺň ŋăÿş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ŋăŕĺÿěň ŕěřćőě ěě ůĺśńő ć ńěćőľ ćěřţŋěľ łńěšłě łńěšůăšőčő ńĺśšă ąşňăčĺ. Ąşďěň ďőąăćń£šĳ ŋőćżě ůĺśńă ĺ ŕěřěśšăćń£šĳ ĺňě¿źĺěś£ ŕő śńěďş¿źěňş ăńčőřĺšňş:

Řĺś. 8: Ďĺăčřăňňă đŋčă

Ÿăč 1. Ćőğĳňěň őůěřěďŋőě ůĺśńő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŋăğőćěň ěčő šěłşźĺň ůĺśńőň. Ćěřţŋ¿¿ ńěćş¿ łńěšłş ńĺśšă ŋăğőćěň šěłşźěľ łńěšłőľ.

Ÿăč 2. Ěśńĺ šěłşźă£ łńěšłă ŕşśšă, ŕőśšăćĺň ć ŋěě šěłşźěě ůĺśńő ĺ ŕěřěľďěň ł Ÿăčş 1, ĺŋăůě ŕěřěľďěň ł Ÿăčş 3.

Ÿăč 3. Ěśńĺ šěłşźěě ůĺśńő ňěŋĳÿě ůĺśńă ć šěłşźěľ łńěšłě, ŕěřěďćĺŋěňś£ ŋă őďŋş łńěšłş ćŕřăćő, ŋăğőćěň ¡šş łńěšłş šěłşźěľ ĺ ŕěřěľďěň ł ÿăčş 2; ěśńĺ ęě šěłşźěě ůĺśńő ąőńĳÿě ůĺśńă ć šěłşźěľ łńěšłě, ćŕĺÿěň ć šěłşźş¿ łńěšłş ćňěśšő ĺňě¿źěčőś£ šăň ůĺśńă šěłşźěě ůĺśńő, ŕőśńě ůěčő ŋăğőćěň šěłşźĺň ůĺśńő, šőńĳłő ůšő şďăńěŋŋőě ĺğ šěłşźěľ łńěšłĺ, śďćĺŋěňś£ ŋă őďŋş łńěšłş ćŋĺğ, ŋăğőćěň ¡šş łńěšłş šěłşźěľ ĺ ŕěřěľďěň ł ÿăčş 2.

Ć řěğşńĳšăšě ćżŕőńŋěŋĺ£ ¡šőčő ăńčőřĺšňă ůĺśńă ŋăÿěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őłăęşšś£ řăśŕőńőęěŋŋżňĺ ć ćĺďě ťĺčşřż, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă. Ďĺăčřăňňă đŋčă śőśšőĺš ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ř£ďőć łńěšőł, ćżřőćŋěŋŋżţ ŕő ńěćőňş łřă¿, ŕřĺůěň łăęďżľ śńěďş¿źĺľ ř£ď śőďěřęĺš ŋě ąőńĳÿě łńěšőł, ůěň ŕřěďżďşźĺľ. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ůĺśńă ğŋĺňă¿š pq + 1 łńěšőł, šő ć ŕőńşůěŋŋőľ ďĺăčřăňňě ńĺąő ŕěřćă£ śšřőłă śőďěřęĺš ąőńěě q łńěšőł, ńĺąő ŕěřćżľ śšőńąěű | ąőńěě p łńěšőł (ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ďĺăčřăňňă śőďěřęăńăśĳ ąż ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłě q × p ĺ śőśšő£ńă ąż ĺğ ŋě ąőńěě ůěň pq łńěšőł). Őąă śńşůă£ őğŋăůă¿š ŋăńĺůĺě šřěąşěňőľ ňőŋőšőŋŋőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

4 Ŕőśńě ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă

4.1. Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źă£ ňőďĺťĺłăűĺ£ šěőřěňż Řăňśě£.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ďăŋő śůěšŋőě ňŋőęěśšćő M ĺ k | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. Ŕşśšĳ ćśě k-¡ńěňěŋšŋżě ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőęěśšćă M řăğąĺšż ŋă ďćă łńăśśă. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłőě ąěśłőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő L ⊂ M, ůšő ćśě k-¡ńěňěŋšŋżě ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőęěśšćă L ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łńăśśş.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőńşůăěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő k ăŋăńőčĺůŋő őążůŋőľ šěőřěňě Řăňśě£. Ćżąěřěň ć ŋăÿěň ňŋőęěśšćě śůěšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő M ĺ ŕřőŋşňěřşěň ěčő šőůłĺ. Řăğőąĳěň ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć šőůłăţ ňŋőęěśšćă M ŋă ďćă łńăśśă ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ĺţ őřĺěŋšăűĺěľ (łăł ć ğăďăůě 1.2). Ŕő śťőřňşńĺřőćăŋŋőľ šěőřěňě Řăňśě£ ďń£ ąěśłőŋěůŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă L ⊂ M ćśě šřěşčőńĳŋĺłĺ ś ćěřÿĺŋăňĺ ĺğ L ąşďşš őřĺěŋšĺřőćăŋż őďĺŋăłőćő, őšłşďă ĺ śńěďşěš şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ.

4-1 Ůăÿłĺ ĺ łřżÿłĺ (cups and caps)

4.2. Ňż ŕřĺćőďĺň řěÿěŋĺě ĺğ [4], ŕěřćőĺśšőůŋĺł | [3]. Ŋěřăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ řěłşřřěŋšŋőčő śőőšŋőÿě- ŋĺ£ f(k, ℓ) ⩽ f(k − 1, ℓ) + f(k, ℓ − 1) − 1 (2) ĺ ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ f(k, 3) = f(3, k) = k.

Ďőłăęěň ŋěřăćěŋśšćő (2). Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćő X śőśšőĺš ĺğ f(k − 1, ℓ) + f(k, ℓ − 1) − 1 šőůěł. Řăśśňőšřĺň ćśěćőğňőęŋżě (k − 1)-ůăÿłĺ ĺğ ňŋőęěśšćă X. Ŕşśšĳ Y | ňŋőęěśšćő łřăľŋĺţ ńěćżţ šőůěł ¡šĺţ ůăÿěł. Šőčďă ňŋőęěśšćő X \ Y ŋě śőďěřęĺš ŋĺ őďŋőľ (k − 1)-ůăÿłĺ. Ěśńĺ ć ¡šőň ňŋőęěśšćě ążńő ąż ŋě ňěŋĳÿě f(k − 1, ℓ) šőůěł, šő šőčďă ć ŋěň őą£ğăšěńĳŋő ŋăÿńăśĳ ąż ℓ-łřżÿłă. Ŕşśšĳ ć ňŋőęěśšćě X \ Y ňěŋĳÿě f(k −1, ℓ) šőůěł, šőčďă ć ňŋőęěśšćě Y ŋě ňěŋĳÿě f(k, ℓ −1) šőůěł. Ěśńĺ őŋő ŕřĺ ¡šőň ŋě śőďěřęĺš k-ůăÿěł, šő ć ŋěň őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ (ℓ − 1)-łřżÿłă, őąőğŋăůĺň ěě

A = {(x_1, y_1), (x_2, y_2), . . . , (x_ℓ�_1, y_ℓ�_1)} .

Řăśśňőšřĺň šăłęě (k − 1)-ůăÿłş

U = {(x_{j1} , y_{j1} ), (x_{j2} , y_{j2} ), . . . , (x_{jℓ}�_1 , y_{jℓ}�_1 )}

ć ňŋőęěśšćě X, ďń£ łőšőřőľ šőůłă (x_ℓ, y_ℓ) £ćń£ěšś£ łřăľŋěľ ńěćőľ šőůłőľ (šăł ůšő ć ŋăÿĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ j_1 = ℓ − 1). Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő šőčďă ńĺąő (x_ℓ�_2, y_ℓ�_2) ∪ U | k-ůăÿłă, ńĺąő A ∪ (x_{j2} , y_{j2} ) | ℓ-łřżÿłă.

4.3. Ťőřňşńă őůěćĺďŋă ŕřĺ k = 3 ĺńĺ ℓ = 3. Şšćěřęďěŋĺě ąşďěň ďőłăğżćăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ďőŕşśšĺň, ůšő śşźěśšćşěš ňŋőęěśšćő A ĺğ C^k�^3_{k+ℓ}�_5 šőůěł, ŋě śőďěřęăźěě ŋĺ (k − 1)-ůăÿěł, ŋĺ ℓ-łřżÿěł, ĺ ňŋőęěśšćő B ĺğ C^k�^2_{k+ℓ}�_5 šőůěł, ŋě śőďěřęăźěě ŋĺ k-ůăÿěł, ŋĺ (ℓ − 1)-łřżÿěł. Ćżŕőńŋĺň ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś ¡šĺţ ňŋőęěśšć šăł, ůšőąż őłăğăńőśĳ, ůšő

1) ňŋőęěśšćő B ńěęĺš ŕřăćěě ňŋőęěśšćă A, š. ě. x-łőőřďĺŋăšă ń¿ąőľ šőůłĺ ňŋőęěśšćă B ąőńĳÿě xłőőřďĺŋăšż ń¿ąőľ šőůłĺ ňŋőęěśšćă A;

2) ŋăłńőŋ ń¿ąőľ ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ ń¿ąş¿ šőůłş ĺğ A ś ń¿ąőľ šőůłőľ ĺğ B ąőńĳÿě ŋăłńőŋă ń¿ąőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ďćě šőůłĺ ĺğ A ĺńĺ ďćě šőůłĺ ĺğ B.

§śŋő, ůšő łăęďă£ ůăÿłă ĺğ ňŋőęěśšćă A ∪ B, śőďěřęăźă£ šőůłĺ őąőĺţ ňŋőęěśšć A ĺ B, śőďěřęĺš ŋě ąőńěě őďŋőľ šőůłĺ ĺğ B, ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő A ∪ B ŋě śőďěřęĺš k-ůăÿěł. Ăŋăńőčĺůŋő, ¡šő ňŋőęěśšćő ŋě śőďěřęĺš ℓ-łřżÿěł. Šăłĺň őąřăğőň,

f(k, ℓ) ⩾ C^k�^3_{k+ℓ}�_5 + C^k�^2_{k+ℓ}�_5 + 1 = C^k�^2_{k+ℓ}�_4 + 1 .

4.4. Řěğşńĳšăš ğăďăůĺ śřăğş śńěďşěš ĺğ őůěćĺďŋőčő ŋěřăćěŋśšă N(n) ⩽ f(n, n).

Ďőłăğăŋŋőě şšćěřęďěŋĺě ążńő ŕőńşůěŋő İřďěÿěň ć [3] ĺ ć šěůěŋĺě 63 ńěš ążńő ŋăĺńşůÿěľ ĺğćěśšŋőľ őűěŋłőľ śćěřţş ďń£ ůĺśěń N(n). Ŋěśłőńĳłő ńěš ŋăğăď ŕő£ćĺńőśĳ śřăğş ŋěśłőńĳłő śšăšěľ, čďě ďőłăğżćăńĺśĳ ůşšĳ ąőńěě śĺńĳŋżě őűěŋłĺ, śăňă£ śĺńĳŋă£ ĺğ ŋĺţ ĺ ŕřĺ ¡šőň ŋăĺąőńěě ŕřőśšă£ ŕřĺćőďĺšś£ ć śńěďş¿źěľ ğăďăůě (ŕěřćőĺśšőůŋĺł | [5]).

4.5. Ŕşśšĳ A | ¡łśšřěňăńĳŋă£ šőůłă ňŋőęěśšćă X. Ćżąěřěň šőůłş B ćŋě ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ňŋőęěśšćă

X šăł, ůšőąż ŋĺłăłă£ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ łăłĺě-ŋĺąşďĳ ďćě šőůłĺ ňŋőęěśšćă X \ A, ŋě ŕěřěśěłăńă őšřěğőł AB. Ŕřőćěďěň ůěřěğ šőůłş B ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ŕř£ňş¿ p, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ś£ ś ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ ňőęěśšćă X. Ćżŕőńŋĺň ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě T , őšőąřăęă¿źěě ŕř£ňş¿ p ć ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋş¿ ŕř£ňş¿, ă őšřěğőł AB | ć ńşů, ĺďşźĺľ ĺğ šőůłĺ T (A) ćěřšĺłăńĳŋő ćŋĺğ. Šőčďă őůěćĺďŋő, ůšő 1) ňŋőęěśšćő šőůěł Y ⊂ X ŋăţőďĺšś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă T (Y ) ŋăţőďĺšś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ;

2) ňŋőęěśšćő šőůěł Z ⊂ X, śőďěřęăźěě šőůłş A, ŋăţőďĺšś£ ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă T (Z \ A) | łřżÿłă.

Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćő X śőďěřęĺš C^n�^3_{2n}�_5 + 2 šőůěł. Šőčďă ňŋőęěśšćő T (X \ A), ć śĺńş şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ 4.2, śőďěřęĺš (n − 1)-łřżÿłş ĺńĺ n-ůăÿłş. Ğŋăůĺš, X śőďěřęĺš n šőůěł ć ćżŕşłńőň ŕőńőęěŋĺĺ.

4-2 Łő¡ťťĺűĺěŋš ŋěřăğąĺćăěňőśšĺ

4.6. Ŋěš, šăłĺţ ňŋőęěśšć ŋě śşźěśšćşěš. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ šăłĺě ňŋőęěśšćă śşźěśšćş¿š, ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋżě ďěś£šĳ šőůěł ňŋőęěśšćă A, ŕşśšĳ S | ňŋőęěśšćő, śőśšő£źěě ĺğ ¡šĺţ ďěś£šĺ šőůěł ĺ šěţ šőůěł ňŋőęěśšćă A, łőšőřżě ńěęăš ć ĺţ ćżŕşłńőľ őąőńőůłě. Šőčďă ć śĺńş şšćěřęďěŋĺ£ H(5) = 10 (ŋăňěł ŋă ¡šő ĺňěěšś£ ć şšćěřęďěŋĺĺ ğăďăůĺ 2.3) ćő ňŋőęěśšćě S ŋăľďşšś£ ŕ£šĳ šőůěł, őąřăğş¿źĺţ ćżŕşłńżľ ŕ£šĺşčőńĳŋĺł ĺ ŋě śőďěřęăźĺţ ďřşčĺţ šőůěł ňŋőęěśšćă A. Ŕşśšĳ B_1B_2B_3B_4B_5 | ¡šőš ŕ£šĺşčőńĳŋĺł. Ŕşśšĳ C_1, C_2, C_3 | šőůłĺ ňŋőęěśšćă B, ńěęăźĺě ć šřěşčőńĳŋĺłăţ B_1B_2B_3, B_1B_3B_4, B_1B_4B_5. Šőčďă ć šřěşčőńĳŋĺłě C_1C_2C_3, ă ğŋăůĺš, ĺ ć ŕ£šĺşčőńĳŋĺłě B_1B_2B_3B_4B_5 śőďěřęĺšś£ šőůłă ňŋőęěśšćă A.

Ćőš ŕőţőęěě řăśśşęďěŋĺě, ć łőšőřőň ŋě ĺśŕőńĳğş¿šś£ ŋĺłăłĺě śŕěűĺăńĳŋżě ťăłšż.

Ńěňňă. Ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ğăďăůĺ, šő ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě ń¿ążţ ŕ£šĺ šőůěł ňŋőęěśšćă A śőďěřęĺšś£ ěźě ţőš£ ąż őďŋă šőůłă ňŋőęěśšćă A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă S ćżąřăŋŋżţ ŕ£šĺ šőůěł £ćń£ěšś£ k-şčőńĳŋĺłőň (k = 3, 4, 5), šő ěśšĳ, 5 − k ĺğ ćżąřăŋŋżţ šőůěł ńěęăš ćŋşšřĺ S, šő ňż ňőęěň řăğąĺšĳ ¡šőš k-şčőńĳŋĺł ŋă 8 − k šřěşčőńĳŋĺłőć ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ ŕ£šĺ šőůłăţ (ŕőśůĺšăľšě śşňňş şčńőć!). Ğŋăůĺš, ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă S śőďěřęĺšś£ 8 − k šőůěł ňŋőęěśšćă B. Šőčďă ňőęŋő ŋăľšĺ 6 − k ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ šřěşčőńĳŋĺłőć ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ, ĺ ğŋăůĺš, ćŋşšřĺ S ěśšĳ ţőš£ ąż őďŋă \ŋőćă£" šőůłă ĺğ ňŋőęěśšćă A.

Ĺğ şšćěřęďěŋĺ£ ńěňňż śřăğş śńěďşěš řěÿěŋĺě ğăďăůĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ šăłĺě ňŋőęěśšćă śşźěśšćş¿š. Ğăťĺłśĺřşěň łăłőľ-ŋĺąşďĳ ŋě śńĺÿłőň ňăńěŋĳłĺľ łřşč, őšňěšĺň ćśě šőůłĺ ňŋőęěśšćă A, ńěęăźĺě ćŋşšřĺ ŋěčő, ĺ ćżąěřěň ŕ£šĳ šőůěł ś ŋăĺňěŋĳÿěľ ŕńőźăďĳ¿ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ (¡šő ćőğňőęŋő, šăł łăł ć śĺńş őšďěńěŋŋőśšĺ šőůěł ďřşč őš ďřşčă ćŋşšřĺ łřşčă ŋăţőďĺšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł). Ŕő ńěňňě, ćŋşšřĺ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ¡šĺţ šőůěł ŋăľďěšś£ ěźě őďŋă šőůłă ňŋőęěśšćă A. Şďăńĺć őďŋş ćěřÿĺŋş ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ ĺśţőďŋőľ ŕ£šěřłĺ šőůěł, ňż ŕőńşůĺň ŕ£šĳ šőůěł ś ňěŋĳÿěľ ŕńőźăďĳ¿ ćżŕşłńőľ őąőńőůłĺ. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

4.7. Ŕşśšĳ p ĺ s | ŕřőĺğćőńĳŋżě ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, ćżąőř łőšőřżţ śšăŋěš £śěŋ ŕőğęě. Ŕşśšĳ n = pN(2s). Šőčďă ć ŋăÿěň ňŋőęěśšćě ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋě ňěŋěě^{(p}�^{1)N(2s)}_{2s} ćżŕşłńżţ 2sşčőńĳŋĺłőć, ŋě ĺňě¿źĺţ őąźĺţ ćěřÿĺŋ. Ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ 2s-şčőńĳŋĺłőć řăśłřăśĺň ćěřÿĺŋż ŕőŕěřěňěŋŋő ć łřăśŋżľ ĺ śĺŋĺľ űćěšă. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ć łăęďőň 2s-şčőńĳŋĺłě ŋşęŋő ćżąřőśĺšĳ ŋě ňěŋěě s − 1 šőůěł, ůšőąż ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ ěčő łřăśŋżţ ĺ śĺŋĺţ ćěřÿĺŋ ŋě ŕěřěśěłăńĺśĳ. Ğŋăůĺš, ďń£ šőčő ůšőąż ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ ćśěţ łřăśŋżţ ĺ śĺŋĺţ šőůěł ŋě ŕěřěśěłăńĺśĳ, ŋěőąţőďĺňő ćżąřőśĺšĳ ŋě ňěŋěě (s�1)(p�1)N(2s)

2s šőůěł. Ŕő¡šőňş k n ⩾ (s�1)(p�1)_{2s N}(2_s) pN(2s) = 1 2 · s − 1 s · p − 1 p . İšő ćżřăęěŋĺě ňőęěš ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąńĺğłĺň ł 1/2.

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ňőřőğőćă Ě. Ă., Ŕěšřăłőć Ĺ. Ś., Śłćőřűőć Ć. Ă. Ňěęďşŋăřőďŋżě ňăšěňăšĺůěśłĺě őńĺňŕĺăďż. Ň.: Ŕřőśćěźěŋĺě. 1976.

[2] Erd}os P., Szekeres G., On some extremum problems in elementary geometry. Ann. Univ. Sci. Budapest.

E-otv-os Sect. Math. 3{4 (1961), 53{62. Ŕěřěŕěůăšăŋő ć Paul Erd}os: The Art of Counting. Selected Writings (J. Spencer, ed.)

[3] Erdős P., Szekeres G., A combinatorial problem in geometry, Compositio Math. 2 (1935), 463{470.

Reprinted in: Paul Erd}os: The Art of Counting. Selected Writings (J. Spencer, ed.), pp. 3{12, MIT Press, Cambridge, MA, 1973. Reprinted in: Classic Papers in Combinatorics (I. Gessel and G.-C. Rota, eds.), pp. 49{56, Birkh-auser, Basel, 1987.

[4] Morris W., Soltan V. The Erd}os-Szekeres problem on points in convex position | a survey. Bull. AMS V. 37, No. 4, P. 437{458.

[5] Tóth G., Valtr P., Note on the Erd}os-Szekeres theorem, Discrete Comput. Geom. 19 (1998), 457{459.

[6] Bisztriczky T., Fejes Tóth G., A generalization of the Erd}os{Szekeres convex n-gon theorem, J. Reine Angew. Math. 395 (1989), 167{170.

[7] Valtr P., Convex independent sets and 7-holes in restricted planar point sets, Discrete Comput. Geom. 7 (1992), 135{152.