Őţőšă ŋă Śŋăřłă (řěÿěŋĺ£)

0. (Ă. Čőńşąőć, Ň. Łăńěŋłőć) Ŋěťőřňăńĳŋő ĺďě£ řěÿěŋĺ£ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ąşńőůŋĺł ćżąĺřăěš ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ łćăďřăš ś űěŋšřőň ć ŋăůăńĳŋőň ŕőńőęěŋĺĺ Śŋăřłă ĺ ďőąĺćăěšś£, ůšőąż Śŋăřł ŋĺłőčďă ŋě ŕőłĺŋşń ŕřěďěńż łćăďřăšă. Ďń£ ¡šőčő Ąşńőůŋĺł ŕěřćżňĺ ţőďăňĺ ğăŕőńŋ£ěš ąşńőůłăňĺ 4 şčńőćżţ łćăďřăšă ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő řăğňěřă. Ğăšěň, ŕőłă Śŋăřł ÀďăńěłőÁ őš čřăŋĺűż łćăďřăšă, Ąşńőůŋĺł řăćŋőňěřŋő ğăŕőńŋ£ěš śšőřőŋż łćăďřăšă šăł, ůšőąż őąřăğőćăńăśĳ śěšĳ ś ŋě őůěŋĳ łřşŕŋżňĺ £ůěľłăňĺ. Łőčďă Śŋăřł ŕőďţőďĺš ł čřăŋĺűě ďőśšăšőůŋő ÀąńĺğłőÁ, Ąşńőůŋĺł ğăŕőńŋ£ěš ŕřőňěęşšłĺ ć śěšĺ. ÀĄńĺğłĺěÁ łńěšłĺ őąřăğş¿š ąşťěřŋş¿ ğőŋş ÿĺřĺŋőľ ć ŋěłőšőřőě ğăřăŋěě ğăďăŋŋőě łőńĺůěśšćő ńĺŋĺľ. Ŋăň ąşďěš ďőśšăšőůŋő ąşťěřŋőľ ğőŋż ÿĺřĺŋőľ ć 9 ńĺŋĺľ.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕěřĺňěšř łćăďřăšă ć ćőśěňĳ řăğ ąőńĳÿě, ůěň łőńĺůěśšćő ţőďőć, łőšőřőě šřěąşěšś£ Śŋăřłş śłőřőśšĺ 1 ďń£ šőčő, ůšőąż ďőľšĺ ďő čřăŋĺűż ¡šőčő łćăďřăšă. Šăł łăł t/8 > t/9 + const ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőň t, šő ŕřĺ ďőśšăšőůŋőľ ćěńĺůĺŋě łćăďřăšă ňőęŋő ğăŕőńŋĺšĳ čřăŋĺűş śěšĳ¿ ś ćěńĺůĺŋőľ £ůěěł ć 8 łńěšőł (ŕńőšŋőśšĺ 1/9) ĺ řăśśšăćĺšĳ ąşńőůłĺ ć şčńăţ ąőńĳÿőčő łćăďřăšă (ďńĺŋż śšőřőŋ şčńőćżţ łćăďřăšőć ďőńęŋż ŕřěćżÿăšĳ ÿĺřĺŋş ąşťěřŋőľ ğőŋż) ďő šőčő łăł Śŋăřł ćőľď-ěš ć ąşťěřŋş¿ ğőŋş. Şčńőćżě łćăďřăšż řăğąĺćă¿š ąşťěřŋş¿ ğőŋş ŋă ůěšżřě łőňŕőŋěŋšż: ůěšżřě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, ŕřĺńěčă¿źĺţ ł śšőřőŋăň ąőńĳÿőčő łćăďřăšă. Łăł šőńĳłő Śŋăřł ćţőďĺš ć ŋě-ě, Ąşńőůŋĺł ŋăůĺŋăěš ğăŕőńŋ£šĳ £ůěľłĺ śěšĺ. Ŕřőĺśţőďĺš ¡šő šăł. Ąşńőůŋĺł śšřěňĺšś£ śőğďăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕőď Śŋăřłőň ąăřĳěř ĺğ šř-ěţ ŕőďř£ď ĺďşźĺţ ąşńőůěł. Łăł šőńĳłő ¡šőš ąăřĳěř śőğďăŋ, Ąşńőůŋĺł ňőęěš ěčő ŕőďďěřęĺćăšĳ ŋěğăćĺśĺňő őš ţőďőć Śŋăřłă. Őśšăńőśĳ ŕőłăğăšĳ, ůšő šăłőľ ąăřĳěř ąşďěš śőğďăŋ ďő šőčő, łăł Śŋăřł ćżľďěš ğă ŕřěďěńż łćăďřăšă.

Łőčďă Śŋăřł ćŕěřćżě ćţőďĺš ć ąşťěřŋş¿ ğőŋş, Ąşńőůŋĺł śšăćĺš ąşńőůłş ć ŕřőěłűĺ¿ Śŋăřłă ŋă ąńĺęăľÿş¿ ł ŋěňş śšőřőŋş (Àŕőď ŋĺňÁ). Ŕő ňěřě ďćĺęěŋĺ£ Śŋăřłă Ąşńőůŋĺł şśŕěćăěš ćżśšăćń£šĳ ŕőď ŋĺň ąşńőůłĺ, ĺ ŕő¡šőňş ř£ďőň ś ŕřőěłűĺěľ Śŋăřłă ŋăţőďĺšś£ ďćě ąşńőůłĺ. Ěśńĺ šőńĳłő Śŋăřł ĺğňěŋĺš ŋăŕřăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ ćďőńĳ ¡šőľ śšőřőŋż ĺńĺ ŕőľď-ěš śšřőčő ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ł ŋěľ, Ąşńőůŋĺł ňőňěŋšăńĳŋő ćżśšăćĺš šřěšĳ¿ ąşńőůłş ř£ďőň ś ŕřőěłűĺěľ ĺ ěčő ğăďăůă ąşďěš ćżŕőńŋěŋă. Ěśńĺ ęě Śŋăřł ćś-ě ćřěň£ ţőďĺš, ŕěřěňěźă£śĳ ćďőńĳ śšőřőŋż ć őďŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, šő ŋě ŕőğęě ůěň ůěřěğ 8 ţőďőć ŕőď ěčő ŕřőěłűĺěľ őłăęěšś£ őďĺŋ ĺğ şğńőć śěšĺ, ŕőśšăćńěŋŋżľ ğăřăŋěě. Ĺ ¡šő ŕőğćőńĺš Ąşńőůŋĺłş ŕőśšăćĺšĳ šřěšĳ¿ ąşńőůłş ř£ďőň ś ŕřőěłűĺěľ. Šăł łăł ÿĺřĺŋă ąşťěřŋőľ ğőŋż ąőńĳÿě, ůěň ÿĺřĺŋă £ůěěł śěšĺ, Ąşńőůŋĺł şśŕěěš řěăńĺğőćăšĳ őďĺŋ ĺğ ¡šĺţ ćăřĺăŋšőć. Ŕőśńě ¡šőčő Ąşńőůŋĺł ąěğ šřşďă ąşďěš śőţřăŋ£šĳ śĺšşăűĺ¿, ŕřĺ łőšőřőľ ŕőď ŕřőěłűĺěľ Śŋăřłă ŋă śšőřőŋş ŋăţőď£šś£ šřĺ ąşńőůłĺ. Ŕő¡šőňş ďăęě łőčďă Śŋăřł ŕőďőľď-ěš ćŕńőšŋş¿ ł čřăŋĺűě, ŕěřěď ŋĺň őłăęěšś£ ŋěŕřěőďőńĺňżľ ąăřĳěř.

ε. Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ğăťĺłśĺřőćăšĳ čőřĺğőŋšăńĳŋş¿ ńĺŋĺ¿ L ŋă ďőśšăšőůŋőň řăśśšő£ŋĺĺ ćżÿě Śŋăřłă, šő ŋă ŋěľ ňőęŋő ćżďěńĺšĳ őšřěğőł, łőšőřżľ Śŋăřł šőńĳłő ĺ ňőęěš ďőśšĺůĳ (őąńăśšĳ ďőśšĺęĺňőśšĺ). Ğă őďĺŋ ţőď Śŋăřł ňőęěš ĺğňěŋĺšĳ ăąśűĺśśş ŋě ąőńěě ůěň ŋă n, ă őřďĺŋăšă şćěńĺůĺćăěšś£ ŋě ňěŋěě ůěň ŋă 1, ŕő¡šőňş őąńăśšĳ ďőśšĺęĺňőśšĺ śőďěřęĺšś£ ć őšřěğłě ďńĺŋż ℓ = 3x(n + 1), čďě x | łőńĺůěśšćő čőřĺğőŋšăńěľ ňěęďş šěłşźĺň ŕőńőęěŋĺěň Śŋăřłă ĺ ńĺŋĺěľ L. Ďăńěě ĺňěŋŋő ¡šőš őšřěğőł ĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ őąńăśšĳ¿ ďőśšĺęĺňőśšĺ. Ďń£ šőčő ůšőąż Śŋăřł ŋě ŕřőřćăńś£ ğă ńĺŋĺ¿ L, ŋăď őąńăśšĳ¿ ďőśšĺęĺňőśšĺ ŋăďő ćżśšřőĺšĳ ąăřĳěř ćżśőšż n.

Śŋăřł ŕřőţőďĺš ŕőńőćĺŋş řăśśšő£ŋĺ£ ďő ńĺŋĺĺ L ŋě ążśšřěě, ůěň ğă x_2n ţőďőć. Ćś-ě ¡šő ćřěň£ Ąşńőůŋĺł śšřőĺš ąăřĳěř ŋăď ćśěľ őąńăśšĳ¿ ďőśšĺęĺňőśšĺ, řăćŋőňěřŋő ğăŕőńŋ££ ąşńőůłăňĺ ąńĺęăľÿĺľ ł ńĺŋĺĺ L ř£ď. Őŋ şśŕěćăěš ŕőśšăćĺšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě x_2n ąşńőůěł. Ćěśĳ ąăřĳěř šřěąşěš 3x(n + 1) � n ąşńőůěł, šăłĺň őąřăğőň őŋ şśŕěěš ğăŕőńŋĺšĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě x 2n^2 � 3x(n + 1) > 1 6n^3

ůăśšĳ ąăřĳěřă.

Łőčďă Śŋăřł ŕřőľď-ěš ŕőńőćĺŋş řăśśšő£ŋĺ£ x, ÿĺřĺŋă őąńăśšĺ ďőśšĺęĺňőśšĺ şňěŋĳÿĺšś£ ćďćőě (ŕőśłőńĳłş ℓ ğăćĺśĺš őš x ńĺŋěľŋő), śńěďőćăšěńĳŋő, şňěŋĳÿĺšś£ ćďćőě ĺ ůĺśńő ąşńőůěł, šřěąşěňżţ ďń£ ŕőśšřőľłĺ ąăřĳěřă. Ğŋăůĺš, ŕőłă Śŋăřł ąşďěš ŕřěőďőńěćăšĳ ŕőńőćĺŋş őśšăćÿěčőś£ řăśśšő£ŋĺ£ x/2, Ąşńőůŋĺł śşňěěš ŕőśšřőĺšĳ ěź-ě 1/6n^3 ůăśšĳ šőčő şůăśšłă ąăřĳěřă, ůěřěğ łőšőřżľ Śŋăřł ňőęěš ŕřőřćăšĳś£. Ŕőćšőř££ şłăğăŋŋżě ďěľśšćĺ£, ůěřěğ 6n^3 řăğ Ąşńőůŋĺł ŕőńŋőśšĳ¿ ćżśšřőĺš şůăśšőł ąăřĳěřă ŕěřěď Śŋăřłőň. Ůšőąż őŕĺśăŋŋă£ śšřăšěčĺ£ ŕřĺćěńă ł şśŕěţş, x ďőńęŋő ążšĳ ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő, ŋăŕřĺňěř x > 2^6n^{3+1}.

2ε. Ůăśšŋżľ śńşůăľ śńěďş¿źěľ ğăďăůĺ.

3ε. Őąőğŋăůĺň D = 1 000 000 + 1. Ŕőłăęěň, ůšő Ąşńőůŋĺł ňőęěš ğăśšăćĺšĳ Śŋăřłă şćěńĺůĺćăšĳ őřďĺŋăšş ŋě řěęě ůěň őďĺŋ řăğ ğă T ţőďőć. Šőčďă ěčő ňőęŋő ńőćĺšĳ łăł ε-Śŋăřłă śłőřőśšĺ T n.

Őŕĺÿěň śšřăšěčĺ¿ ćżšěśŋěŋĺ£ Śŋăřłă ććěřţ. Ŕőłă Śŋăřł ŋě şćěńĺůĺćăěš őřďĺŋăšş, Ąşńőůŋĺł ćżśšřăĺćăěš śšěŋłĺ ćżśőšż D ĺ ÿĺřĺŋż n śńěćă ĺ śŕřăćă őš ŕőńőęěŋĺ£ Śŋăřłă ć ŋăůăńě ćżšěśŋěŋĺ£, šăł ůšőąż ňěęďş śšěŋłăňĺ ążńő 4Dn^2 + 1 ćěřšĺłăńěľ (ćěřţŋĺě śšőřőŋż śšěŋőł ńěęăš ŋă čőřĺğőŋšăńĺ, ć łőšőřőľ ŋăţőďĺšś£ Śŋăřł ć ŋăůăńě ćżšěśŋěŋĺ£). Ğăŕőńŋ££ ŕřőśšřăŋśšćő ňěęďş śšěŋłăňĺ, Ąşńőůŋĺł ćżŋşęďăěš Śŋăřłă şćěńĺůĺćăšĳ łőőřďĺŋăšş y ŋě řěęě, ůěň řăğ ğă (4Dn^2 + 1)D + 2Dn ţőďőć. Šăłĺň őąřăğőň, T ňőęŋő śůĺšăšĳ řăćŋżň (4Dn^2 + 1)D + 2Dn.

4ε. Ůăśšŋżľ śńşůăľ śńěďş¿źěľ ğăďăůĺ.

5ε. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D = 1 000 000 + 1, ă ůěřěğ N | ňăłśĺňăńĳŋőě łőńĺůěśšćő ţőďőć, ğă łőšőřőě ńőćĺšś£ 3ε-Śŋăřł šőľ ęě śłőřőśšĺ ĺ ś šěň ęě ğŋăůěŋĺěň D. Ąşńőůŋĺł ćżąĺřăěš ŋăśšőńĳłő ąőńĳÿőľ łćăďřăš ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš, ůšő őŋ śőďěřęĺš ŋăůăńĳŋőě ŕőńőęěŋĺě Śŋăřłă ĺ śšőřőŋă łćăďřăšă ŋě ňěŋěě 2K + 1 (ğŋăůěŋĺě K şłăęěň ŕőğęě).

Ŕěřćă£ śšăďĺ£ śőśšőĺš ć šőň, ůšő Ąşńőůŋĺł ğăŕőńŋ£ěš ąşńőůłăňĺ ć őůěŋĳ ąőńĳÿőň łćăďřăšě ůěšżřě şčńőćżţ łćăďřăšă śő śšőřőŋőľ Nn + max(D, n) (šăł ůšő K = 4n(Nn + max(D, n))^2 + Nn + max(D, n)). Ŕőłă Śŋăřł ŋě ŕřĺąńĺęăěšś£ ł čřăŋĺűě őůěŋĳ ąőńĳÿőčő łćăďřăšă ąńĺęě, ůěň ŋă Nn, Ąşńőůŋĺł ğăŕőńŋ£ěš łńěšłĺ őůěŋĳ ąőńĳÿőčő łćăďřăšă ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň. Řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő Śŋăřł ąşďěš ćżŋşęďěŋ ŕřĺąńĺğĺšĳś£ ł čřăŋĺűě łćăďřăšă ŋă şłăğăŋŋş¿ ćěńĺůĺŋş. Šěŕěřĳ řăśśšő£ŋĺě őš Śŋăřłă ďő ŋăůăńă łőőřďĺŋăš őŕřěďěń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ńĺÿĳ őďŋőľ łőőřďĺŋăšż, ĺ Ąşńőůŋĺł ňőęěš ğăŕěřěšĳ Śŋăřłă, ŕőńĳğş£śĳ śšřăšěčĺěľ ĺğ ğăďăůĺ 3ε.

1/2001. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Ąşńőůŋĺł ńőćĺš ŕőďőğřĺšěńĳŋőčő Śŋăřłă. Šőčďă ŋăľď-ěšś£ šăłőě ůĺśńő k, ůšő Śŋăřł ąşďěš ŕőľňăŋ ŋě ąőńěě ůěň ğă k ţőďőć. Śůĺšăěň, ůšő Ąşńőůŋĺł ŕřĺďěřęĺćăěšś£ őŕřěďěń-ěŋŋőľ śšřăšěčĺĺ, šăł ůšő ěčő ŕőćěďěŋĺě ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋő. Řăśśňőšřĺň ďěřěćő ĺčřż, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ŕőğĺűĺľ ĺčřż ŕőśńě ţőďă Ąşńőůŋĺłă. Ďćě ŕőğĺűĺĺ śőěďĺŋ£¿šś£ ŋăŕřăćńěŋŋżň řěąřőň, ěśńĺ ćšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕěřćőľ ŕőśńě ŋěłőšőřőčő ţőďă Śŋăřłă ĺ őšćěšă Ąşńőůŋĺłă. Šăłĺň őąřăğőň, ć ďěřěćě ĺčřż ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ĺśţőďĺš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ř-ěąěř (ŋě ąőńěě ůěň (2n + 1)^2). Ŕőśłőńĳłş Śŋăřł ńőćĺšś£, ć ďěřěćě ŋěš ąěśłőŋěůŋżţ ćěšćěľ. Ŋő šőčďă ć ďěřěćě łőŋěůŋőě ůĺśńő ćěřÿĺŋ. İšő ńěčłő ďőłăğżćăěšś£ ĺŋďşłšĺćŋżň řăśśşęďěŋĺěň őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕşśšĳ ć ďěřěćě ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ćěřÿĺŋ. Ŕőśšřőĺň ąěśłőŋěůŋş¿ ćěšćĳ, ŋăůĺŋă¿źş¿ś£ ĺğ łőřŋ£, ćżąĺřă£ łăęďżľ řăğ śřěďĺ ŕőšőňłőć ŕőśńěďŋěľ ĺğ şęě ćżąřăŋŋżţ ćěřÿĺŋ šş, ş łőšőřőľ ąěśłőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő ŕőšőňłőć (őŋă śşźěśšćşěš, šăł łăł ćěšćńěŋĺě łőŋěůŋő).

Šěŕěřĳ Ąşńőůŋĺł ąşďěš ńőćĺšĳ őążłŋőćěŋŋőčő Śŋăřłă, ŕřĺďěřęĺćă£śĳ śńěďş¿źěľ śšřăšěčĺĺ. Ŕőłă Śŋăřł ŋě ćőğćřăźăěšś£ ć šě łńěšłĺ ďőśłĺ, ŋă łőšőřżě őŋ ňőč śďěńăšĳ ţőď řăŋěě, Ąşńőůŋĺł ĺčřăěš ŕő śšřăšěčĺĺ ńőćńĺ ŕőďőğřĺšěńĳŋőčő Śŋăřłă. Łőčďă Śŋăřł ćőğćřăźăěšś£, Ąşńőůŋĺł ğăążćăěš ćśě ţőďż, ŋăůĺŋă£ ś ňőňěŋšă, łőčďă Śŋăřł ŕěřćżľ řăğ ňőč śďěńăšĳ ţőď ć šěłşźş¿ łńěšłş, ĺ ŕřőďőńęăěš ńőćń¿ ŕőďőğřĺšěńĳŋőčő Śŋăřłă. Ěśńĺ łńěšłă, ŋă łőšőřş¿ Ąşńőůŋĺł ďőńęěŋ śďěńăšĳ ţőď, şęě ğăŋ£šă, šő őŋ ďěńăěš ţőď ć ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śćőąőďŋş¿ łńěšłş ąőńĳÿőčő łćăďřăšă śő śšőřőŋőľ 2nk + 1 ĺ ś űěŋšřőň ć ŋăůăńĳŋőň ŕőńőęěŋĺĺ Śŋăřłă.

Ěśńĺ Śŋăřł śďěńăěš k ţőďőć ŕőďř£ď ąěğ ćőğćřăźěŋĺ£, őŋ ąşďěš ŕőľňăŋ łăł ŕőďőğřĺšěńĳŋżľ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě Śŋăřł ŋě ŕőłĺďăěš ŕřěďěńőć ąőńĳÿőčő łćăďřăšă, šăł ůšő řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő őŋ ąşďěš őšńőćńěŋ.

1/2000. Ŕěřěŋşňěřşěň ćśě łńěšłĺ ŕńőśłőśšĺ.

Ć ğăďăůě 5ε őŕĺśăŋă śšřăšěčĺ£ ŕőĺňłĺ Śŋăřłă, łőšőřżľ ŋĺłőčďă ŋě ŕőďţőďĺš ł ŋăůăńş łőőřďĺŋăš ŋă řăśśšő£ŋĺě, ňěŋĳÿěě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ŋěłőšőřżň ŕřěďżďşźĺň ňőňěŋšőň ŋă D = 1 000 000 ĺńĺ ąőńěě. Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ćśě ¡šĺ řăśśşęďěŋĺ£ ŕěřěŋőś£šś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺ£ ŋă ń¿ąőě ůĺśńő D ĺ ń¿ąş¿ łńěšłş ďőśłĺ. Ŕő¡šőňş Ąşńőůŋĺł ňőęěš łăęďżň ćšőřżň ţőďőň ĺčřăšĳ ŕřőšĺć Śŋăřłă şďćőěŋŋőľ śłőřőśšĺ 2n, ğăśšăćń££ ěčő ŕřĺąńĺğĺšĳś£ ł ŕěřćőľ łńěšłě (x_1, y_1) ŋă řăśśšő£ŋĺě D(x_1, y_1); łăęďżň ćšőřżň ĺğ őśšăćÿĺţś£ ţőďőć | ĺčřăšĳ ŕřőšĺć Śŋăřłă şůěšćěř-ěŋŋőľ śłőřőśšĺ, ğăśšăćń££ ěčő ŕřĺąńĺğĺšĳś£ łő ćšőřőľ łńěšłě (x_2, y_2) ŋă řăśśšő£ŋĺě D(x_2, y_2); . . . Śŋăřł ąşďěš ćżŋşęďěŋ řăŋő ĺńĺ ŕőğďŋő ŕřĺąńĺęăšĳś£ ł ń¿ąőľ łńěšłě ŋă šřěąşěňőě řăśśšő£ŋĺě.