Ă. §. Ąěńőć{Łăŋěńĳ, M. Ń. Čěřćěř

ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ

Őśŋőćŋżě ğăďăůĺ

Ŕőŕőńŋěŋĺě łńăśśă S. Łńăśś S0 { ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă. Őŕřěďěń££

łńăśś S, ňż ŕřőćőďĺńĺ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ŕř£ňżě, ŋě ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ şğńż. Ŕřőćěďěň šěŕěřĳ ŕř£ňş¿ L ś ĺřřăűĺőŋăńĳŋżň şčńőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň k_L ůěřěğ şğěń. Ŋă ćśěţ ŕěřěśěůěŋĺ£ţ L ś ćěřšĺłăń£ňĺ ĺ čőřĺğőŋšăń£ňĺ ŋăŕĺÿěň (łăł őążůŋő) ąşłćż v ĺ h, ă ŋă şğńě ŕőśšăćĺň ğŋăł ćőŕřőśă \?". Ğăňěŋ££ \?" ŋă vh, ŕőńşůĺň śćěřţśńőćő W = W_L; ğăňěŋ££ \?" ŋă hv, ŕőńşůĺň śćěřţśńőćő W = W_L.

3.1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńşůěŋŋżě śćěřţśńőćă šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋż: W, W ∈ S_1. 3.1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő W, W ∉ S.

Ďőąăćĺň ł S ćśě ŕőńşůěŋŋżě śćěřţśńőćă W_L, W_L (ďń£ ćśěţ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżţ şčńőćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć k_L) ĺ šăł ŕőŕőńŋěŋŋżľ łńăśś śćěřţśńőć őąőğŋăůĺň ůěřěğ S_0. Śćěřţśńőćă W ∈ S_0 ŋăğżćă¿šś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ ĺńĺ śćěřţśńőćăňĺ Ÿšşřňă ć ůěśšĳ ťřăŋűşğśłőčő ňăšěňăšĺłă Ęăłă Ÿšşřňă (1803{1855).

3.1.3. Ŋăľďĺšě ćśě šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżě śćěřţśńőćă, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě S_0. Şłăğăŋĺě. Ŕřĺňěŋĺšě śńěďş¿źş¿ łőŋśšřşłűĺ¿. Ŕřőćěďĺšě ŕř£ňş¿ L ś řăűĺőŋăńĳŋżň şčńőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň k_L ůěřěğ şğěń. Ŋă ćśěţ ŕěřěśěůěŋĺ£ţ L ś ćěřšĺłăń£ňĺ ĺ čőřĺğőŋšăń£ňĺ ŋăŕĺÿĺšě ąşłćż v ĺ h, ă ŋă şğńăţ ŕőśšăćĳšě ğŋăłĺ ćőŕřőśă \?". Ğăňěŋĺšě ŋěłőšőřżě \?" ŋă vh, ă őśšăńĳŋżě \?" { ŋă hv. Ćż£śŋĺšě, ŕřĺ łăłĺţ ğăňěŋăţ ŕőńşůăšś£ a) śćěřţśńőćă W ∈ S, b) śćěřţśńőćă W ∈ S_1, c) śćěřţśńőćă W ∉ S_1.

Ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżě śćěřţśńőćă. Ćżřăźĺćăŋĺě śćěřţśńőć. Řăśśňőšřĺň šřĺ śćěřţśńőćă: W_0 = {. . . vvv . . . }, W_1 = {. . . vvvhvvv . . . }, W_2 = {. . . vvvhhh . . . }. 3.2.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő W_0 ∈ S_0 ⊂ S_1, W_0 ∉ S_2; W_1 ∈ S_1, W_1 ∈ S_2, W_1 ∉ S_0; W_2 ∈ S_2, W_2 ∉ S_0, W_2 ∉ S_1 (W_0 £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Ÿšşřňă ĺ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň śćěřţśńőćőň, ŋő ŋě £ćń£ěšś£ śćěřţśńőćőň ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň ğăŕăśőň ŕőďśńőć; W_1 £ćń£ěšś£ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň śćěřţśńőćőň, ă šăłęě śćěřţśńőćőň ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň ğăŕăśőň ŕőďśńőć, ŋő ŋě £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Ÿšşřňă; W_2 £ćń£ěšś£ śćěřţśńőćőň ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň ğăŕăśőň ŕőďśńőć, ŋő ŋě £ćń£ěšś£ ŋĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Ÿšşřňă, ŋĺ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň śćěřţśńőćőň).

3.2.2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ć łńăśśě S_2 ěśšĳ šőńĳłő őďŋő śćěřţśńőćő, { ă ĺňěŋŋő, śćěřţśńőćő W_2, { śőďěřęăźěě ŕőďśńőćő vvhh?

Śćěřţśńőćă W , łőšőřżě (ŕőďőąŋő W_0, W_1 ĺ W_2) őąńăďă¿š őďŋĺň ĺğ šřěţ śćőľśšć W ∈ S_0 ⊂ S_1, W ∉ S_2, W ∈ S_1, W ∈ S_2, W ∉ S_0, W ∈ S_2, W ∉ S_0, W ∉ S_1, ŋăğőćěň ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżňĺ. Řăśśňőšřĺň ďćě őŕěřăűĺĺ ŋăď śćěřţśńőćăňĺ: ŕřăćĺńĳŋă£ n-ŕőďśšăŋőćłă: hv^n → v, hv^{n+1} → h (łăęďă£ ąşłćă v ğăňěŋ£ěšś£ śńőćőň hv^n, łăęďă£ ąşłćă h { śńőćőň hv^{n+1}, n ≥ 0 { ń¿ąőě űěńőě ůĺśńő) ĺ ĺŋćěřśĺ£: h Æ v.

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă šăłĺţ őŕěřăűĺľ (ł śńőćş ĺńĺ śćěřţśńőćş) ŋăğőćěň ćżřăźĺćăŋĺěň, ďń£ řăğŋżţ n-ŕőďśšăŋőćőł n ňőęěš ążšĳ řăğŋżň.

3.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ĺśłń¿ůĺšěńĳŋőě śćěřţśńőćő ŕőńşůăěšś£ ćżřăźĺćăŋĺěň ĺğ őďŋőčő ĺğ W_j , j = 0, 1, 2.

Typeset by AMS-TEX 1

Ř£ďż Ťăřě£^1, őśŋőćŋżě ŕăřăńńěńőčřăňňż ĺ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżě W ∈ S2.

Ř£ďż Ťăřě£ F_j { ¡šő śńěďş¿źĺě şŕőř£ďőůěŋŋżě ŕő ćőğřăśšăŋĺ¿ ňŋőęěśšćă ŋěśőłřăšĺňżţ ďřőąěľ m/n śő ğŋăňěŋăšěń£ňĺ n ≤ j:

F_1 = {0, 1}, F_2 = {0, 1 2 , 1}, F_3 = {0, 1 3 , 1 2 , 2 3 , 1}, F_4 = {0, 1 4 , 1 3 , 1 2 , 2 3 , 3 4 , 1}, F_5 = {0, 1 5 , 1 4 , 1 3 , 2 5 , 1 2 , 3 5 , 2 3 , 3 4 , 4 5 , 1}, . . . Ěśńĺ ůĺśńă 0 ĺ 1 ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě 0 1 ĺ 1 1 , šő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ śőśěďŋĺţ ďřőąěľ x_1 y_1 < x_2 y_2 ĺğ ń¿ąőčő F_j ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě x_2y_1−x_1y_2 = 1. Őŋő őğŋăůăěš (ŕřőćěřĳšě), ůšő ŕńőźăďĳ ŕăřăńńěńőčřăňňă ˝, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż {x_1, y_1} ĺ {x_2, y_2} řăćŋă 1.

Šăłĺě ŕăřăńńěńőčřăňňż ˝ ś ćěřÿĺŋăňĺ ć šőůłăţ řěÿěšłĺ ŋăğżćă¿š őśŋőćŋżňĺ. 3.4.1. Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ ŕăřě řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń k_1, k_2, šăłĺţ ůšő 0 ≤ k_1 = x_1 y_1

< k_2 = x_2 y_2

≤ 1,

a) ŕăřăńńěńőčřăňň ˝, ŋăš£ŋşšżľ ŋă ćěłšőřż {x_1, y_1} ĺ {x_2, y_2}, b) ŕăřş ŕěřĺőďĺůěśłĺţ śćěřţśńőć W_1 = W_{L1} , W_2 = W_{L2} ∈ S ďń£ ŕř£ňżţ ś şčńőćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ k_1, k_2, ă ğŋăůĺš, ĺ śćěřţśńőćő W , śőśšăćńěŋŋőě (łăł ć ğăďăůě 2.7) ĺğ ďćşţ ŕěřĺőďĺůěśłĺţ ůăśšěľ W_1, W_2.

Ďőłăęĺšě, ůšő W ∈ S_2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕăřăńńěńőčřăňň ˝ { őśŋőćŋőľ (ĺńĺ, ůšő šő ęě, łőčďă k_1, k_2 { śőśěďŋĺě ďřőąĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő F_j ).

3.4.2. Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş ćśě W ∈ S_2, śőŕőśšăćńěŋŋżě ć 3.4.1 őśŋőćŋżň ŕăřăńńěńőčřăňňăň, £ćń£¿šś£ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżňĺ: ŋě ŕřĺŋăďńěęăš S_1.

3.4.3. Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě ĺśłń¿ůĺšěńĳŋőě śćěřţśńőćő W ∈ S_2 ść£ğăŋő ś őďŋĺň ĺğ őśŋőćŋżţ ŕăřăńńěńőčřăňňőć ˝: ďćşň£ ŕőńşŕř£ňżňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ śšőřőŋăň ˝, ňőęŋő ŕěřěůěřłŋşšĳ ńěŋšőůŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M_w ďń£ ń¿ąőčő śńőćă w ∈ W (šőńĳłő śŋăůăńă, ążšĳ ňőęěš, ć w ŋşęŋő śďěńăšĳ ĺŋćěřśĺ¿ v Æ h).

Łăŋőŋĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕěřĺőďĺůěśłĺţ śćěřţśńőć WL. Ňż ğŋăěň, ůšő

ďń£ ŕř£ňżţ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ şčńőćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ k_L śćěřţśńőć«ă W_L ∈ S_0 { ŕěřĺőďĺůěśłĺě. Ěśńĺ k_L = m/n, čďě m/n { ŋěśőłřăšĺňă£ ďřőąĳ, šő ŕěřĺőď P śćěřţśńőćă W_L śőďěřęĺš m ąşłć h ĺ n ąşłć v, ŋő řăśśšăćĺšĳ ¡šĺ ąşłćż ć ŕřăćĺńĳŋőň ŕőř£ďłě ŕřĺ ąőńĳÿĺţ m ĺ n ŋě šăł şę ŕřőśšő. Ř£ďż Ťăřě£ ŕőňőčă¿š ŋăľšĺ śńěďş¿źěě łăŋőŋĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ŕěřĺőďă P ć ćĺďě śńőćă f_{m,n} ĺğ m ąşłć h ĺ n ąşłć v (ŋăğőćěň šăłĺě śńőćă (m, n)−ťăřě£ňĺ): ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ (0, 1)−ťăřěěň f_{0,1} £ćń£ěšś£ őďŋőąşłćěŋŋőě śńőćő v, (1, 1)−ťăřěěň f_{1,1} £ćń£ěšś£ ďćşąşłćěŋŋőě śńőćő vh. Ŕşśšĳ (m, n)−ťăřěĺ şęě őŕřěďěńěŋż ďń£ ćśěţ m ≤ n < q, šőčďă (m, q)−ťăřěĺ ŕőńşůă¿šś£ ĺğ (i, j)−ťăřěěć, j < q, śńěďş¿źěľ őŕěřăűĺěľ ŕřĺŕĺśżćăŋĺ£: ć ř£ďş F_q ş łăęďőľ ďřőąĺ^m_q ĺňě¿šś£ ďćě śőśěďŋĺě ďřőąĺ^{x1}_{y1} ĺ^{x2}_{y2} , ďń£ łőšőřżţ^m_q £ćń£ěšś£ ňěďĺăŋšőľ: x_1 + x_2 = m, y_1 + y_2 = q. Ğŋăňěŋăšěńĺ ¡šĺţ ďřőąěľ ňěŋĳÿě q, šăł ůšő ďń£ ŋĺţ şęě őŕřěďěńěŋż f_{x1,y1} ĺ f_{x2,y2} . Šőčďă f_{m,j} ŕőńşůăěšś£ ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň ł śńőćş f_{x1,y1} śńőćă f_{x2,y2} . Ŕřĺňěřż: f_{1,2} = f_{0,1} ∪ f_{1,1} = vvh, f_{1,3} = f_{0,1} ∪ f_{1,2} = vvvh, f_{2,3} = f_{1,2} ∪ f_{1,1} = vvhvh, f_{1,4} = f_{0,1} ∪ f_{0,3} = vvvvh, f_{3,4} = f_{2,3} ∪ f_{1,1} = vvhvhvh.

1İšĺ ř£ďż ŕřĺďşňăń ć 1816 č. ąřĺšăŋśłĺľ čěőńőč Ďęőŋ Ťăřěľ (1766-1826).

3.5.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő f_{1,5} = vvvvvh, f_{2,5} = vvvhvvh, f_{3,5} = vvhvvhvh, f_{4,5} = vvhvhvhvh. 3.5.2. Ďőłăęĺšě, ůšő (m, n)−ťăřěĺ őŕřěďěńěŋż łőřřěłšŋő: ŕřĺ k_L = m/n śćěřţśńőćă W = W_L, ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺňě¿š ŕěřĺőď P = f_{m,n}.

3.5.3. Ŕşśšĳ^{x1}_{y1} <^{x2}_{y2} { śőśěďŋĺě ďřőąĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő ř£ďă F_j ĺ y_1 < y_2. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă f_{x1,y1} £ćń£ěšś£ ŕőďśńőćőň f_{x2,y2} (ěśńĺ y_1 > y_2, šő f_{x2,y2} { ŕőďśńőćő f_{x1,y1} ).

Ğőńőšőě śěůěŋĺě. Ğőńőšżň śěůěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ šăłőě řăğąĺěŋĺě őšřěğłă ŋă

ďćă őšřěğłă, ŕřĺ łőšőřőň őšŋőÿěŋĺě ďńĺŋż ćśěčő őšřěğłă ł ďńĺŋě ąőńĳÿěčő řăćŋő őšŋőÿěŋĺ¿ ďńĺŋż ąőńĳÿěčő őšřěğłă ł ďńĺŋě ňěŋĳÿěčő (^{√5+1}_2 : 1 = 1 :^{√5−1}_2 ).

3.6.1. Ŕřőćěďěň ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ńşů ℓ ś şčńőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň^{√5−1}_2 . Ŋă ćśěţ ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ℓ ś ćěřšĺłăń£ňĺ ĺ čőřĺğőŋšăń£ňĺ ŋăŕĺÿěň ąşłćż v ĺ h.

Ŕőńşůĺň ŕőńőćĺŋş śćěřţśńőćă w_ℓ = {v v h v v h v h . . . } (ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ w_ℓ, ąěśłőŋěůŋş¿ ćŕřăćő). Ďőłăęĺšě, ůšő w_ℓ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šăł:

Ć šřěţąşłćěŋŋőň śńőćě v v h śďěńăěň ğăňěŋş v v h → v, v h → h. (łăęďă£ ąşłćă v ğăňěŋ£ěšś£ śńőćőň v v h, łăęďă£ ąşłćă h { śńőćőň v h). Ć ŕőńşůěŋŋőň śńőćě v v h v v h v h śďěńăěň šş ęě ğăňěŋş: v v h v v h v h v v h v v h v h v v h v h ĺ š.ď.

Ğăňěůăŋĺě. Ňőęŋő ŋăůăšĳ ďăęě ŋě ś šřěţąşłćěŋŋőčő śńőćă v v h, ă ś őďŋőąşłćěŋŋőčő śńőćă v ĺ, ŕőćšőř££ ğăňěŋş v v h → v, v h → h ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řăğ (śřăćŋĺň ś 3.3), ćżřăśšĺšĳ w_ℓ ĺğ őďŋőľ ąşłćż v.

3.6.2. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ řěÿĺšě ăŋăńőčĺůŋş¿ ğăďăůş ďń£ ńşůă ℓ ś şčńőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň k_ℓ = √ 2 − 1.

3.6.3. Őąőąźĺšě řěğşńĳšăš ŋă şčńőćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż k_ℓ, řăćŋżě ŕěřĺőďĺůěśłĺň űěŕŋżň ďřőą£ň [a_1, . . . , a_n . . . ], [[b_1, . . . , b_n . . . ]] ś ŕěřĺőďăňĺ {a_1, . . . , a_n}, {b_1, . . . , b_n}.

4. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă. Řăğőąĳěň őłřşęŋőśšĳ C ďńĺŋż 1 ŋă ďćě

ďşčĺ A ĺ B ś ďńĺŋăňĺ α ĺ β, α + β = 1. Őšňěšĺć ŋă őłřşęŋőśšĺ ŋăůăńĳŋş¿ šőůłş P_0, ŕőśšřőĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ P_0, P_1, P_2, . . . , ć łőšőřőľ łăęďă£ šőůłă P_k ŕőńşůăěšś£ ĺğ P_{k−1} śďćĺčőň ŋă β ćďőńĳ őłřşęŋőśšĺ C, ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ P_0, P_{−1}, P_{−2}, . . . , čďě łăęďă£ šőůłă P_{−k} ŕőńşůăěšś£ ĺğ P_{−(k−1)} śďćĺčőň ŋă −β ćďőńĳ őłřşęŋőśšĺ C.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, P_n { śďćĺč P_0 ŋă nβ ćďőńĳ C, n = ±1, ±2, . . . , ±k, . . . . Šőůłăň P_n śőŕőśšăćĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ W = {w_n} ĺğ ąşłć a ĺ b, ć łőšőřőľ w_n = a, ěśńĺ P_n ∈ A, ĺ w_n = b, ěśńĺ P_n ∈ B, n = 0, ±1, ±2, . . . .

4.1. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ W = {w_n} ć šőůŋőśšĺ śőćŕăďăěš (ŕőśńě ğăňěŋż a ĺ b ŋă v ĺ h) ś łńăśśőň S_0 śćěřţśńőć Ÿšşřňă W = W_L.

Şłăğăŋĺě 1. Ŋşęŋő śůĺšăšĳ, ůšő łăęďă£ ĺğ ďşč A ĺ B ŕőńşőšłřżšă { śőďěřęĺš őďĺŋ ĺğ łőŋűőć ĺ ŋě śőďěřęĺš ďřşčőčő.

Şłăğăŋĺě 2. Řěÿĺšĳ ğăďăůş 4.1 ŕőňőčşš śńěďş¿źĺě šřĺ (ąőńěě ŕřőśšżě) ğăďăůĺ. 4.1.1. Łăłĺě ĺğ ŕőďśńőć aa, ab, ba, bb ďńĺŋż 2 ňőęěš śőďěřęăšĳ W ? 4.1.2. Ňőęěš ńĺ W śőďěřęăšĳ ŕőďśńőćő abb ďńĺŋż 3?

4.1.3. Ŕşśšĳ 0 ≤ s, t ≤ 1, w_n = [sn + t] − [s(n − 1) + t], čďě łćăďřăšŋżě śłőąłĺ őąőğŋăůă¿š űěńş¿ ůăśšĳ ůĺśńă.

Ŕřőćěřĳšě, ůšő w_n ňőčşš ŕřĺŋĺňăšĳ ńĺÿĳ 2 ğŋăůěŋĺ£: 0 ĺ 1.

Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřĺ ń¿ążţ s ĺ t ĺğ őšřěğłă [0, 1] ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ W = {w_n} £ćń£ěšś£ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿, śőŕőśšăćńěŋŋőľ šőůłăň P_n (ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ć ŋěľ 0 ŋă a ĺ 1 ŋă b), ĺ śćěřţśńőćőň ĺğ łńăśśă S_0 (ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ 0 ŋă v ĺ 1 ŋă h)?

4.2. Őŕĺÿĺšě ć šěřňĺŋăţ α, β, ĺ P_0 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă W ∈ S_0, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě łńăśśş S.

4.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ůĺśńő β ĺřřăűĺőŋăńĳŋő, šő ňŋőęěśšćő šőůěł P_n ćś¿ďş ŕńőšŋő ĺ řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋő ŋă őłřşęŋőśšĺ C. İšő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě.

Ćőğĳňěň ŋă őłřşęŋőśšĺ C ń¿ąş¿ ďşčş d ďńĺŋż δ, ćőğĳňěň ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {P_n} ń¿ążě N šőůěł ŕőďř£ď ĺ ŕőśňőšřĺň, śłőńĳłő ĺğ ŋĺţ ŕőŕăńő ŋă ďşčş d. Šőčďă őšŋőÿěŋĺě ůĺśńă ŕőŕăďăŋĺľ ł ůĺśńş N śšřěňĺšś£ ł δ ŕřĺ N → ∞.

İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ śćěřţśńőć. Ŋăğőćěň ďćă śćěřţśńőćă ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ

ş ŋĺţ ć šőůŋőśšĺ śőćŕăďă¿š ňŋőęěśšćă ćśěţ ŕőďśńőć.

4.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ α ĺ β, α + β = 1, ĺ ŕřĺ řăğŋżţ P_0 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă W = {w_n} ¡łćĺćăńěŋšŋż.

4.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżţ α ĺ β, α + β = 1, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă W = {w_n} £ćń£¿šś£ łćăğĺŕěřĺőďĺůěśłĺňĺ: ć ŋĺţ ń¿ąőě ĺţ ŕőďśńőćő ćśšřěůăěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řăğ.

4.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ α ĺ β, α + β = 1, ĺ ŕřĺ P^∗_0 = P_0 + kβ (k { űěńőě) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă W , W^∗ ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă śďćĺčőň.

4.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżţ α ĺ β, α + β = 1, ĺ ŕřĺ P^∗_0 ≠ P_0 + kβ (k { űěńőě) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ÿšşřňă W , W^∗ ŋě śőćŕăďă¿š ĺ ŋě ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă śďćĺčőň.

5. Śăňőřăğćőřăůĺćă¿źĺěś£ śćěřţśńőćă.

5.1. Řăśśňőšřĺň ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńőć U_k ĺ V_k ĺğ ąşłć a ĺ b:

U_0 = a, V_0 = b ĺ U_k = U^2_{k−1} V_{k−1}, V_k = U_{k−1} V_{k−1} ŕřĺ ćśěţ k ≥ 1, ŕőśńěďŋ££ ťőřňşńă őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ śńőćă U_k ŋşęŋő ďćă řăğă ŕőďř£ď ćżŕĺśăšĳ śńőćő U_{k−1}, ă ćśńěď ğă ¡šĺň ćżŕĺśăšĳ śńőćő V_{k−1}; ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ śńőćă V_k ŋşęŋő ŕřĺŕĺśăšĳ śńőćő V_{k−1} ł śńőćş U_{k−1}. Šěň śăňżň, ďń£ łăęďőčő k ≥ 1 śńőćő U_{k−1} £ćń£ěšś£ ŋăůăńőň śńőćă U_k, ă śńőćő V_{k−1} £ćń£ěšś£ łőŋűőň śńőćă V_k: U_0 = a, U_1 = aab, U_2 = aab aab ab, . . . V_0 = b, V_1 = ab, V_2 = aab ab, . . .

ĺ ŕő¡šőňş śńőćă W_k = V_k U_k őąřăğş¿š ćńőęěŋŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺ, ğŋăůĺš, śăňőřăğćőřăůĺćă¿šś£ ć śćěřţśńőćő W , £ćń£¿źěěś£ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺěň: W_0 = b a ⊂ W_1 = ab aab ⊂ W_2 = aab ab aab aab ab ⊂ · · · ⊂ W = . . . aab ab aab aab ab . . .. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕőśšřőěŋŋőě śćěřţśńőćő W ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă śńőćă aab ĺ ab: W = . . . aab aab ab aab ab aab aab ab aab aab ab aab ab . . .. 5.1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő śćěřţśńőćő W ŋěŕěřĺőďĺůŋő.

5.1.2. Ğăňěŋĺň ć śćěřţśńőćě W łăęďőě śńőćő aab ąşłćőľ v, ă ğăšěň łăęďőě śńőćő ab { ąşłćőľ h: W = . . . v v h v h v v h v v h v h . . . Ćěřŋő ńĺ, ůšő ğăňěŋż: vvh → v, ă ğăšěň vh → h ŕěřěćőď£š W ć śěą£? 5.1.3. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕőńşůěŋŋőě śćěřţśńőćő W ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěłőšőřőňş śćěřţśńőćş ĺğ łńăśśă S, š.ě. śşźěśšćşěš šăłă£ ŕř£ňă£ L, ůšő W ∼ W_L?

Ěśńĺ ďă, šő ůěňş řăćěŋ ěě şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš k_L?

5.2. Ćőğĳňěň ń¿ąş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń {n_k} ĺ śőŕőśšăćĺň ěľ ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńőć U_k ĺ V_k, ć łőšőřżţ

U_0 = a, V_0 = b, U_1 = U^{n1+1}_0 V_0, V_1 = U^{n1}_0 V_0, U_2 = U^{n2+1}_1 V_1, V_2 = U^{n2}_1 V_1, ĺ ćőőąźě

U_k = U^{nk+1}_{k−1} V_{k−1}, V_k = U^{nk}_{k−1} V_{k−1} ŕřĺ ćśěţ k ≥ 1.

Ďőłăęĺšě, ůšő (łăł ć 5.1) śńőćă W_k = V_kU_k, řăğřăśšă£śĳ \ĺğ śěřěďĺŋż" ćńěćő ĺ ćŕřăćő, őąřăğş¿š ąěśłőŋěůŋőě ć őąě śšőřőŋż śăňőřăğćőřăůĺćă¿źěěś£ śćěřţśńőćő W .

5.2.1. Ć ğăďăůě 5.1, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ğăďăůĺ 5.2, ćśě n_k ≡ 1. Řăśśňőšřĺň ěźě őďĺŋ ůăśšŋżľ śńşůăľ: ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕřĺ n_k ≡ 2 ŕőśšřőěŋŋőě śćěřţśńőćő W ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă śńőćă a^3b = aaab ĺ a^2b = aab: W = . . . aaab aaab aab aaab aaab aaab aab . . . . Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő śćěřţśńőćő W ŋěŕěřĺőďĺůŋő.

Ğăňěŋĺň ć W łăęďőě śńőćő aaab ąşłćőľ v, ă ğăšěň łăęďőě śńőćő aab { ąşłćőľ h: W = . . . v v h v v v h . . . Ćěřŋő ńĺ, ůšő ğăňěŋż: vvvh → v, ă ğăšěň vvh → h ŕěřěćőď£š W ć śěą£? Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕőńşůěŋŋőě śćěřţśńőćő W ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěłőšőřőňş śćěřţśńőćş ĺğ łńăśśă S, š.ě. śşźěśšćşěš šăłă£ ŕř£ňă£ L, ůšő W ∼ W_L?

Ěśńĺ ďă, šő ůěňş řăćěŋ ěě şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš k_L ĺ łăłőćő şřăćŋěŋĺě L? 5.2.2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {n_k} a) W šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋő, b) T_W (n) = n + 1 ŕřĺ ćśěţ n, c) W £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Ÿšşřňă?

E-mail address: kanel@mccme.ru M.L@gerver.mccme.ru