Ă. §. Ąěńőć{Łăŋěńĳ, M. Ń. Čěřćěř

ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ

Ŕřőćěďěň ŕř£ňş¿ L ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě šăł, ůšőąż őŋă ŋě ŕřőţőďĺńă ůěřěğ şğńż. Ŋă ćśěţ ŕěřěśěůěŋĺ£ţ L ś ćěřšĺłăń£ňĺ ĺ čőřĺğőŋšăń£ňĺ ŋăŕĺÿěň ąşłćż v ĺ h.^1 Ŋă łőŋěůŋżţ őšřěğłăţ L ŕő£ć£šś£ šőčďă śńőćă ĺğ ąşłć v ĺ h, ă ŋă ćśěľ ŕř£ňőľ ćőğŋĺłŋěš ąěśłőŋěůŋă£ ć őąě śšőřőŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ W_L ĺğ ¡šĺţ ąşłć.

Šăłĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ W_L ŕřĺŋ£šő ŋăğżćăšĳ śćěřţśńőćăňĺ. Ŕř£ňżě L śůĺšăěň őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ: ŋă L şłăğăŋő ŋăŕřăćńěŋĺě. Ěśńĺ śňěŋĺšĳ ěčő ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě, šő ĺ śćěřţśńőćő W_L ŕřőůĺšăěšś£ ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ŋăŕřĺňěř, {. . . vvh vvh vh . . . } ğăňěŋĺšś£ ŋă {. . . hv hvv hvv . . . }. Śŕřăÿĺćăěšś£: Ůěň WL ćżďěńěŋż śřěďĺ ćśěţ śćěřţśńőć, łőšőřżě ňőęŋő śőśšă-

ćĺšĳ ĺğ ďćşţ ąşłć? Ĺ łăł śćőľśšćă W_L ść£ğăŋż ś čěőňěšřĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ ŕř£- ňżţ L ĺ ś ăřĺťňěšĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ ůĺśěń, ţăřăłšěřĺğş¿źĺţ ¡šĺ ŕř£ňżě?

Ăŋőŋś: ćśłőřě ňż ŕőğŋăłőňĺň ćăś ś ŕřőűěďşřőľ, ść£ğżćă¿źěľ śćěřţśńőćő WL

ś řăğńőęěŋĺěň şčńőćőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă k_L ŕř£ňőľ L ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ.

Ůšő šăłőě űěŕŋżě ďřőąĺ, őąž£śŋ£¿š śńěďş¿źĺě ŕřĺňěřż: 11 25 = 1 2 + 1 3 + 1

1 +^1_2 , 5 8 = 1 1 + 1 1 + 1 1 +^1_2 , √ 5 − 1 2 = 1 1 + 1 1 + 1 1 + . . . ,

8 5 = 1 + 1 1 + 1

1 +^1_2 , √ 5 + 1 2 = 1 + 1 1 + 1 1 + 1 1 + . . . , √ 2 + 1 = 2 + 1 2 + 1 2 + 1 2 + . . . .

Ŕőďřőąŋěě ő űěŕŋżţ ďřőą£ţ ĺ őą ĺţ čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ { ăńčőřĺšňě ćżš£čĺćăŋĺ£ ŋőśőć { ůşšĳ ŕőčőď£. Ă ŕőłă őąřăšĺň ćŋĺňăŋĺě ŋă ćőŕřőś: ĺŋšěřěśŋő, ěśńĺ şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš k_L řăćěŋ őďŋőľ ĺğ ćżŕĺśăŋŋżţ ŕěřĺőďĺůěśłĺţ űěŕŋżţ ďřőąěľ, šő łăł ěě ŕěřĺőďĺůŋőśšĳ ŕřő£ćń£ěšś£ ć śšřőěŋĺĺ W_L?

Šěřňĺŋőńőčĺ£. Śńěďş¿źĺě šěřňĺŋż ŕőňőčşš ŋăň čőćőřĺšĳ šőůŋő ĺ łőřőšłő.

Śńőćő { ¡šő łőŋěůŋă£, ă śćěřţśńőćő { ąěśłőŋěůŋă£ ć őąě śšőřőŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śĺňćőńőć. Ŕőďśńőćő { ¡šő śńőćő, £ćń£¿źěěś£ ůăśšĳ¿ ďřşčőčő śńőćă ĺńĺ śćěřţśńőćă. Ďńĺŋă śńőćă { ůĺśńő śĺňćőńőć ć ŋěň. Ŕřĺňěřż: vv, vh, aba ĺ 001 { ŋěłőšőřżě ŕőďśńőćă ďńĺŋż 2 ĺ 3 ć śćěřţśńőćăţ {. . . vvhvvhv . . . }, {. . . aabaaba . . . } ĺ {. . . 0010010 . . . }. Łńăśś S. Łńăśś śćěřţśńőć W = WL, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćśěň őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň

ŕř£ňżň L ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě, ŋě ŕřőţőď£źĺň ůěřěğ şğńż, őąőğŋăůĺň ůěřěğ S.

Ŋăř£ďş ś S ňż řăśśňőšřĺň ěźě ŋěśłőńĳłő łńăśśőć śćěřţśńőć: šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżě śćěřţśńőćă, śćěřţśńőćă ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň ğăŕăśőň ŕőďśńőć ĺ ďřşčĺě.

Śřăćŋĺćă£ ĺţ ś łńăśśőň S, ňż şśšăŋőćĺň ř£ď łřăśĺćżţ śćőľśšć śćěřţśńőć W_L. Ęěńă¿źĺţ ęďşš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ćőŕřőśż, ć šőň ůĺśńě, ŋěřěÿěŋŋżě.

1Ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ś ćěřšĺłăń£ňĺ { v { vertical, ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ś čőřĺğőŋšăń£ňĺ { h { horizontal.

Typeset by AMS-TEX 1

2 ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ

Ŕőďčőšőćĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ

Ŋěłőšőřżě ŕőďčőšőćĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ { śőćśěň ŕřőśšżě. Ďřşčĺě { śńőęŋěě. Śőćěš: ěśńĺ łăłă£-šő ğăďăůă ďőńčő ŋě ŕőńşůăěšś£, ŕřőŕşśšĺšě ěě ĺ ĺďĺšě ďăńĳÿě, ă ŕőšőň, łőčďă ňŋőčő ğăďăů ąşďěš řěÿěŋő, ćěřŋĺšěśĳ ł ŋěľ.

0.1. Ŕřĺďşňăľšě śćěřţśńőćő W ĺğ ąşłć v, h, ğăćěďőňő ŋě ŕřĺŋăďńěęăźěě łńăśśş S. 0.2.1. Ďń£ łăłĺţ ŕř£ňżţ L śćěřţśńőćă W_L ĺğ S { ŕěřĺőďĺůěśłĺě? 0.2.2. Ďń£ łăłĺţ L ąşłćż v ćśšřěůă¿šś£ ć śćěřţśńőćăţ W_L ∈ S ůăźě, ůěň h? 0.2.3. Śďěńăěň ğăňěŋş h Æ v ć ŕřőĺğćőńĳŋőň śćěřţśńőćě W_L ĺğ S. Őśšăŋěšś£ ńĺ ŕőńşůĺćÿěěś£ śćěřţśńőćő W^′ ć łńăśśě S? Šő ěśšĳ ćśěčďă ńĺ W^′ = W_L0 ďń£ ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ L^′? Ěśńĺ ďă, šő łăł ŕř£ňă£ L^′ śőőšŋőśĺšś£ ś L?

Ńěŋšőůŋżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ Mw. Ŕřőĺğćőńĳŋő ťĺłśĺřşěň łńěšłş K0 ŋă łńěš-

ůăšőľ ąşňăčě ĺ ń¿ąőňş śńőćş w, śőśšő£źěňş ĺğ n ąşłć w_j : w = {w_1, . . . , w_n}, łăęďă£ ąşłćă w_j { ¡šő ńĺąő v, ńĺąő h, śőŕőśšăćĺň ňŋőčőşčőńĳŋĺł M_w, śőśšő£źĺľ ĺğ n + 1 łńěšőł K_0, K_1, . . . , K_n, ďěľśšćş£ ŕő śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńăň. Łńěšłă K_1 ĺňěěš őąźş¿ śšőřőŋş ś K_0 ĺ ŕřĺňżłăěš ł ŋěľ śćěřţş, ěśńĺ w_1 = h, ĺńĺ śŕřăćă, ěśńĺ w_1 = v. Ćőőąźě, ěśńĺ j−£ ąşłćă w_j = h, šő K_j ŕřĺňżłăěš ł K_{j−1} śćěřţş (ĺţ őąźă£ śšőřőŋă čőřĺğőŋšăńĳŋă), ă ěśńĺ ąşłćă w_j = v, šő K_j ŕřĺňżłăěš ł K_{j−1} śŕřăćă (ĺţ őąźă£ śšőřőŋă ćěřšĺłăńĳŋă).

Ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ M_w ąşďěň ŋăğżćăšĳ ńěŋšőůŋżňĺ. M_w ńěęĺš ć ŋěśłőńĳłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ śšřőłăţ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě. Ć łăęďőľ šăłőľ śšřőłě łńěšłĺ, ŕřĺŋăďńěęăźĺě M_w, őąřăğş¿š ńěŋšş (ŕř£ňőşčőńĳŋĺł 1 × λ, λ ≥ 1; ůĺśńă λ = λ_s ğăćĺś£š őš ŋőňěřă śšřőłĺ). Ďń£ ńěŋš ć ďćşţ śőśěďŋĺţ śšřőłăţ śăňă£ ŕřăćă£ łńěšłă ŋĺęŋěľ ńěŋšż ńěęĺš ŕőď śăňőľ ńěćőľ łńěšłőľ ćěřţŋěľ ńěŋšż.

Ňěęďş ńěŋšőůŋżňĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłăňĺ M_w ĺ śńőćăňĺ w ĺğ ąşłć v ĺ h ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě: ŋě šőńĳłő M_w ŕő w, ŋő ĺ w ŕő M_w őŕřěďěń£- ěšś£ őďŋőğŋăůŋő. Ŕő¡šőňş śńőćă w ňőęŋő őšőęďěśšćĺšĳ c ňŋőčőşčőńĳŋĺłăňĺ M_w ĺ šřăłšőćăšĳ śćőľśšćă śńőć ĺ śćěřţśńőć čěőňěšřĺůěśłĺ { łăł śćőľśšćă ńěŋšőůŋżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć.

Řăğřěÿěŋŋżě ĺ ğăŕřěźěŋŋżě śńőćă. Śńőćő w, śőśšăćńěŋŋőě ĺğ ąşłć v ĺ h,

ŋăğőćěň řăğřěÿěŋŋżň, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ ŕőďśńőćőň ŋěłőšőřőčő śćěřţśńőćă W_L ∈ S, ĺ ŋăğőćěň ğăŕřěźěŋŋżň, ěśńĺ ŋĺłăłőě W_L ∈ S ŋě śőďěřęĺš w ć łăůěśšćě ŕőďśńőćă.

Čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ďăŋŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ: ěśńĺ w { řăğřěÿěŋŋőě śńőćő, šő ňŋőčőşčőńĳŋĺł M_w (ćśě ěčő łńěšłĺ) ňőęŋő ŕěřěůěřłŋşšĳ ŋěłőšőřőľ ŕř£ňőľ L, ŋě ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ćěřÿĺŋż łńěšőł; ěśńĺ w { ğăŕřěźěŋŋőě śńőćő, šő ¡šőčő śďěńăšĳ ŋěńĳğ£.

0.3. Ďőłăęĺšě, ůšő {h v v v h v v h} { řăğřěÿěŋŋőě śńőćő, ă ğŋăůĺš, śşźěśšćşěš śćěřţśńőćő W = {. . . h v v v h v v h . . . } ∈ S. 0.3.1. Śłőńĳłő ąşłć v ňőęěš śšő£šĳ ć W ňěęďş śőśěďŋĺňĺ ąşłćăňĺ h, š.ě. ćśěňĺ šăłĺňĺ ąşłćăňĺ h, ůšő ňěęďş ŋĺňĺ ŋěš ďřşčĺţ h? Ćěřěŋ ńĺ őšćěš: ńĺąő 2, ńĺąő 3?

0.3.2. Ŕěřěůĺśńĺšě ćśě řăğńĺůŋżě ŕőďśńőćă ďńĺŋż 2, 3 ĺ 4 ć W . 0.3.3. Şłăęĺšě łăłĺě-ŋĺąşďĳ ďćě ŕř£ňżě L ĺ L^∗, ďń£ łőšőřżţ W_L ĺ W_L� śőďěřęăš ŕőďśńőćő hvvvhvvh ĺğ šăłĺţ ęě ćőśĳňĺ ąşłć, łăł ć 0.3.

0.3.4. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺ śőćŕăďă¿š ć W_L ĺ W_L� { ĺńĺ ďń£ łăłĺţ-šő L ĺ L^∗ ňőčşš ĺ ŋě śőćŕăśšĳ { ňŋőęěśšćă ćśěţ ŕőďśńőć a) ďńĺŋż 5? b) ďńĺŋż 6? c) ďńĺŋż 7?

ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ 3

0.4.1. Ňőęěš ńĺ śńşůĺšĳś£, ůšő ćśě ŕőďśńőćă ŋěłőšőřőčő śćěřţśńőćă W £ćń£¿šś£ řăğřěÿěŋŋżňĺ śńőćăňĺ, ŋő śăňő W ∉ S?

0.4.2. Ňőčşš ńĺ śőćŕăśšĳ W_L ĺ W_L� , ěśńĺ L ĺ L^∗ ŋě śőćŕăďă¿š? 0.4.3. Ňőčşš ńĺ śőćŕăśšĳ ňŋőęěśšćă ćśěţ ŕőďśńőć ć śćěřţśńőćăţ W_L ĺ W_L� , ěśńĺ śăňĺ W_L ĺ W_L� ŋě śőćŕăďă¿š?

0.5.1. Śőšřěň ŕő őďŋőňş v ŕěřěď łăęďżň h ć W ∈ S ĺğ 0.3. Őśšăŋěšś£ ńĺ ŕőńşůĺćÿěěś£ śćěřţśńőćő {. . . hvvhvh . . . } ć łńăśśě S? 0.5.2. Śőšřěň ŕő őďŋőňş v ŕěřěď łăęďżň h ć ŕřőĺğćőńĳŋőň śćěřţśńőćě W ĺğ S. Őśšăŋěšś£ ńĺ ŕőńşůĺćÿěěś£ śćěřţśńőćő ć łńăśśě S?

0.6. Ćŕĺÿěň ŕő őďŋőňş v ŕěřěď łăęďżň h ć ŕřőĺğćőńĳŋőň śćěřţśńőćě W ĺğ S. Őśšăŋěšś£ ńĺ ŕőńşůĺćÿěěś£ śćěřţśńőćő ć łńăśśě S?

Łńăśśĺťĺłăűĺ£ śćěřţśńőć W ∈ S. Őšŋěśěň W = WL ∈ S ł S^h, ěśńĺ ŕř£-

ňă£ L { ŕőńőčă£: őąřăğşěš şčőń ňěŋĳÿě π/4 ś čőřĺğőŋšăńĳ¿; ěśńĺ ęě L { łřşšă£ (őąřăğşěš şčőń ňěŋĳÿě π/4 ś ćěřšĺłăńĳ¿), őšŋěśěň W = W_L ∈ S ł S^v. Śćěřţśńőćő {. . . v h v h . . . }, ďń£ łőšőřőčő őąă şčńă řăćŋż π/4, ćżďěńĺň ć őšďěńĳŋżľ ŕőďłńăśś E.

Őšŋěśěň śćěřţśńőćő W ∈ S^h ł S^h_n, n = 1, 2, 3, . . . , ć ďćşţ śńşůă£ţ: a) ěśńĺ ć W ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ąşłćăňĺ h śšő£š n ąşłć v, b) ěśńĺ ć W ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ h śšő£š ńĺąő n + 1, ńĺąő n ąşłć v. Ăŋăńőčĺůŋő, őšŋěśěň W ∈ S^v ł S^v_n, n = 1, 2, 3, . . . , ěśńĺ ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ śőśěďŋĺňĺ ąşłćăňĺ v ć W śšő£š a) n ąşłć h, b) ńĺąő n + 1, ńĺąő n ąşłć h.

Śćěřţśńőćă {. . . v v v . . . } ĺ {. . . h h h . . . } ćżďěńĺň ć ŕőďłńăśśż S^h_∞ ĺ S^v_∞. 0.7. Ďőłăęĺšě, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ S^h_n, 1 ≤ n ≤ ∞, śőćŕăďăěš ś S^h, ă őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ S^v_n, 1 ≤ n ≤ ∞, śőćŕăďăěš ś S^v.

İłćĺćăńěŋšŋă£ ťőřňşńĺřőćłă: Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě śćěřţśńőćő W ∈ S ŕřĺŋăďńěęĺš řőćŋő őďŋőňş ŕőďłńăśśş:

ńĺąő E, ńĺąő S^h_n ĺńĺ S^v_n, 1 ≤ n < ∞, ńĺąő S^h_∞ ĺńĺ S^v_∞.

0.7.1. Ďăľšě čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ 0.7 ć šěřňĺŋăţ ńěŋšőůŋżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć: łăłĺňĺ ňőčşš ążšĳ ďńĺŋż λ_s ńěŋš ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M_w ďń£ řăğřěÿěŋŋőčő śńőćă w, £ćń£¿źěčőś£ ŕőďśńőćőň śćěřţśń«őćă W ∈ S^h?

0.7.2. Ŕřĺďşňăľšě ŕěřĺőďĺůěśłőě ğăŕřěźěŋŋőě śńőćő w, ďń£ łőšőřőčő ć ňŋőčőşčőńĳŋĺłě M_w ďń«ĺŋż ńěŋš λ_s ŕřĺŋĺňă¿š ďćă ğŋăůěŋĺ£: 2 ĺ 3.

0.8. Ŕěřěśšřőľłĺ śćěřţśńőćă W , űěŕőůłĺ ĺğ ůĺśěń aj ĺ űěŕŋżě ďřőąĺ.

Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě śćěřţśńőćő W ∈ S ĺ ŋăůŋěň ěčő ŕěřěśšřăĺćăšĳ, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřěćřăźă£ ć śćěřţśńőćă W_j , j ≥ 1: W → W_1 → W_2 → . . . , ă ŕőŕşšŋő őąřăğşěň űěŕőůłş ĺğ ůĺśěń a_j ŕő śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńăň.

Ń¿ąőě śćěřţśńőćő W ĺğ S ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺąő E, ńĺąő S^h, ńĺąő S^v. Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ W ∈ S^h. Šőčďă, śőčńăśŋő 0.7, W ∈ S^h_n ŕřĺ ŋěłőšőřőň n, 1 ≤ n ≤ ∞.

Ěśńĺ n = ∞ (ěśńĺ W ∈ S^h_∞), ŋĺłăłőě ŕőśšřőěŋĺě ŋě ŕřőĺğćőďĺšś£. Ěśńĺ n = a_1 < ∞, śšĺřăěň ŕő a_1 ąşłć v ŕěřěď łăęďżň h ĺ ŕőńşůěŋŋőě śćěřţśńőćő ŋăğżćăěň W_1. §śŋő, ůšő W_1 ŕřĺŋăďńěęĺš S^v (ŕőůěňş?), ă śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺŋăďńěęĺš S^v_n ŕřĺ ŋěłőšőřőň n.

Ěśńĺ n = ∞, ŕőśšřőěŋĺě őąřżćăěšś£.

Ěśńĺ n = a_2 < ∞, śšĺřăěň ŕő a_2 ąşłć h ŕěřěď łăęďżň v. Ŕőńşůăěň W_2 ĺ š.ď.

4 ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ

0.8.1. Ŕşśšĳ şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕř£ňőľ L řăćěŋ łőŋěůŋőľ űěŕŋőľ ďřőąĺ, ŋăŕřĺňěř, őďŋőľ ĺğ śńěďş¿źĺţ: 11 25 = 1 2 + 1 3 + 1 1 +^1_2 , 7 24 = 1 3 + 1 2 + 1 3 , 4 19 = 1 4 + 1 1 + 1 3 , 5 8 = 1 1 + 1 1 + 1 1 +^1_2 .

Ďń£ łăęďőľ ĺğ ¡šĺţ ďřőąěľ ŋăľďĺšě űěŕőůłş a_1, a_2, . . . , a_n ďń£ śćěřţśńőćă W = W_L, śőŕőśšăćńěŋŋőčő ŕř£ňőľ L.

0.8.2. Ĺğ 0.8.1. śńěďşěš: ďń£ ŋěłőšőřżţ L ŕěřěśšřőľłĺ śćěřţśńőćă W = W_L ňőčşš őąőřćăšĳś£ ůěřěğ łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć: W → W_1 → W_2 → · · · → W_n.

Őŕĺÿĺšě ćśě šăłĺě L ĺ šőůŋő śťőřňşńĺřşľšě ďń£ ŋĺţ, łăł űěŕőůłĺ a_1, a_2, . . . , a_n ść£ğăŋż ś ŕřěďśšăćńěŋĺěň şčńőćőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă k_L ć ćĺďě űěŕŋőľ ďřőąĺ.

Ňż śłőřő ćěřŋěňś£ ł ĺğşůěŋĺ¿ ćğăĺňőść£ğĺ űěŕŋżţ ďřőąěľ ĺ űěŕőůěł a_j , ŋő ŕěřěď ¡šĺň ĺśśńěďşěň ŋěłőšőřżě śćőľśšćă śćěřţśńőć.

1. Łńăśś S1 { šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżě śńőćă ĺ śćěřţśńőćă. Ć śńěďş¿źĺţ

ğăďăůăţ { ďń£ řăğŋőőąřăğĺ£ { śůĺšăěň, ůšő śćěřţśńőćă W śőśšăćńěŋż ĺğ ąşłć a ĺ b. Ŕřĺ śőŕőśšăćńěŋĺĺ śő śćěřţśńőćăňĺ ĺğ łńăśśă S ňőęŋő śďěńăšĳ ğăňěŋş a Æ h, b Æ v.

Ŕşśšĳ śńőćő (ĺńĺ śćěřţśńőćő) W šăłőćő, ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ěčő ŕőďśńőć U ĺ V őďĺŋăłőćőľ ďńĺŋż ůĺśńő ąşłć a ć U ĺ ć V řăğńĺůăěšś£ ŋě ąőńěě, ůěň ŋă 1 (ůĺśńő ąşłć b řăğńĺůăěšś£ ć ŋĺţ šőčďă šőęě ňăłśĺňşň ŋă 1). Ŋăğőćěň šăłĺě W šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżňĺ śńőćăňĺ (śćěřţśńőćăňĺ) ĺ őšŋěśěň ĺţ ł łńăśśş S_1.

1.1. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőčő śćěřţśńőćă. Ŋăÿă ąńĺęăľÿă£ űěńĳ { řăğőąřăšĳś£ ś ďćşň£ ćőŕřőśőňĺ:

I. Ćěřŋő ńĺ, ůšő łăęďőě řăğřěÿěŋŋőě śńőćő £ćń£¿šś£ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň? II. Ćěřŋő ńĺ, ůšő S ⊂ S_1?

Śďěńăšĳ ¡šő ŋăň ŕőňőčşš śńěďş¿źĺě şŕřăęŋěŋĺ£ ĺ ğăďăůĺ.

1.2.1. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőě řăğřěÿěŋŋőě śńőćő £ćń£ěšś£ ŕőďśńőćőň ďń£ ąěśłőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă řăğńĺůŋżţ śćěřţśńőć W_L ĺğ S?

1.2.2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőě řăğřěÿěŋŋőě śńőćő £ćń£ěšś£ ŕőďśńőćőň śćěřţśń«őćă W_L ĺğ S ďń£ ŕř£ňőľ L ś řăűĺőŋăńĳŋżň şčńőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň k_L?

1.2.3. Ćěřŋő ńĺ, ůšő śćěřţśńőćő W £ćń£ěšś£ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň, ěśńĺ łăęďőě ěčő ŕőďśńőćő £ćń£ěšś£ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň?

1.3. Ŕşśšĳ śńőćő (ĺńĺ śćěřţśńőćő) W ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ŕőďśńőćă ďćşţ šĺŕőć: ab^n (ğă ąşłćőľ a śńěďş¿š n ąşłć b) ĺ ab^{n+1} (ğă ąşłćőľ a śńěďş¿š n + 1 ąşłć b). Ŕřőĺğćěďěň őŕěřăűĺ¿ ŕěřěĺňěŋőćăŋĺ£: łăęďőě ŕőďśńőćő ab^{n+1} ğăňěŋĺň ąşłćőľ b, ă łăęďőě ŕőďśńőćő ab^n { ąşłćőľ a. Śńőćő (ĺńĺ śćěřţśńőćő), ŕőńşůĺćÿěěś£ ĺğ W ć řěğşńĳšăšě ŕěřěĺňěŋőćăŋĺ£ őąőğŋăůĺň ůěřěğ W^∗.

1.3.1. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřĺ ŕěřěĺňěŋőćăŋĺĺ řăğřěÿěŋŋżě śńőćă ŕěřěţőď£š ć řăğřěÿěŋŋżě, ă ğăŕřěźěŋŋżě { ć ğăŕřěźěŋŋżě? Ůšő ŕřőĺśţőďĺš ŕřĺ ŕěřěĺňěŋőćăŋĺĺ ś ńěŋšőůŋżňĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłăňĺ?

Şłăğăŋĺě. Ććěďĺšě ŋă ńĺśšě łńěšůăšőľ ąşňăčĺ łőőřďĺŋăšż x, y ĺ řăśśňőšřĺšě őšőąřăęěŋĺě F , ŕěřěćőď£źěě šőůłş {x, y} ć {x − ny, −x + (n + 1)y}.

1.3.2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřĺ ŕěřěĺňěŋőćăŋĺĺ śńőćă W ∈ S_1 ŕěřěţőď£š ć W^∗ ∈ S_1, ă śńőćă W ∉ S_1 { ć W^∗ ∉ S_1?

ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ 5

1.4.1. Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě řăğřěÿěŋŋőě śńőćő šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋő. 1.4.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě śćěřţśńőćő W ∈ S £ćń£ěšś£ šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋżň. 1.4.3. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőčő śćěřţśńőćă W ∉ S. 1.5. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ć ăńťăćĺšě ĺğ ąşłć a ĺ b ďń£ ń¿ążţ ŋăšşřăńĳŋżţ m ĺ n śşźěśšćşěš šăłőě ŕěřĺőďĺůěśłőě šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőě śćěřţśńőćő, ůšő ć ěčő ŕěřĺőďě ćśšřěůăěšś£ m ąşłć a ĺ n ąşłć b?

1.6.1. Śşźěśšćşěš ńĺ šăłőě šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőě łőŋěůŋőě śńőćő, łőšőřőě ŋě ňőęěš £ćń£šĳś£ ŕőďśńőćőň ŋĺłăłőčő šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőčő śćěřţśńőćă?

1.6.2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąőě šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőě śńőćő £ćń£ěšś£ řăğřěÿěŋŋżň? 1.7. Ŋăľďĺšě ćśě śćěřţśńőćă W , šăłĺě ůšő W ∈ S_1 ĺ W ∉ S.

1.8. Őąőąźĺšě őŕřěďěńěŋĺě šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőśšĺ ŋă ăńťăćĺšż ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ ąşłć. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋĺ ć łăłőň šźăšěńĳŋő ŕěřěňěÿăŋŋőň śćěřţśńőćě ĺğ ąşłć a, b, c ŋěš ŕőďśńőćă aa?

2. Łńăśś S2 { śćěřţśńőćă ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň ğăŕăśőň ŕőďśńőć.

2.1. Ŕşśšĳ W { ŕřőĺğćőńĳŋőě śćěřţśńőćő ĺğ ďćşţ ąşłć ĺ ŕşśšĳ T_W (n) { ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ŕőďśńőć ďńĺŋż n ć W . Łăłőćő ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőě ğŋăůěŋĺě T_W (n)?

2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ T_W (k) = T_W (k + 1) ŕřĺ ŋěłőšőřőň k, šő śćěřţśńőćő W ŕěřĺőďĺůŋő ś ŕěřĺőďőň ďńĺŋż T_W (k).

2.3. Ŕşśšĳ T_W (k) < k + 1 ŕřĺ ŋěłőšőřőň k (śřăćŋĺšě ś ğăďăůěľ 2.1). Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă śćěřţśńőćő W ŕěřĺőďĺůŋő.

Ĺšăł, ňĺŋĺňşň T_W (n) ć ŋěŕěřĺőďĺůěśłőň śćěřţśńőćě W ěśšĳ n + 1. Ěśńĺ ¡šőš ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£ (śň. ğăďăůş 2.4.2) ĺ T_W (k) = k + 1 ďń£ ćśěţ k, ŋăğőćěň W śćěřţśńőćőň ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň (ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ k) ğăŕăśőň ŕőďśńőć ĺ őšŋěśěň šăłĺě W ł łńăśśş S_2.

2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ćśěţ śćěřţśńőć W ∈ S ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő T_W (k) ≤ k + 1 ďń£ ćśěţ k.

2.4.1. Őŕĺÿĺšě ťşŋłűĺ¿ T_W (k) ďń£ śćěřţśńőćă W = W_L ć śńşůăě, łőčďă şčńőćőľ łő¡ťťĺűĺěŋš k_L ŕř£ňőľ L { řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő m/n (čďě m ĺ n ćğăĺňŋő ŕřőśšż).

2.4.2. Ŕşśšĳ k_L { ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă W = W_L şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ T_W (k) = k + 1 ŕřĺ ćśěţ k, š.ě. W ∈ S_2.

2.4.3. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř śćěřţśńőćă W ś ňěďńěŋŋő řăśšşźĺň ğăŕăśőň ŕőďśńőć, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźěčő ŋĺ S, ŋĺ S_1.

2.4.4. Ŋăľďĺšě ćśě śćěřţśńőćă W ∈ S_2, šăłĺě ůšő W ∈ S_1 ĺ W ∉ S.

Łńăśś S2. Őśőążě ŕőďśńőćă, ćěšć£źĺěś£ ćńěćő ĺńĺ ćŕřăćő.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőďśńőć ďńĺŋż n ďń£ śćěřţśńőćă W őąőğŋăůĺň ůěřěğ ˝_W (n). 2.5.1. Ćőğĳňěň ń¿ąőě śćěřţśńőćő W ∈ S_2. Ć łăęďőň ĺğ n + 1 řăğńĺůŋżţ ŕőďśńőć ďńĺŋż n, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ˝_W (n), śőšřěň śăňş¿ ńěćş¿ ąşłćş. Ďőłăęĺšě, ůšő śřěďĺ ŕőńşůĺćÿĺěś£ n + 1 ŕőďśńőć ďńĺŋż n − 1 ćśšřěšĺšś£ łăęďőě ŕőďśńőćő U ∈ ˝_W (n − 1).

Ĺšăł, ćśě ŕőďśńőćă U ∈ ˝_W (n − 1), łřőňě őďŋőčő, ćśšřěš£šś£ ŕő řăğş, ă őďŋő { ŋăğőćěň ěčő őśőążň ĺ ćěšć£źĺňś£ ćńěćő { ćśšřěšĺšś£ 2 řăğă.

Śňżśń ćżąřăŋŋőčő ŋăğćăŋĺ£: ł ŕőďśńőćş U śńěćă ňőęŋő ŕřĺŕĺśăšĳ ĺ v, ĺ h, ă ł ŋěőśőążň ŕőďśńőćăň { ńĺąő v, ńĺąő h.

6 ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ

Ďőłăęĺšě, ůšő őśőążě ćěšć£źĺěś£ ćńěćő ŕőďśńőćă U_n ďńĺŋż n őąřăğş¿š ćńőęěŋŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ: U_1 ⊂ U_2 ⊂ · · · ⊂ U_n ⊂ U_{n+1} ⊂ . . . (ĺŋăůě čőćőř£, ŕřĺ łăęďőň n őśőąőě U_n ŕőńşůăěšś£, ěśńĺ śšěřěšĳ śăňş¿ ŕřăćş¿ ąşłćş U_{n+1}).

2.5.2. Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś 4.1.1. őŕřěďěńĺšě őśőążě ŕőďśńőć«ă V_n śćěřţśń«őćă W ∈ S_2, ćěšć£źĺěś£ ćŕřăćő.

Ďőłăęĺšě, ůšő őśőążě ćěšć£źĺěś£ ćŕřăćő ŕőďśńőćă V_n ďńĺŋż n šőęě őąřăğş¿š ćńőęěŋŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ: · · · ⊃ V_{n+1} ⊃ V_n ⊃ · · · ⊃ V_2 ⊃ V_1.

2.5.3. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř śćěřţśńőćă W ∈ S_2, ďń£ łőšőřőčő U_n ≠ V_n ŕřĺ ćśěţ n. 2.5.4. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř śćěřţśńőćă W ∈ S_2, ďń£ łőšőřőčő U_n = V_n ďń£ ąěśłőŋěůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺŋďěłśőć n: U_{nk} = V_{nk} , k = 1, 2, 3, . . . .

2.6.1. Ćěřŋő ńĺ, ůšő W ∈ S_2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřĺ ń¿ąőň n ć W ěśšĳ řőćŋő őďŋő ŕőďśńőćő U ďńĺŋż n, ćěšć£źĺěś£ ćńěćő?

2.6.2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő W ∈ S_2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřĺ ń¿ąőň n ć W ěśšĳ řőćŋő őďŋő ŕőďśńőćő V ďńĺŋż n, ćěšć£źĺěś£ ćŕřăćő?

2.7. Łăłĺě ĺğ śńěďş¿źĺţ śćěřţśńőć, śőśšăćńěŋŋżţ ĺğ ďćşţ ŕěřĺőďĺůěśłĺţ ůăśšěľ, ŕřĺŋăďńěęăš S_2? {. . . vvv, hv^nhv^nhv^n . . . }, n ≥ 0; {. . . hv^2hv^2hv^2, hv^5hv^5hv^5 . . . }; {. . . hv hv hv hv, hvhvhvv hvhvhvv hvhvhvv . . . }; {. . . hv hv hv hv, hvhvvhvv hvhvvhvv hvhvvhvv . . . }. 2.8.1. Ŋăľďĺšě ćśě śćěřţśńőćă W ∈ S_2, šăłĺě ůšő W ∉ S_1.

2.8.2. Ŕşśšĳ W ∈ S_2, W ∉ S_1. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ŕőďśńőćă w ∈ W ńěŋšőůŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M_w ňőęŋő ŕěřěůěřłŋşšĳ ďćşň£ ŕőńşŕř£ňżňĺ ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ şčńőćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ (ćőğňőęŋő, ğăćĺś£źĺňĺ őš w).

2.8.3. Ŕşśšĳ W ∈ S_2, W ∉ S_1. Ćěřŋő ńĺ, ůšő šőčďă ŋăľďşšś£ šăłĺě 2 řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśńă k_1 ĺ k_2, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕőďśńőćă w ∈ W ńěŋšőůŋżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M_w ňőęŋő ŕěřěůěřłŋşšĳ ďćşň£ ŕőńşŕř£ňżňĺ ś şčńőćżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ k_1 ĺ k_2? (Ůĺśńă k_1 ĺ k_2 { őďŋĺ ĺ šě ęě ďń£ ćśěţ w).

Ŕőďčőšőćĺšěńĳŋżě ğăďăůĺ ő űěŕŋżţ ďřőą£ţ Ńăčřăŋęă ĺ Ţĺřűěąřşţă

İšĺ ğăďăůĺ řěłőňěŋďşěšś£ řěÿăšĳ ŕăřăńńěńĳŋő ś ğăďăůăňĺ ő śćěřţśńőćăţ.

A. Čěőňěšřĺ£ űěŕŋżţ ďřőąěľ. Ćőğĳňěň ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ˝ śő śšőřőŋăňĺ p, q,

čďě p ĺ q { űěńżě ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă ĺ 1 < p < q. Ŕřĺńőęĺň ł ňěŋĳÿěľ śšőřőŋě˝ ĺ řăśŕőńőęĺň ćŋşšřĺ ˝ (śň. řĺśşŋőł) śšőńĳłő łćăďřăšőć śő śšőřőŋőľ p, śłőńĳłő ĺţ šăň şňěśšĺšś£; ůĺśńő šăłĺţ łćăďřăšőć őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_1; šěň śăňżň,

a_1p < q < (a_1 + 1)p. (1)

Ěśńĺ ĺśłń¿ůĺšĳ ĺğ ˝ ¡šĺ a_1 łćăďřăšőć, šő őśšăŋěšś£ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ˝_1 śő śšőřőŋăňĺ p_1 = q − a_1p, q_1 = p, ŕřĺůěň, ććĺďş (1), 1 ≤ p_1 < q_1.

Ŕřĺ p_1 = 1 ŕőńőęĺň a_2 = q_1 = p ĺ őąőřćěň ŕőśšřőěŋĺě. Ŕřĺ p_1 < 1 ŕőśšşŕĺň ś ˝_1 šăł ęě, łăł ś ˝: ł ňěŋĳÿěľ śšőřőŋě ˝_1 ŕřĺńőęĺň śšőńĳłő łćăďřăšőć śő śšőřőŋőľ p_1, śłőńĳłő şňěśšĺšś£ ćŋşšřĺ ˝_1; ůĺśńő ĺţ őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_2. Ĺśłń¿ůĺć ĺğ ˝_1 ¡šĺ a_2 łćăďřăšőć, ŕőńşůĺň ŕř£ňőşčőńĳŋĺł ˝_2 śő śšőřőŋăňĺ p_2 = q_1 − a_2p_1, q_2 = p_1 ĺ š.ď. Ŕőśšřőěŋĺě őąřżćăěšś£ ŋă k−ň ÿăčş, ěśńĺ p_k = 1; ć ¡šőň śńşůăě a_k = q_k = p_{k−1} > 1.

ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ 7

A0.1. Ďőłăęĺšě, ůšő p q = 1 a1 + 1 a2 + 1 a3 + · · · + 1 ak

. (2)

Ůĺśńă a_j ć (2) ŋăğżćă¿šś£ ŋěŕőńŋżňĺ ůăśšŋżňĺ ĺńĺ ¡ńěňěŋšăňĺ űěŕŋőľ ďřőąĺ. Ćśě a_j ć (2), łřőňě a_n, ňőčşš ążšĳ ń¿ążňĺ ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ, ă a_n > 1. A0.1. Ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě šőńĳłő łőŋěůŋżě, ŋő ĺ ąěśłőŋěůŋżě űěŕŋżě ďřőąĺ ś ń¿ążňĺ űěńżňĺ a_0 ĺ ń¿ążňĺ ŋăšşřăńĳŋżňĺ a_n, n > 0; šăłş¿ ąěśłőŋěůŋş¿ űěŕŋş¿ ďřőąĳ c śńěďşěš ŕőŋĺňăšĳ łăł ŕřěďěń łőŋěůŋżţ űěŕŋżţ ďřőąěľ c_k ŕřĺ k → ∞:

c = a0 + 1 a1 + 1 a2 + 1 a3 + . . . = lim ck, ck = a0 + 1 a1 + 1 a2 + 1

a3 + · · · + 1 ak

.

Ďőłăęĺšě, ůšő lim c_k śşźěśšćşěš ŕřĺ ń¿ążňţ űěńżţ a_0 ĺ ŋăšşřăńĳŋżţ a_n, n > 0. A1.1. Ćżÿě ďăŋă čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ ŋěŕőńŋżţ ůăśšŋżţ a_1, . . . , a_k ďń£ řăğńőęěŋĺ£ řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă p/q ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ. Ďăľšě ăŋăńőčĺůŋş¿ čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă β ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ.

A1.2. Őąž£śŋĺšě čěőňěšřĺůěśłĺ, ŕőůěňş ŕřĺ β = √ 2 + 1 ĺńĺ ŕřĺ β = ( √ 5 − 1)/2 ŕőńşůă¿šś£ ŕěřĺőďĺůěśłĺě űěŕŋżě ďřőąĺ.

A1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńő β šőčďă ĺ šőńĳłő řăğńăčăěšś£ ć ŕěřĺőďĺůěśłş¿ űěŕŋş¿ ďřőąĳ, łőčďă β £ćń£ěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĳ¿, šő ěśšĳ £ćń£ěšś£ łőřŋěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Őąž£śŋĺšě, łőčďă ŕőńşůă¿šś£ ŕěřĺőďĺůěśłĺě űěŕŋżě ďřőąĺ c ŕěřĺőďőň {a_1, . . . , a_p} ĺ łőčďă ŕěřĺőď ŋăůĺŋăěšś£ ŋě ś a_1, ă ś a_{k+1}, š.ě. ĺňěěš ćĺď {a_{k+1}, . . . , a_{k+p}}.

A2. Řăśśňőšřěŋŋżě ćżÿě űěŕŋżě ďřőąĺ ŋăğżćă¿šś£ ďřőą£ňĺ Ńăčřăŋęă.^2 Ŋăř£ďş ś ŋĺňĺ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ űěŕŋżě ďřőąĺ Ţĺřűěąřşţă^3 { łőŋěůŋżě ĺ ąěśłőŋěůŋżě: 1 b1 − 1 b2 − 1 b3 − · · · − 1 bk

, 1 b1 − 1 b2 − 1 b3 − . . . , ćśě bj ≥ 2. (3)

Ŕřĺňěřż (ŕřőćěřĳšě, ůšő śńěďş¿źĺě řăćěŋśšćă ćěřŋż): 4 5 = 1 2 − 1 2 − 1

2 − 1 2

, 5 8 = 1 2 − 1 3 − 1 2 , 3 − √ 5 2 = 1 3 − 1 3 − 1 3 − . . . . (4)

Ďăľšě čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ ¡ńěňěŋšőć b_j ďń£ řăğńőęěŋĺľ (3).

2Ęőğěť Ńşĺ Ńăčřăŋę (1736-1813) { ćżďă¿źĺľś£ ťřăŋűşğśłĺľ ňăšěňăšĺł. 3Ťřĺďřĺţ Ţĺřűěąřşţ (řőď. ć 1928 č.) { łřşŕŋżľ śőćřěňěŋŋżľ ŋěňěűłĺľ ňăšěňăšĺł.

8 ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ

Ć (3) ĺ (4) ć űěŕŋżě ďřőąĺ Ţĺřűěąřşţă řăğńőęěŋż ůĺśńă, ňěŋĳÿĺě 1. Ďń£ ůĺśěń, ąőńĳÿĺţ ĺńĺ řăćŋżţ 1, řăğńőęěŋĺ£ ĺňě¿š ćĺď b0 − 1 b1 − 1 b2 − 1 b3 − · · · − 1 bk

, b0 − 1 b1 − 1 b2 − 1 b3 − . . . , ćśě bj ≥ 2. (5)

Ŋăŕřĺňěř, 5 4 = 2 − 1

2 − 1 2 − 1 2 , 8 5 = 2 − 1 3 − 1 2 , √ 5 + 3 2 = 3 − 1 3 − 1 3 − 1 3 − . . . . (6)

Ŕő£śŋěŋĺě. Şśńőćĺě, ůšő ćśě bj ≥ 2 ć (3) ĺ (5), őąěśŕěůĺćăěš ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ

řăğńőęěŋĺ£ ń¿ąőčő ůĺśńă ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă. Ŋě ąşďĳ ¡šőčő şśńőćĺ£, ňőęŋő ążńő ąż őÿĺąőůŋő ŕřěďńőęĺšĳ ć łăůěśšćě šăłĺţ ďřőąěľ śńěďş¿źĺě řăğńőęěŋĺ£: 5 + √ 5 2 = 5 − 1 1 − 1 5 − 1 1 − . . . , 5 − √ 5 2 = 1 1 − 1 5 − 1 1 − . . . . (7)

Ćěřŋżě řăćěŋśšćă (7) ś ůěřěďş¿źĺňĺś£ ěďĺŋĺűăňĺ ĺ ŕ£šěřłăňĺ ŋě £ćń£¿š£, ććĺďş ŋěśőąń¿ďěŋĺ£ şśńőćĺ£ b_j ≥ 2, řăğńőęěŋĺ£ňĺ ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă.

A3.1. Řăğńőęĺšě ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă ůĺśńă 1, ( √ 5 ± 1)/2, (5 ± √ 5)/2, √ 2. A3.2. Ďőłăęĺšě { ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż b_j ≥ 2, { ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ ń¿ąőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă.

A3.3. Řěÿĺšě ğăďăůş A1.3 ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ďřőą£ň Ţĺřűěąřşţă.

Ŕőďţőď£źĺě ďřőąĺ. Ďń£ ąěśłőŋěůżţ űěŕŋżţ ďřőąěľ Ńăčřăŋęă ĺ Ţĺřűěąřşţă

ś ¡ńěňěŋšăňĺ a_j ĺ b_j ććěďěň ąőńěě łőňŕăłšŋżě, ůěň ćżÿě, őąőğŋăůěŋĺ£:

[a_0; a_1, a_2, . . . ], [[b_0; b_1, b_2, . . . ]]. (8)

Łőŋěůŋżě űěŕŋżě ďřőąĺ őąőğŋăůă¿šś£ šăł:

[a_0; a_1, a_2, . . . , a_k], [[b_0; b_1, b_2, . . . , b_k]]. (9)

Ěśńĺ ć (8) ĺ (9) a_0 = 0 ĺńĺ b_0 = 0, ŕĺÿěň

[a_1, a_2, . . . ], [[b_1, b_2, . . . ]]; [a_1, a_2, . . . , a_k], [[b_1, b_2, . . . , b_k]].

§ćń£¿źĺěś£ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ňĺ ďřőąěľ (8), (9) łőŋěůŋżě űěŕŋżě ďřőąĺ

[a_0; ], [a_0; a_1], [a_0; a_1, a_2], . . . ĺ [[b_0; ]], [[b_0; b_1]], [[b_0; b_1, b_2]], . . . (10)

ŋăğżćă¿šś£ ŕőďţőď£źĺňĺ ďřőą£ňĺ. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ( √ 5 + 1)/2 ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ńăčřăŋęă [1; 1, 1, . . . ] ŕőďţőď£źĺňĺ ďřőą£ňĺ śńşęăš ďřőąĺ

[1; ] = 1/1, [1; 1] = 2/1, [1; 1, 1] = 3/2, [1; 1, 1, 1] = 5/3, . . . (11)

ŔŘ§ŇŻĚ ŊĂ ŁŃĚŠŮĂŠŐĽ ĄŞŇĂČĚ Ĺ ŚĆĚŘŢŚŃŐĆĂ 9

ă ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ( √ 5 + 3)/2 ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă [[3; 3, 3, . . .]] { ďřőąĺ

[[3; ]] = 3/1, [[3; 3]] = 8/3, [[3; 3, 3]] = 21/8, [[3; 3, 3, 3]] = 55/21, . . . (12)

Ćśńěďśšćĺě (12) ŕőďţőď£źĺě ďřőąĺ ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ( √ 5 + 1)/2 = [[2; 3, 3, . . . ]] { ¡šő

[[2; ]] = 2/1, [[2; 3]] = 5/3, [[2; 3, 3]] = 13/8, [[2; 3, 3, 3]] = 34/21, . . . (13)

A4.1. Łăł ŕőďţőď£źĺě ďřőąĺ (11){(13) ść£ğăŋż ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Ťĺąőŋăůůĺ f_0 = 0, f_1 = 1, f_{k+1} = f_k + f_{k−1}?

A4.2. Ŋăľďĺšě ĺ śřăćŋĺšě ďřşč ś ďřşčőň ŕőďţőď£źĺě ďřőąĺ ďń£ řăğńőęěŋĺľ ůĺśńă ( √ 5 − 1)/2 ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ńăčřăŋęă ĺ ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă.

B. Ăńčőřĺšň ćżš£čĺćăŋĺ£ ŋőśőć. Ďń£ ńşůă y = βx, ćżţőď£źěčő ĺğ ŋăůăńă

łőőřďĺŋăš, řăğńőęěŋĺě ěčő şčńőćőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă β ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ ść£ğăŋő ś ćżŕşłńżňĺ őąőńőůłăňĺ ňŋőęěśšć şğńőć řěÿěšłĺ ŕőď ńşůőň ĺ ŋăď ńşůőň.

Řăśśňőšřĺň ńőňăŋżě L ĺ L, őčřăŋĺůĺćă¿źĺě ¡šĺ ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ. Ŕő őśšřőşňŋőňş ğăňěůăŋĺ¿ ĺğćěśšŋőčő śőćěšśłőčő ňăšěňăšĺłă Ąőřĺśă Ŋĺłőńăěćĺůă Ďěńőŋě, ńőňăŋżě L ĺ L őąřăğş¿š ŋőś, ćżš£ŋşšżľ ćďőńĳ ńşůă y = βx.

B0. Şąěďĺšěśĳ ć šőň, ůšő ćěřÿĺŋż ńőňăŋżţ ŕőŕăďă¿š ć šőůłĺ x_k, y_k, čďě y_k/x_k { ŕőďţőď£źĺě ďřőąĺ řăğńőęěŋĺ£ β ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ńăčřăŋęă.

B1. Łăłőć čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ŕőďţőď£źĺţ ďřőąěľ řăğńőęěŋĺ£ β ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ Ţĺřűěąřşţă? Řăśśňőšřĺšě 2 śńşůă£: β < 1 ĺ β > 1.