Ŋăąőřż łřăšŋżţ śşňň

Ł. Łőţăśĳ

Şśńőćĺ£ ğăďăů

Ŕşśšĳ ďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń A = {a_1, a_2, . . . , a_n} (śřěďĺ ůĺśěń a_i ňőčşš ążšĳ řăćŋżě). Ŋăąőřőň k-śşňň ŋăğőćěň śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ůĺśěń ćĺďă a_{i1} + a_{i2} + . . . + a_{ik} , čďě 1 6 i_1 < i_2 < . . . < i_k 6 n. Őąőğŋăůĺň ¡šőš ŋăąőř A^{(k)}. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ A = {1, 1, 2, 7} A^{(3)} = {4, 9, 10, 10}.

Ğŋăůłőň ⋄ ŕőňěůěŋż ğăďăůĺ, łőšőřżě ąşďşš řăğőąřăŋż ŋă ŕřőňěęşšőůŋőň ťĺŋĺÿě.

1 Ŕőŕăřŋżě śşňňż

1.1. Ĺğ ůĺśěń a_1, a_2, a_3, a_4, a_5 ňőęŋő őąřăğőćăšĳ 10 ŕőŕăřŋżţ śşňň; őąőğŋăůĺň ĺţ ůěřěğ x_1, x_2, . . . , ⋄ x_{10}. Ďőłăęĺšě, ůšő, ğŋă£ ůĺśńă x_1, x_2, . . . , x_{10} (ŋő ŋě ğŋă£, řăğşňěěšś£, śşňňőľ łăłĺţ ĺňěŋŋő ďćşţ ůĺśěń £ćń£ěšś£ łăęďőě ĺğ ŋĺţ), ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ůĺśńă a_1, a_2, a_3, a_4, a_5.

1.2. Ĺğćěśšŋő ůšő ďń£ ŋăąőřă A ěčő ŋăąőř ŕőŕăřŋżţ śşňň řăćěŋ {2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6}. Ŋăľďĺšě ⋄ śşňňş łćăďřăšőć ¡ńěňěŋšőć ŋăąőřă A.

1.3. ă) Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ďćşţ ŋăąőřőć ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń łăęďżľ (ŕőćšőřż ďőŕşśłă¿šś£), ş łőšőřżţ ⋄ śőćŕăďă¿š ŋăąőřż ŕőŕăřŋżţ śşňň.

ą) b_1 < b_2 < b_3 < b_4 < b_5 < b_6 | ŋăąőř ŕőŕăřŋżţ śşňň ŋěłőšőřőčő ŋăąőřă ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěźě őďĺŋ ŋăąőř ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń ś šěň ęě ŋăąőřőň ŕőŕăřŋżţ śşňň. 1.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ n = 2^k, k = 1, 2, . . . , śşźěśšćş¿š ďćă ŋăąőřă ŕő n ůĺśěń łăęďżľ, ş łőšőřżţ ⋄ śőćŕăďă¿š ŋăąőřż ŕőŕăřŋżţ śşňň.

1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ n ≠ 2^k ŋăąőř ĺğ n ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺň ŋăąőřőň ŕőŕăřŋżţ śşňň. ⋄ 1.6. ă) Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř šřěţ ŋăąőřőć ůĺśěń (ąőńěě ďćşţ ůĺśěń ć łăęďőň), ş łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ŋăąőřż ŕőŕăřŋżţ śşňň.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš šřěţ ŋăąőřőć ĺğ 4 ůĺśěń, ş łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ŋăąőřż ŕőŕăřŋżţ śşňň. ć) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ůěšżřěţ ŋăąőřőć ĺğ 8 ůĺśěń łăęďżľ, ş łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ŋăąőřż ŕőŕăřŋżţ śşňň.

1.7. Ďćőěůŋĺł Śăÿă ğăďşňăń šřĺ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśńă ĺ ćżŕĺśăń ŋă ďőśłş ćśě ĺţ ŕőŕăřŋżě śşňňż, ŕőŕăřŋżě śşňňż, ćğ£šżě ś őąřăšŋżň ğŋăłőň, ĺ ćśě ŕőŕăřŋżě řăğŋőśšĺ, ĺšőčő 12 ůĺśěń. Ćśěčďă ńĺ őšńĺůŋĺűă Ŋăď£ śňőęěš şğŋăšĳ ňőďşńĺ ğăďşňăŋŋżţ Śăÿěľ ůĺśěń?

1.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ŋăąőřă {a_1, a_2, . . . } ĺğ n řăğńĺůŋżţ ůĺśěń łőńĺůěśšćő řăğńĺůŋżţ śşňň ćĺďă a_i + a_j ňőęěš ążšĳ ń¿ążň ůĺśńőň ĺğ ďĺăŕăğőŋă 2n − 1, C^2_n.

2 Śşňňż ąőńĳÿěľ łřăšŋőśšĺ

2.1. ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ łăęďőň ŋăšşřăńĳŋőň m ůĺśńă 2, 2^2, 2^3, . . . , 2^{2·3m}

�1 ďă¿š řăğŋżě őśšăšłĺ ŕřĺ

ďěńěŋĺĺ ŋă 3^m.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋăšşřăńĳŋżţ p şřăćŋěŋĺě

n^2 − (2^p + 1)n + 2 · 3^{p−1} = 0 (1)

ĺňěěš řěÿěŋĺě ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ (őšŋőśĺšěńĳŋő n) šőńĳłő ŕřĺ p = 1, 2, 3, 5, 9. 2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăąőř ĺğ n ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋăąőřőň śćőĺţ 3-śşňň, ěśńĺ n ≠ 3, 6, 27, 486.

2.3. ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćśěţ k ∈ N ŋăąőř ĺğ 2k ůĺśěń, ćőőąźě čőćőř£, ŋě őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő ⋄ ŋăąőřőň śćőĺţ k-śşňň.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăąőř ĺğ n ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőěňş ŋăąőřş k-śşňň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡šőš ŋăąőř őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺ ŕő ŋăąőřş (n − k)-śşňň.

2.4. ă) Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋăąőř ĺğ 27 ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋăąőřőň śćőĺţ śşňň ŕő 3?

ą) Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋăąőř ĺğ 486 ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋăąőřőň śćőĺţ śşňň ŕő 3? 2.5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ŋăšşřăńĳŋżţ p şřăćŋěŋĺě n^3 − (3 · 2^{p−1} + 3)n^2 + (2 + 3 · 2^{p−1} + 2 · 3^p)n − 6 · 4^{p−1} = 0 (2) ĺňěěš řěÿěŋĺě ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ (őšŋőśĺšěńĳŋő n) šőńĳłő ŕřĺ p 6 7. Ćőğňőęŋżě řěÿěŋĺ£ | n = 1, 2, 3, 4, 8, 12.

2.6. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ůěšżřěţ ŋăąőřőć ĺğ 6 ůĺśěń, ş łőšőřżţ őďĺŋăłőćőě śěňěľśšćő 3-śşňň? 2.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăąőř ĺğ 12 ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋăąőřőň śćőĺţ śşňň ŕő 4. 2.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ (k − 1)!k^{n−1} .̸ n (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ k ňěŋĳÿě ňăłśĺňăńĳŋőčő ŕřőśšőčő ďěńĺšěń£ n), šő ŋăąőř A ĺğ n ůĺśěń őŕřěďěń£ěšś£ ŋăąőřőň A^{(k)} őďŋőğŋăůŋő.

2.9. Ďăŋż ďćă ŋăąőřă A ĺ B ŕő n ůĺśěń łăęďżľ, ŕřĺůěň ¡ńěňěŋšż ŋăąőřă B \ŋăţőď£šś£ ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ", ă ĺňěŋŋő: ćśě śşňňż ćĺďă ±b_{i1} ± b_{i2} . . . ± b_{im} , čďě 1 6 m 6 n, 1 6 i_1 < i_2 < . . . < i_m 6 n ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż. Ěśńĺ ş ŋăąőřőć A ĺ B śőćŕăďă¿š ňŋőęěśšćă k-śşňň, šő ńĺąő n = k, ńĺąő n = 2k, ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ŋăąőřż A ĺ B śĺňňěšřĺůŋż ďřşč ďřşčş őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ.

3 Ďőąăćńěŋĺě ŕőśńě ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ůĺśěń X = {x_1, x_2, . . . , x_n} ŕőńőęĺň s_p(X) = x^p_1 + x^p_2 + . . . + x^p_n .

Ąőńěě šőčő, ěśńĺ 1 6 k 6 n, šő ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă (p_1, p_2, . . . , p_k) ĺğ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ŕőńőęĺň s_{p1,p2,...,pk} = ∑ x^{p1}_{i1} x^{p2}_{i2} . . . x^{pk}_{ik} , čďě śşňňĺřőćăŋĺě ćěďěšś£ ŕő ćśěćőğňőęŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŋăąőřăň {i_1, i_2, . . . , i_k} ⊂ X. 3.1. Ŋěśłőńĳłő ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ łőňąĺŋăšőřŋżţ ťăłšőć.

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš řőćŋő^r ∑ i=1 (−1)^{r−i}C^i_ri^k śŕőśőąőć ŕőńőęĺšĳ k řăğńĺůŋżţ ťőšőčřăťĺľ ć r 6 k řăğńĺůŋżţ łőŋćěřšőć šăł, ůšőąż ć łăęďőň łőŋćěřšě őłăğăńăśĳ ţőš£ ąż őďŋă ťőšőčřăťĺ£.

ą) Ďőłăęĺšě, ůšő C^{s−q}_n =^s ∑ v=q C^{s−v}_{n−v}C^{q−1}_{v−1} . ć) Ŕşśšĳ śřěďĺ ůĺśěń {p_1, p_2, . . . , p_k} řőćŋő t ŋşńěľ (0 6 t 6 k − 1). Ďőłăęĺšě, ůšő s_{p1,p2,...,pk} = (n − k + 1)(n − k + 2) . . . (n − k + t) · (−1)^{k−t−1} · (k − t − 1)!s_p + F , čďě p = p_1 + . . . + p_k, ă ćżřăęěŋĺě F ğăćĺśĺš šőńĳłő őš s_1, . . . , s_{p−1}. 3.2. Ďőłăęĺšě, ůšő s_p(A^{(k)}) = f(n, k)s_p(A) + G , čďě ćżřăęěŋĺě G ğăćĺśĺš šőńĳłő őš n, k, s_q (A), 1 6 q < p, ŋő ŋě ğăćĺśĺš őš s_p(A), ă f(n, k) = k∑ i=1 (−1)^{i−1}i^{p−1}C^{k−i}_n . 3.3. Ŋăľďĺšě ŕřőśšş¿ ťőřňşńş ďń£ f(n, k) ŕřĺ p = 1.

3.4. Ŋăľďĺšě łăłĺě-ŋĺąşďĳ k ¿ 5 ĺ n > 2k, ďń£ łőšőřżţ f(n, k) = 0 ŕřĺ łăłőň-ŋĺąşďĳ p. 3.5. Łőŋěůŋő ĺńĺ ąěśłőŋěůŋő ňŋőęěśšćő ŕăř ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń (m, n), ďń£ łőšőřżţ 15(8m^2 − 8mn + n^2 + 3n)^2 − 7n^4 + 38n^3 − 47n^2 − 32n = 0 ?

Ćőš śŕĺśőł řěÿěŋĺľ (n, m) ŕřĺ n < 400 ĺńĺ m < 400: (0,0), (2,1), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2), (4,3), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (12,4), (12,8), (32,2), (32,10), (32,22), (32,30). Ěśšĳ ěźě ŕăřă űěńőůĺśńěŋŋżţ řěÿěŋĺľ: (0,0), (−1,−1), (−1,0).

3.6. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ůĺśěń A őŕřěďěńĺň ŋăąőř A^{[k]} ěčő k-śşňň ś ŕőćšőřěŋĺ£ňĺ łăł śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ůĺśěń ćĺďă a_{i1} + a_{i2} + . . . + a_{ik} , čďě 1 6 i_1 6 i_2 6 . . . 6 i_k 6 n. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň k ŋăąőř A^{[k]} őŕřěďěń£ěš ŋăąőř A őďŋőğŋăůŋő.

Řěÿěŋĺ£ ğăďăů

1 Ŕőŕăřŋżě śşňňż

1.1. Ğăďăůă ŕřěďńăčăńăśĳ ŋă Ňőśłőćśłőľ őńĺňŕĺăďě 1962 č (2 šşř, 8 łńăśś, śň. [2], ğăďăůă 25.29), ăŋăńőčĺůŋă£ ğăďăůă ś łőŋłřěšŋżňĺ ůĺśńăňĺ ążńă ŋă Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłőľ őńĺňŕĺăďě 1968 č (7 łńăśś). Ŋěśłőńĳłő řăŋĳÿě ğăďăůă ¡šă ğăďăůă ążńă őŕşąńĺłőćăŋă ć American Mathematical Monthly ([11], ğăďăůă E1248ă, ăćšőř | L. Moser), ă ŕěřěď ¡šĺň | ć ďěłăąřĳśłőň ŋőňěřě Newsletter of Canad. Math. Congress ğă 1955 č.

Ğăňěšĺň, ůšő ∑ x_i = 4 ∑ a_j . Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ůĺśńă x_i ĺ a_j ŕřőŋşňěřőćăŋż ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£.

Šőčďă x_1 = a_1 + a_2, x_2 = a_1 + a_3, x_9 = a_3 + a_5, x_{10} = a_4 + a_5. Ğŋăůĺš, a_3 =^1_4 ∑ x_i − x_1 − x_{10}, a_1 = x_2 − a_3, a_5 = x_9 − a_3, a_2 = x_1 − a_1, a_4 = x_{10} − a_5.

1.2. Őšćěš: 25^1_2 . Őąőğŋăůĺň s_1(A) | śşňňş ůĺśěń ŋăąőřă A, s_2(A) | śşňňş łćăďřăšőć ůĺśěń ĺğ ŋăąőřă A. Šőčďă śşňňă ůĺśěń ŋăąőřă A^{(2)} řăćŋă

s_1(A^{(2)}) = ∑ i<j (a_i + a_j ) = (n − 1)s_1(A) ,

śńěďőćăšěńĳŋő, s_1(A) =^1_{n−1} s_1(A^{(2)}). Śşňňă łćăďřăšőć ůĺśěń ŋăąőřă A^{(2)} řăćŋă

s_2(A^{(2)}) = ∑ 16i<j6n (a_i+a_j )^2 = 1 2 ∑ i≠j (a^2_i +a^2_j +2a_ia_j ) = 1 2 (_n∑ i,j=1 (a^2_i +a^2_j +2a_ia_j )− n∑ j=1 (2a_j )^2 ) = (n−2)s_2(A)+s_1(A)^2,

őšłşďă s_2(A) =^1_{n−2} (s_2(A^{(2)}) − s_1(A)^2).

Ć ŋăÿěň śńşůăě ŋăąőř A śőśšőĺš ĺğ 6 ůĺśěń, š. ě. n = 6; s_1(A^{(2)}) = 55, s_2(A^{(2)}) = 223. Śńěďőćăšěńĳŋő, s_1(A) = 11, s_2(A) =^1_4 (223 − 121) = 25^1_2 .

1.3. ă) Ŋăŕřĺňěř, {1, 1, 2, 4} ĺ {0, 2, 3, 3}.

ą) Ňż ćğ£ńĺ ğăďăůş ĺ řěÿěŋĺě ĺğ [11], ğăďăůă E1248b, ăćšőř | L. Moser. Ŕşśšĳ a_1, a_2, a_3, a_4 | ĺśţőďŋżě ůĺśńă, S = (a_1 + a_2 + a_3 + a_4)/2. Šőčďă S − a_1, S − a_2, S − a_3, S − a_4, | šřěąşěňżľ ćšőřőľ ŋăąőř. Őŋ ŋě śőćŕăďăěš ś ĺśţőďŋżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ůĺśńă b_3 ĺ b_4 | ¡šő a_1 + a_4 ĺ a_2 + a_3, ŕřăćďă, ŋěĺğćěśšŋő ć łăłőň ŕőř£ďłě. Ŋěřăćěŋśšćő b_3 ≠ b_4 ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěřăćěŋśšćş S − a_4 ≠ a_1, ůšő őğŋăůăěš, ůšő ňĺŋĺňăńĳŋżě ůĺśńă ŋăÿĺţ ďćşţ ŋăąőřőć ŋě śőćŕăďă¿š. Ğŋăůĺš, ŋě śőćŕăďă¿š ĺ śăňĺ ŋăąőřż.

1.4. İšă ĺ śńěďş¿źă£ ğăďăůĺ ŕřěďńăčăńĺśĳ ć 1987 č ŋă őńĺňŕĺăďě 239 ÿłőńż Ś.-Ŕěšěřąşřčă ([4], ś. 297, ğăďăůă 79) ŋă šşřě \Čřăŋ-ŕřĺ", śőśšő£ćÿěň ĺğ ğăďăů ĺśśńěďőćăšěńĳśłőčő šĺŕă. Ćŕřőůěň, őřčăŋĺğăšőřż ¡šőčő šşřă ŋěśłőńĳłő ŕőčőř£ůĺńĺśĳ. Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůĺ ĺ ğăďăůĺ 1.5 śőďěřęĺšś£ ć śšăšĳ£ţ [12], [3].

Ąşďěň śšřőĺšĳ ŋăąőřż A_n ĺ B_n ĺğ n = 2^k ůĺśěń ś śőćŕăďă¿źĺňĺ ŋăąőřăňĺ ŕőŕăřŋżţ śşňň ĺŋďşłűĺěľ ŕő k.

Ąăğă k = 1, n = 2. A_2 = {0, 3}, B_2 = {1, 2}.

Ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ŕěřěţőď. Ŕşśšĳ ňż şęě ĺňěěň ďćă ŋăąőřă |A_m| = |B_m| = 2^m ś őďĺŋăłőćżňĺ ŕőŕăřŋżňĺ śşňňăňĺ. Ćżąěřěň šăłőě ůĺśńő d, ůšő ŋăąőřż

A_{m+1} = A_m ∪ (B_m + d), B_{m+1} = B_m ∪ (A_m + d)

ŋě śőćŕăďă¿š. Ŕřőćěřĺň, ůšő ŕőśšřőěŋŋżě ŋăąőřż ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ŋăąőřż ŕőŕăřŋżţ śşňň. Ďń£ ¡šőčő şąěďĺňś£, ůšő ďń£ ćśěţ ŕăř (α_1, α_2) ⊂ A_{m+1} ŋăľďěšś£ ŕăřă (β_1, β_2) ⊂ B_{m+1}, ĺ ¡šő śőőšćěšśšćĺě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő.

Śńşůăľ 1. α_1, α_2 ∈ A_m. Šőčďă ňż ňőęěň ćğ£šĳ ŕăřş (β_1, β_2), šăłş¿ ůšő β_1, β_2 ∈ B_m. Śńşůăľ 2. α_1, α_2 ∈ B_m + d. Šőčďă ňż ňőęěň ćğ£šĳ ŕăřş (β_1, β_2), šăłş¿ ůšő β_1, β_2 ∈ A_m + d. Śńşůăľ 3. α_1 ∈ A_m, α_2 ∈ B_m +d. Šőčďă ňż ňőęěň ćğ£šĳ ŕăřş (α_1 +d, α_2 −d); α_1 +d ∈ A_m +d, α_2 −d ∈ B_m.

1.5. Ŕşśšĳ A | ŋăąőř ĺğ n ≠ 2^k ůĺśěń. Ŕřőćěřĺň ĺŋďşłűĺěľ ŕő p, ůšő śšăŋďăřšŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ŕőńĺŋőňż (śšěŕěŋŋżě śşňňż) s_p(x_1, x_2, . . . ) = x^p_1 + x^p_2 + . . . ,

ćżůĺśńěŋŋżě ďń£ ŋăąőřă A, őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ śšěŕěŋŋżţ śşňň ďń£ ŋăąőřă A^{(2)}.

Ćő ŕěřćżţ, s_1(A^{(2)}) = C^1_{n−1}s_1(A), ŕő¡šőňş s_1(A) = (C^1_{n−1})^{−1}s_1(A^{(2)}).

Ďăńěě,

s_p(A^{(2)}) = ∑ i<j (a_i + a_j )^p = 1 2 ∑ i≠j (a_i + a_j )^p = 1 2 ∑ i≠j p∑ r=0 C^r_p a^r_i a^{p−r}_j = 1 2 p∑ r=0 C^r_p ∑ i≠j a^r_i a^{p−r}_j =

= 1 2 p∑ r=0 C^r_p ( s_r(A)s_{p−r}(A) − s_p(A) ) = 1 2 p−1∑ r=1 C^r_p s_r(A)s_{p−r} (A) + (n − 2^{p−1})s_p(A) , (3)

ć ŕőśńěďŋěň řăćěŋśšćě ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő s_0(A) = n. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ćśě śńăčăěňżě ć ŕěřćőľ śşňňě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ śšěŕěŋŋżňĺ śşňňăňĺ ŋăąőřă A^{(2)}. Ŕő¡šőňş s_p(A) ŕřĺ n ≠ 2^{p−1} šőęě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śšěŕěŋŋżňĺ śşňňăňĺ ŋăąőřă A^{(2)}.

Ĺšăł, ňż ŕřőćěřĺńĺ, ůšő śšěŕěŋŋżě śşňňż s_1(A), s_2(A), . . . , s_n(A) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŋăąőřőň A^{(2)}. Ŋő šőčďă ĺ ĺśţőďŋżě ůĺśńă, śőśšăćń£¿źĺě ŋăąőř A, šăłęě őŕřěďěń£¿šś£ ŋăąőřőň A^{(2)} őďŋőğŋăůŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, őąőğŋăůĺň σ_k(A) = ∑ 16i1<···<in6n^{ai1 ai2 . . . ain} k-¿ ¡ńěňěŋšăřŋş¿ śĺňňěšřĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋăąőřă A. Šőčďă ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ řăćěŋśšćő (ťőřňşńă Ŋĳ¿šőŋă) nσ_n = σ_{n−1}s_1 − σ_{n−2}s_2 + σ_{n−3}s_3 − · · · + (−1)^nσ_1s_{n−1} , łőšőřőě ŕőğćőń£ěš ŕő ůĺśńăň s_1(A), s_2(A), . . . ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăţőďĺšĳ ůĺśńă σ_1(A), σ_2(A), . . . . Ğŋă£ ęě ćśě ůĺśńă σ_i(A), ňż ŋăľďěň ¡ńěňěŋšż ŋăąőřă A łăł łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£

x^n − σ_1x^{n−1} + σ_2x^{n−2} − · · · + (−1)^{n−2}σ_{n−2}x^2 + (−1)^{n−1}σ_{n−1}x + (−1)^nσ_n = 0 . (4)

Őšňěšĺň, ůšő ğăďăůă 1.2 ążńă śşźěśšćěŋŋőľ ŕőďśłăğłőľ ďń£ ĺğőąřěšěŋĺ£ ¡šőčő řěÿěŋĺ£. 1.6. ă) Ŋăąőřż, ĺňě¿źĺě śőćŕăďă¿źĺě ňŋőęěśšćă 2-śşňň, ďőńęŋż śőśšő£šĳ ĺğ 2^k ¡ńěňěŋšőć. Šő, ůšő ŋě śşźěśšćşěš šăłĺţ ŋăąőřőć ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń, | ¡šő şšćěřęďěŋĺě śńěďş¿źěčő ŕşŋłšă ğăďăůĺ. Ćőš ŕřĺňěř ŋăąőřőć ĺğ 8 ůĺśěń ([10]) {±1, ±9, ±15, ±19}, {±2, ±6, ±12, ±22}, {±3, ±7, ±13, ±21}. Ćőőąźě [9], ěśńĺ X_1 = {a, b, c, d} | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ůĺśěń, šő ŋăąőřż X = X_1 ∪ (−X_1), Y = Y_1 ∪ (−Y_1), Z = Z_1 ∪ (−Z_1), čďě

Y_1 =

{_1 2 (−a + b + c + d),^1_2 (a − b + c + d),^1_2 (a + b − c + d),^1_2 (a + b + c − d) } , Z_1 =

{_1 2 (a + b + c + d),^1_2 (a + b − c − d),^1_2 (a − b + c − d),^1_2 (a − b − c + d) } , ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ŋăąőřż 3-śşňň. Ŕřěďżďşźĺľ ŕřĺňěř | ůăśšŋżľ śńşůăľ ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ ďń£ X_1 = {−1, 9, 15, −19}. ą) Ňż śńěďşěň řăśśşęďěŋĺ£ň ĺğ [9]. Ŕşśšĳ A | ŋăąőř ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń. Ňż ćśěčďă ňőęěň śďćĺŋşšĳ ŋăÿĺ ŋăąőřż ŕő ůĺśńőćőľ őśĺ, ŕő¡šőňş ąěğ ŕőšěřĺ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő s_1(A) = 0. Ćőśŕőńĳğşěňś£ šőčďă ťőřňşńăňĺ (3) ŕřĺ n = 4: s_1(A^{(2)}) = 0

s_2(A^{(2)}) = 2s_2(A)

s_3(A^{(2)}) = 0

s_4(A^{(2)}) = −4s_4(A) + 3s^2(A)

s_5(A^{(2)}) = −12s_5(A) + 10s_2(A)s_3(A)

s_6(A^{(2)}) = −24s_6(A) + 15s_2(A)s_4(A) + 10s^2_3(A)

Łăł ćĺďĺň, ćěńĺůĺŋż s_1(A) = 0, s_2(A), s_4(A) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ śşňňăňĺ s_p(A^{(2)}). Ğăňěšĺň, ůšő ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě £ćń£ěšś£ łćăďřăšŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő s_3(A). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćěńĺůĺŋş s_6(A) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ŕőńĺŋőň őš s_1(A), s_2(A), s_3(A), s_4(A), ŕřĺůěň ć ¡šőš ŕőńĺŋőň s_3(A) ćţőďĺš ć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě 2. Ŋă śăňőň ďěńě

s_6 = 3 4 s_4s_2 + 3 4 s_4s^2_1 + 1 3 s^2_3 + 0s_3s_2s_1 − 2 3 s_3s^3_1 − 1 8 s^3_2 − 3 8 s^2s^2_1 + 3 8 s_2s^4_1 − 1 24 s^6_1 = (5) = 3 4 s_4s_2 + 1 3 s^2_3 − 1 8 s^3_2. (6)

Ğďěśĳ řăćěŋśšćő (5) | ¡šő őąźĺľ ťăłš, łőšőřżľ šřşďŋő şśšăŋőćĺšĳ, ŋě ŕőńĳğş£śĳ šěőřĺěľ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ĺńĺ łőňŕĳ¿šěřőň, ă ćőš řăćěŋśšćő (6) | ěčő řěďşłűĺ£ ł śńşůă¿ s_1 = 0, łőšőřă£, śőąśšćěŋŋő, ŋăň ĺ šřěąşěšś£, | şęě ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő \čőńżňĺ řşłăňĺ". Šăłĺň őąřăğőň ćěńĺůĺŋş s_3(A) ňőęŋő ŋăľšĺ, řěÿă£ łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě. Ŕő¡šőňş ćěńĺůĺŋă s_3(A) ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ŋě ąőńěě ďćşţ řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš ŋě ąőńěě ďćşţ ŋăąőřőć ś ğăďăŋŋżň śěňěľśšćőň 2-śşňň.

Łőŋěůŋő, ňőęŋő ążńő ąż ŋě ŕőńĳğőćăšĳś£ śšőńĳ ćżśőłĺňĺ ňăšěřĺ£ňĺ ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ¡šőľ ğăďăůĺ. Řăśŕőńăčă£ ŋăąőřőň ĺğ ůěšżřěţ ůĺśěń a_1 6 a_2 6 a_3 6 a_4 ĺ ŕżšă£śĳ ŕřĺďşňăšĳ ěźě őďĺŋ ŋăąőř ś ŋăĺňěŋĳÿĺň ůĺśńőň a_1 + x, ůĺšăšěńĳ ś ńěłčőśšĳ¿ ďőčăďăěšś£, ŋăąń¿ďă£ ğă ŋăĺąőńĳÿĺňĺ ĺ ŋăĺňěŋĳÿĺňĺ ĺğ ŕőŕăřŋżţ śşňň, ůšő őśšăńĳŋżě ůĺśńă łőŋśšřşĺřşěňőčő ŋăąőřă śşšĳ a_2 − x, a_3 − x, a_4 + x. Őšś¿ďă ńěčłő ŕőńşůĺšĳ őŕĺśăŋĺě őąźĺţ ŋăąőřőć ś őďĺŋăłőćżňĺ śěňěľśšćăňĺ 2-śşňň: X = {a, b, c, d} ĺ Y = {_1 2 (−a + b + c + d),^1_2 (a − b + c + d),^1_2 (a + b − c + d),^1_2 (a + b + c − d) } . Łőŋśšřşłűĺ£ ŋăąőřă Y ŋăŕőňĺŋăěš ¡řşďĺřőćăŋŋőňş ůĺšăšěń¿ ő šőň, ůšő ěśńĺ şę łăłőě-ŋĺąşďĳ ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő (ć ďăŋŋőň śńşůăě, s_2(A)) ŋăň śńşůĺńőśĳ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ůěšżřěţ łćăďřăšőć, šő ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě ďăńěłő ŋě ěďĺŋśšćěŋŋő.

ć) Řěÿěŋĺě ¡šőľ ğăďăůě ăŋăńőčĺůŋő řěÿěŋĺ¿ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă, šőńĳłő ğŋăůĺšěńĳŋő ąőńěě čřőňőğďłőě.

1.7. Ğăďăůş ŕřěďńőęĺńĺ Ă. Ţřăąřőć ĺ Ŋ. Čşřěćĺů. Őšćěš: ďă, ĺśţőďŋżě ůĺśńă ćśěčďă ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ. Ŕşśšĳ a_1, a_2, a_3 | ňőďşńĺ ğăďşňăŋŋżţ ůĺśěń. Ďőąăćĺň ł ŋăąőřş ĺğ 12 śşňň/řăğŋőśšěľ šřĺ řăğă ůĺśńő 0. Ŕőńşůěŋŋżľ ŋăąőř ĺğ 15 ůĺśěń | ¡šő ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋżţ śşňň ďń£ ŋăąőřă ůĺśěń a_1, a_2, a_3, −a_1, −a_2, −a_3. Łăł ňż ğŋăěň, ďń£ ÿěśšĺ ůĺśěń ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋżţ śşňň őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěš ĺśţőďŋżě ůĺśńă. Ŋő Ŋăď£ ŋě ğŋăěš ďěšăńěľ ¡šőčő śőőšćěšśšćĺ£, śşňěěš ńĺ őŋă ĺţ ŋăľšĺ? Ďă, śşňěěš. Ŋăŕřĺňěř, őŋă ňőęěš ćŋĺňăšěńĳŋő ŕřőůĺšăšĳ řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1.5 ĺ ŋăľšĺ ćěńĺůĺŋż s_1, s_2, . . . , s_6 ďń£ Śăÿĺŋőčő ŋăąőřă. Ŕőśńě ¡šőčő Ŋăď£ ŋăľďěš ĺ śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ σ_1, σ_2, . . . , σ_6 ďń£ Śăÿĺŋőčő ŋăąőřă, ă ŕőšőň ĺ śăň ŋăąőř | łăł ŋăąőř łőřŋěľ (ŋă śăňőň ďěńě, ąĺłşąĺůěśłőčő) şřăćŋěŋĺ£ (4). Ŕőśńěďŋěě ňőęŋő śőćěřÿĺšĳ, ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ Łăřďăŋő.

1.8. Şŕőňĺŋăěšś£ łăł šřĺćĺăńĳŋőśšĳ ć [7].

Ďőłăęěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő n, ůšő łőńĺůěśšćő řăğńĺůŋżţ 2-śşňň ŋăąőřă ĺğ n ¿ 2 ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ůĺśěń ňőęěš ążšĳ ń¿ążň ŋăšşřăńĳŋżň ůĺśńőň ĺğ ďĺăŕăğőŋă [2n − 3, C^2_n].

Ąăğă. n = 2 | őůěćĺďŋő.

Ŕěřěţőď. Ŕşśšĳ şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ďń£ n = k. Ďőłăęěň ěčő ŕřĺ n = k + 1. Ŕşśšĳ a ∈ [2k − 1, C^2_{k+1}]. Řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£:

Śńşůăľ 1. 2k − 1 6 a 6 3k − 3. Ĺśłőňżň ňŋőęěśšćőň £ćń£ěšś£ A = [1, k] ∪ {a − k + 2}. Őůěćĺďŋő, ňŋőęěśšćő 2-śşňň ŋăąőřă A ěśšĳ B = [3, a + 2] ĺ ňŋőęěśšćő B śőśšőĺš ĺğ a ¡ńěňěŋšőć.

Śńşůăľ 2. 3k − 2 6 a 6 C^2_{k+1}. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ śşźěśšćşěš ŋăąőř A šăłőľ, ůšő ňŋőęěśšćő 2-śşňň ¡šőčő ŋăąőřă śőśšőĺš ĺğ a − k ¡ńěňěŋšőć. Ŕşśšĳ c > 2 max A, B = A ∪ {c}. Šőčďă ňŋőęěśšćő 2-śşňň ŋăąőřă B śőśšőĺš ĺğ a ¡ńěňěŋšőć (a − k śşňň ĺśţőďŋőčő ŋăąőřă ĺ k śşňň ś şůăśšĺěň c).

2 Śşňňż ąőńĳÿěľ łřăšŋőśšĺ

Řőńĳ şřăćŋěŋĺľ (1), (2) ć ğăďăůě ő ŋăąőřăţ 3- ĺ 4-śşňň ćŕěřćżě őšňěšĺńĺ Selfridge J.L. ĺ Straus E.G. [12] ć 1958 č. Őŋĺ řěÿĺńĺ ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ ĺ ďőłăğăńĺ, ůšő ŋăąőř ňőęěš ążšĳ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżň šőńĳłő ďń£ n, řăćŋżţ łőřŋ£ň ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ťőňĺŋ ĺ Ĺęąőńďĺŋ [3] ŋěğăćĺśĺňő şśšăŋőćĺńĺ ¡šőš ťăłš ć ŋăůăńě 90-ţ ĺ ďăńĺ ŕřĺňěř ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżţ ŋăąőřőć ďń£ śńşůă£ šřőľŋżţ śşňň ŕřĺ n = 27 ĺ n = 486.

2.1. ă) Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ůĺśńă 2^{2·3m} �2 − 1 = ( 2^{3m}�^2 − 1 )( 2^{3m}�^2 + 1 ) ĺ ( 2^{3m}�^1 − 1 ) ŋě ďěń£šś£ ŋă 3^m. Ćżřăęěŋĺ£ ć śłőąłăţ, čďě ćżůĺšăěšś£ ěďĺŋĺűă, ŋě ďěń£šś£ ďăęě ŋă 3. Ďőłăęěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő m, ůšő 2^{3m}�^2 + 1 ďěńĺšś£ ŋă 3^{m−1}, ŋő ŋě ŋă 3^m. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

2^{3m} �2 + 1 = ( 2^{3m} �3 + 1 )( 2^{2·3m} �3 − 2^{3m} �3 + 1 ) . Ğďěśĳ ŕěřćżľ ňŋőęĺšěńĳ ďěńĺšś£ ŋă 3^{m−2} ĺ ŋě ďěńĺšś£ ŋă 3^{m−1} ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ. Ćšőřőľ ňŋőęĺšěńĳ ďěńĺšś£ ŋă 3, ŋő ŋě ďěńĺšś£ ŋă 9.

ą) [12] Ğăŕĺÿěň şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě n + 2 · 3^{p−1} n = 2^p + 1 .

Šőčďă, ŕő šěőřěňě Ćĺěšă, n ĺ^{2·3k}

�1_n

| łőřŋĺ ŋăÿěčő łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£, ğŋăůĺš, őŋĺ ĺňě¿š ćĺď n_1 = 2^a3^b, n_2 = 2^{1−a}3^{p−b−1}, čďě a = 0 ĺńĺ 1. Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő n_1 6 n_2, šőčďă b 6 p − b − 1 ĺ 2^p ≡ −1 (mod 3^b) .

Ŕőśłőńĳłş 2 | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ŕő ňőďşń¿ 3^b,

p ≡ 3^{b−1} (mod 2 · 3^{b−1}) . (7)

Šőčďă 3^{p−b−1} 6 n_2 < 2^p < 3^{2p/3}, śńěďőćăšěńĳŋő, p < 3(b + 1). Šěŕěřĳ ĺğ (7) ŕőńşůăěň

3^{b−1} 6 p < 3(b + 1) .

Śńěďőćăšěńĳŋő, b < 4.

Ŕřĺ b = 3 p ≡ 9 (mod 18) ĺ p < 12, ğŋăůĺš, p = 9. Ŕřĺ b = 2 p ≡ 3 (mod 6) ĺ p < 9, ğŋăůĺš, p = 3. Ŕřĺ b = 1 p ≡ 1 (mod 2) ĺ p < 6, ğŋăůĺš, p = 1, 3, 5. Ŕřĺ b = 0 p < 3.

Ďń£ ŕőńŋőšż łăřšĺŋż ŕřĺćěďěň řăğńőęěŋĺ£ ŋă ňŋőęĺšěńĺ łćăďřăšŋżţ šřěţůńěŋőć ďń£ śńşůă£ űěńżţ łőřŋěľ.

p = 1 1 2 (n − 1)(n − 2) , p = 2 1 2 (n − 2)(n − 3) ,

p = 3 1 2 (n − 3)(n − 6) , p = 5 1 2 (n − 6)(n − 27) ,

p = 9 1 2 (n − 27)(n − 486) . (8)

2.2. [12, 3]. Łăł ĺ ć ğăďăůě 1.5, ŕşśšĳ A | ĺśţőďŋżľ ŋăąőř ĺğ n ůĺśěń, A^{(3)} | ŋăąőř ěčő 3-śşňň, s_p(x_1, x_2, . . . ) | śšěŕěŋŋżě śşňňż. Šőčďă 6s_k ( A^{(3)} ) = n∑ i1,i2,i3=1 (x_{i1} + x_{i2} + x_{i3} )^k − 3 n∑ i1,i2=1 (2x_{i1} + x_{i2} )^k + 2 n∑ i=1 (3x_i)^k =

= n∑ i1,i2,i3=1 ∑ ℓ1+ℓ2+ℓ3=k k! ℓ_1!ℓ_2!ℓ_3!

x^{ℓ1}_{i1} x^{ℓ2}_{i2} x^{ℓ3}_{i3} − 3 n∑ i1,i2=1 k∑ ℓ=0 C^ℓ_k(2x_{i1} )^ℓx^{k−ℓ}_{i2} + 2 · 3^k n∑ i=1 x^k_i =

= ∑ ℓ1+ℓ2+ℓ3=k k! ℓ_1!ℓ_2!ℓ_3!

s_{ℓ1} s_{ℓ2} s_{ℓ3} − 3 k∑ ℓ=0 C^ℓ_k2^ℓs_ℓs_{k−ℓ} + 2 · 3^ks_k .

Śőłřăźă£ ŋă 3 ĺ ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő s_0 = n, ŋăţőďĺň, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s_k(A) ć ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋ

f(n, k) = n^2 − (2^k + 1)n + 2 · 3^{k−1} . (9)

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřăćă£ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ĺňěěš ćĺď f(n, k)s_k(A) + G, čďě G | ćżřăęěŋĺě, ğăćĺś£źěě őš n ĺ s_i(A), i < k. Łăł şśšăŋőćńěŋő ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě, f(n, k) ≠ 0 ŕřĺ n ≠ 3, 6, 27, 486. Ŕő¡šőňş, łăł ĺ ć ğăďăůě 1.5, ňż ŕőńşůăěň, ůšő śšěŕěŋŋżě śşňňż ŋăąőřă A őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ śšěŕěŋŋżňĺ śşňňăňĺ ŋăąőřă A^{(3)}. Ŕő¡šőňş ć ¡šőň śńşůăě ŋăąőř A őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő A^{(3)}.

2.3. ă) [3], [9]. Ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă A = {a_1, a_2, . . . , a_n} ćżůĺśńĺň ěčő śřěďŋěě —a = (a_1 + a_2 + . . . + a_n)/n ĺ ŕőśšřőĺň śĺňňěšřĺůŋżľ ŋăąőř A^′ = {2—a − a_1, 2—a − a_2, . . . , 2—a − a_n} . Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋăąőř A ŋěśĺňňěšřĺůěŋ, ěśńĺ A ≠ A^′. Ěśńĺ ŋăąőřż m-śşňň A ĺ A^′ śőćŕăďă¿š, ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋăąőř A m-śăňőśőŕř£ęěŋŋżň.

Ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ŋăąőř A ĺğ 2k ůĺśěń ŋěśĺňňěšřĺůěŋ, šő ŋăąőřż A ĺ A^′ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ŋăąőřż k-śşňň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ łăęďżţ k ¡ńěňěŋšőć a_{i1} , . . . , a_{ik} ŋăąőřă A ćőğĳňěň šě k ¡ńěňěŋšőć b_{j1} , . . . , b_{jk} ŋăąőřă A^′, ďń£ łőšőřżţ ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć {j_1, . . . , j_k} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ďőŕőńŋěŋĺě ňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć {i_1, . . . , i_k} ďő ćśěčő ňŋőęěśšćă {1, 2, . . . , 2k}. Šőčďă

b_{j1} + . . . + b_{jk} = (2—a − a_{j1} ) + . . . + (2—a − a_{jk} ) = 2k—a − (a_{j1} + . . . + a_{jk} ) = a_{i1} + . . . + a_{ik} .

ą) Ěśńĺ ş ďćşţ ŋăąőřőć śőćŕăďă¿š ŋăąőřż k-śşňň, šő, łăł ňż şąěďĺńĺśĳ ć ğăďăůě 1.5, śşňňż ůĺśěń ć ¡šĺţ ŋăąőřăţ řăćŋż. Ŕşśšĳ S | ¡šă śşňňă ůĺśěń. Šőčďă ŋăąőřż k-śşňň ĺ (n−k)-śşňň, ŕőńşůă¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ůĺśńă S/2.

2.4. Ć őąőĺţ ŕşŋłšăţ ğăďăůĺ őšćěš | ŋěš.

Śńěďş¿źĺě ŕřĺňěřż ŕřĺćěďěŋż ć [3]. Ďőśšăšőůŋő ŕřěďž£ćĺšĳ ŋěśĺňňěšřĺůŋżľ 3-śăňőśőŕř£ęěŋŋżľ ŋăąőř ĺğ 27 ĺ ĺğ 486 ¡ńěňěŋšőć. Ćőš őŋĺ:

n = 27 : A = {0^5, 1^{10}, 2^{10}, 3^2} , n = 486 : B = {0^{22}, 1^{176}, 2^{231}, 3^{56}, 4^1} .

Ŕřőćěřĺň, ŋăŕřĺňěř, ůšő ŋăąőř A 3-śăňőśőŕř£ęěŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěčő 3-śşňňż ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ śńěďş¿źĺľ ŋăąőř:

A^{(3)} = {0^{10}, 1^{100}, 2^{325}, 3^{640}, 4^{725}, 5^{640}, 6^{325}, 7^{100}, 8^{10}}.

Ŋăŕřĺňěř, ůĺśńő 3 ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łăł śşňňş 0 + 0 + 3 (20 ćăřĺăŋšőć), 1 + 1 + 1 (C^3_{10} = 120 ćăřĺăŋšőć) ĺńĺ 0 + 1 + 2 (500 ćăřĺăŋšőć) | ćśěčő 640 ćăřĺăŋšőć. Ďăńěě, łăł ňż ćĺďĺň, ŋăąőř 3-śşňň śĺňňěšřĺůěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ůĺśńă 4, ă śřěďŋěě ăřĺťňěšĺůěśłőě ćśěţ ůĺśěń ŋăąőřă A řăćŋő 4/3. Ŕő¡šőňş ŋăąőř A^′, śĺňňěšřĺůŋżľ ŋăąőřş A, ĺňěěš šőš ęě ŋăąőř 3-śşňň. Ć śăňőň ďěńě,

(2 · 4 3 − a_1) + (2 · 4 3 − a_2) + (2 · 4 3 − a_3) = 8 − (a_1 + a_2 + a_3) .

Ěźě ŕřĺňěřż. Śńěďş¿źěě řăśśşęďěŋĺě ĺ ŕřĺňěřż ňż ćğ£ńĺ ć [6]. Łăł ŕőłăğżćăěš řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 2.2, ňż ňőęěň ŕżšăšĳś£ ćőśśšăŋőćĺšĳ ŕő ŋăąőřş A^{(3)} ŋăąőř A, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżřăęă£ śšěŕěŋŋżě śşňňż s_k(A) ůěřěğ śšěŕěŋŋżě śşňňż s_k(A^{(3)}). İšő ćśěčďă ąşďěš şďăćăšĳś£, ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋš f(n, k), ğăďăŋŋżľ ťőřňşńőľ (9), ŋě řăćěŋ ŋşń¿. Ĺğ řăğńőęěŋĺľ (8) ňż ćĺďĺň, ůšő ŋăĺňěŋĳÿěě k, ŕřĺ łőšőřőň f(n, k) = 0, | ¡šő k = 5.

Ŕőŕřőąşěň ŋăľšĺ ŋăąőř A ĺğ 27 ůĺśěń, ŋě śĺňňěšřĺůŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋşń£, ĺ šăłőľ, ůšőąż śĺňňěšřĺůŋżľ ěňş ŋăąőř −A ĺňěń šő ęě śěňěľśšćő 3-śşňň. Ěśńĺ ąż ¡šő şďăńőśĳ, šő ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ s_k(A^{(3)}) = s_k ( (−A)^{(3)} ) śńěďőćăńő ąż, ůšő ŕřĺ ŕřĺ ŋěůěšŋżţ k s_k(A^{(3)}) = 0 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, s_1(A) = s_3(A) = 0. Ďăńěě, ŋăň ążńő ąż ŕřőźě ĺśłăšĳ ŋăąőř, ěśńĺ ć ŋěň ůĺśńă ŕőćšőř£¿šś£ ŕő ŋěśłőńĳłş řăğ. Ŕşśšĳ, śłăęěň, ş ŋăś ĺňěěšś£ ćśěčő šřĺ řăğńĺůŋżţ ůĺśńă: ůĺśńő a_i ćţőďĺš ć ŋăąőř ś łřăšŋőśšĳ¿ n_i, i = 1, 2, 3. Šőčďă ňż ŕőńşůăěň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ

n_1 + n_2 + n_3 = 27

n_1a_1 + n_2a_2 + n_3a_3 = 0

n_1a^3_1 + n_2a^3_2 + n_3a^3 = 0

Ć łăůěśšćě a_i ąşďěň ŕőďąĺřăšĳ űěńżě ůĺśńă. Ěśńĺ ŕőŕřőąőćăšĳ ć łăůěśšćě a_n ćğ£šĳ ăřĺťňěšĺůěśłş¿ ŕřőčřěśśĺ¿, šő ŋěąőńĳÿĺě ¡łśŕěřĺňěŋšż ś śĺśšěňőľ ŕőłăğżćă¿š, ůšő řăğŋőśšĳ ¡šőľ ŕřőčřěśśĺĺ ďőńęŋă ďěńĺšĳś£ ŋă 3. Ćőğĳňěň a_1 = −4, a_2 = −1, a_3 = 2, šőčďă n_1 = 1, n_2 = 16, n_3 = 10. Ŋăľďěŋŋżľ ŋăąőř A = {−4, −1^{16}, 2^{10}} ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕőďţőďĺš, ŕőśłőńĳłş ŋăąőř A^{(3)} | śĺňňěšřĺůŋżľ:

A^{(3)} = {−6^{120}, −3^{720}, 0^{1245}, 3^{720}, 6^{120}} .

Ćőš ěźě ŕřĺňěřż ŋăąőřőć: {−5^2, −2^{10}, 1^10, 4^5} (¡šőš ŕřĺňěř šőńĳłő ňăśÿšăąĺřőćăŋĺěň ĺ śďćĺčőň őšńĺůăěšś£ őš ŕřĺňěřă, řăğőąřăŋŋőčő ć ŋăůăńě řěÿěŋĺ£), {−7^1, −4^5, −1^{10}, 2^6, 5^5}, {−8^2, −5^4, −2^6, 1^8, 4^3, 7^4}, ĺ ďăęě {−14^2, −11^1, −8^3, −5^3, −2^3, 1^6, 4^2, 7^3, 10^1, 13^3}.

Ăŋăńőčĺůŋő, őššăńłĺćă£śĳ őš ŕřőčřěśśĺĺ a_1 = −7, a_2 = −4, a_3 = −1, a_4 = 2, a_5 = 5 ĺ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ

n_1 + n_2 + n_3 + n_4 + n_5 = 486 (−7)n_1 + (−4)n_2 + (−1)n_3 + 2n_4 + 5n_5 = 0 (−7)^3n_1 + (−4)^3n_2 + (−1)^3n_3 + 2^3n_4 + 5^3n_5 = 0 (−7)^5n_1 + (−4)^5n_2 + (−1)^5n_3 + 2^5n_4 + 5^5n_5 = 0 (−7)^7n_1 + (−4)^7n_2 + (−1)^7n_3 + 2^7n_4 + 5^7n_5 = 0 ,

ňż ŋăľďěň řěÿěŋĺě n_1 = 1, n_2 = 56, n_3 = 231, n_4 = 176, n_5 = 22. Ŋ-ďă, 7^7, ă ůšő ŕőďěńăěÿĳ. Ĺšăł, ňż ŋăÿńĺ ŋăąőř B = {−7, −4^{56}, −1^{231}, 2^{176}, 5^{22}}. Šő, ůšő ¡šőš ŕřĺňěř ŕőďţőďĺš, şśšăŋăćńĺćăěšś£ řşšĺŋŋőľ ŕřőćěřłőľ ś ćżŕĺśżćăŋĺěň śěňěľśšćă 3-śşňň:

B^{(3)} = {−15^{1540}, −12^{40656}, −9^{392161}, −6^{1800568}, −3^{4358893}, 0^{??}, 3^{4358893}, 6^{1800568}, 9^{392161}, 12^{40656}, 15^{1540}}

(łřăšŋőśšĳ ŋşń£ ć ¡šőň ŋăąőřě ŋěśşźěśšćěŋŋă).

2.5. [3], [12] Řăğńőęĺň ŋă ňŋőęĺšěńĺ ďăŋŋżě ŕőńĺŋőňż ŕřĺ p 6 7:

p = 1 1 6 (n − 1)(n − 2)(n − 3) , p = 2 1 6 (n − 2)(n − 3)(n − 4) ,

p = 3 1 6 (n − 3)(n − 4)(n − 8) , p = 4 1 6 (n − 4)(n^2 − 23n + 96) ,

p = 5 1 6 (n − 8)(n^2 − 43n + 192) , p = 6 1 6 (n − 12)(n^2 − 87n + 512) ,

p = 7 1 6 (n − 8)(n^2 − 187n + 3072) ,

Ďăńěě ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő p ¿ 8. Ğăŕĺÿěň ĺğşůăěňőě şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě n ( n − (3 · 2^{p−1} + 3) ) + (2 + 3 · 2^{p−1} + 2 · 3^p) =

6 · 4^{p−1} n . (10)

Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő 2 + 3 · 2^{p−1} + 2 · 3^p ŋě ďěńĺšś£ ŋă 16. Šőčďă ńĺąő n, ńĺąő 6 · 4^{p−1}/n ŋě ďěńĺšś£ ŋă 16.

Śńşůăľ 1. n ŋě ďěńĺšś£ ŋă 16. Šăł łăł 6 · 4^{p−1} ďěńĺšś£ ŋă n, šő n = 2^m ĺńĺ n = 3 · 2^m. Ŕőśłőńĳłş n ŋě ďěńĺšś£ ŋă 16, n ∈ {1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24}. Ŋő ŕřĺ n = 6 ĺńĺ n = 24 řăćěŋśšćő (10) ŋě ňőęěš ążšĳ ćěřŋő, ŕőšőňş ůšő ŕřĺ ¡šőň ńěćă£ ůăśšĳ ďăěš őśšăšőł 2 ŕő ňőďşń¿ 3, ă ŕřăćă£ | őśšăšőł 1.

Śńşůăľ 2. 6 · 4^{p−1}/n ŋě ďěńĺšś£ ŋă 16. Ůĺśńő 6 · 4^{p−1}/n £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ůĺśńă 6 · 4^{p−1}, ĺ ŕőšőňş őŋő řăćŋő 2^m ĺńĺ 3 · 2^m, ĺ, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň śńşůăě, 6 · 4^{p−1}/n 6 24. Śńěďőćăšěńĳŋő, n > 6 · 4^{p−1}/24 > 6 · 2^{p−1} (ŕőśłőńĳłş p ¿ 8). Šőčďă

6·4^{p−1} = 6·2^{p−1}(6·2^{p−1} −5·2^{p−1}) < n(n−5·2^{p−1}) < n ( n−(3·2^{p−1} +3) ) = 6 · 4^{p−1} n −(2+3·2^{p−1} +2·3^p) < 6·4^{p−1} .

Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ğŋăůĺšěńĳŋő ąőńěě śłşůŋżňĺ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ ĺ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň łőňŕĳ¿šěřă ć [5] ďőłăğăŋő, ůšő şřăćŋěŋĺě n^4 − (2^{p+1} + 6)n^3 + (4 · 3^p + 3 · 2^{p+1} + 11)n^2 − (4 · 3^p + 3 · 2^{2p+2} + 6)n + 24 · 5^{p−1} = 0 ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ ĺ šěň śăňżň ŋăąőřż ůĺśěń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŋăąőřăňĺ śćőĺţ 5-śşňň.

2.6. Őšćěš: ŋěš, ŋěćěřŋő. Šăłĺě ůěšżřě ŋăąőřă śşźěśšćş¿š [8]. Ŋăŕřĺňěř, X = {−8, −3, 1, 2, 3, 5}, Y = {−7, −3, 0, 1, 2, 7}, −X ĺ −Y . 2.7. [8] Őůěŋĳ čřőňőğďłő. Ć śšĺńě řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ 1.6.

2.8. Ňż ćğ£ńĺ ¡šő şšćěřęďěŋĺě ĺğ [12]. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ťőřňşńőľ ĺğ ğăďăůĺ 3.2. Ďőňŋőęĺň őąě ůăśšĺ ŋă k! k!f(n, k) = k∑ i=1 (−1)^{i−1}i^{p−1}k!C^{k−i}_n . Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ i ≠ k śńăčăěňőě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ďěńĺšś£ ŋă n, ă ŕřĺ i = k śńăčăěňőě ŕő ňőďşń¿ řăćŋő k^{p−1}k!. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćżřăęěŋĺě f(n, k) ňőęěš ążšĳ řăćŋő ŋşń¿ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ k^{p−1}k! ďěńĺšś£ ŋă n. Ĺ ŋăőąőřőš: ěśńĺ k^{n−1}k! ŋě ďěńĺšś£ ŋă n, šő f(n, k) ≠ 0 ŕřĺ p = 1, 2, . . . , n. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ k^{n−1}k! ŋě ďěńĺšś£ ŋă n, šő ć śĺńş şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ 3.2 ĺ ăŋăńőčĺůŋő ğăďăůě 1.5 ğŋăůěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć s_p(A) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć s_p(A^{(k)}), ŕřĺ p = 1, 2, . . . , n, őšłşďă śńěďşěš, ůšő ŋăąőř A őŕřěďěńěŋ őďŋőğŋăůŋő.

2.9. Ťőňĺŋ ĺ Ĺęąőńďĺŋ [3], šěőřěňă 5.1, śťőřňşńĺřőćăńĺ ¡šő şšćěřęďěŋĺě ďń£ ŋăąőřă B ś ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŋăď Q ¡ńěňěŋšăňĺ. Ŋő ŋă śăňőň ďěńě ĺţ ďőłăğăšěńĳśšćő (łőšőřőě ňż ğďěśĳ ŕřĺćőďĺň) ĺśŕőńĳğşěš šőńĳłő ąőńěě śńăąőě śćőľśšćő ŋăąőřă B ĺğ ŋăÿěľ ťőřňşńĺřőćłĺ.

Ďń£ łăęďőčő ňŋőęěśšćă ůĺśěń X ŕşśšĳ ˚_X őąőğŋăůăěš śşňňş ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă X. Ğăťĺłśĺřşěň ďćă ůĺśńă x, y ∈ A. Śşźěśšćşěš C^{k−1}_{n−2} ŕăř ňŋőęěśšć (X, Y ) šăłĺţ, ůšő X, Y ⊂ A, ňŋőęěśšćă X ĺ Y śőďěřęăš ŕő k ¡ńěňěŋšőć, ă ĺţ śĺňňěšřĺůěśłă£ řăğŋőśšĳ X△Y = {x, y}. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ ń¿ąőľ šăłőľ ŕăřż x − y = ˚_X − ˚_Y = ˚_{X\Y} − ˚_{Y \X} .

Ğăňěšĺň, łśšăšĺ, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż ŕőďňŋőęěśšć X, Y ∈ B, ğŋă£ řăğŋőśšĳ ˚_X −˚_Y , ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺ ňŋőęěśšćő X \ Y , ĺ ňŋőęěśšćő Y \ X.

Ďń£ łăęďőľ ŕăřż (X, Y ) ňż ĺňěěň śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕőďňŋőęěśšćă X^′, Y^′ ć ňŋőęěśšćě B ś šěňĺ ęě śşňňăňĺ ůĺśěń, š. ě. x − y = ˚_X − ˚_Y = ˚_X0 − ˚_Y 0 = ˚_X0_{\Y} 0 − ˚_Y 0_{\X}0. Ŕőśłőńĳłş ůĺśńă x ĺ y ťĺłśĺřőćăŋż, ňŋőęěśšćă S = X^′ \ Y^′ ⊂ B ĺ S = Y^′ \ X^′ ⊂ B ŋă śăňőň ďěńě ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ŕăřż (X, Y ). Ğŋăůĺš, ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż k-¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć U ⊂ A, V ⊂ A ś řăğŋőśš£ňĺ U \ V = {x}, V \ U = {y} (śşźěśšćşěš C^{k−1}_{n−2} šăłĺţ ŕăř) ćżŕőńŋěŋő U^′ \ V^′ = S, V^′ \ U^′ = T . Ďőŕşśšĺň, ůšő ňŋőęěśšćő S śőśšőĺš ĺğ p ¡ńěňěŋšőć. Šőčďă ňőęŋő śłőŋśšřşĺřőćăšĳ C^{k−p}_{n−2p} ŕăř ŕőďňŋőęěśšć ňŋőęěśšćă B ś şłăğăŋŋżňĺ řăğŋőśš£ňĺ ŕőďňŋőęěśšć. Šăł łăł C^{k−p}_{n−2p} < C^{k−1}_{n−2} ŕřĺ p > 1, šő p = 1.

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ śőőšćěšśšćĺě, łőšőřőě łăęďőľ (şŕőř£ďőůěŋŋőľ) ŕăřě ůĺśěń (x, y) ĺğ ňŋőęěśšćă A śőŕőśšăćń£ěš šăłş¿ ŕăřş (p, q) ĺğ B, ůšő x − y = p − q. Ć śĺńş śćőľśšć ňŋőęěśšćă B, ¡šő śőőšćěšśšćĺě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő. Ćőğĳňěň šěŕěřĳ šřĺ ŕăřż (x, y), (y, z) ĺ (x, z), ŕşśšĳ ĺň śőőšćěšśšćş¿š ŕăřż (p, q), (r, s), (u, v). Šőčďă x − y = p − q, y − z = r − s, x − z = u − v, śńěďőćăšěńĳŋő, u − v = p + r − q − s. Ğŋăůĺš, ŕăřż (p, q) ĺ (r, s) ďőńęŋż ĺňěšĳ ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ćśě ŕăřż (x, y_i), i = 1, 2, . . . , n − 1, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ŕăřż ć ňŋőęěśšćě B. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő n > 4. (Śńşůăľ n = 4 | ¡šő ŕřőśšă£ ğăďăůă, łőšőřş¿ ňőęŋő řěÿĺšĳ řăśśşęďěŋĺ£ňĺ ŕőţőęĺňĺ ŋă řěÿěŋĺě ğăďăůĺ 1.1.) Ŕřĺ n > 4 őůěćĺďŋă śńěďş¿źă£ \šěőřěňă Ţěńńĺ": ěśńĺ n − 1 ŕăř ćżąřăŋż ć ňŋőęěśšćě ĺğ n ¡ńěňěŋšőć šăł, ůšő ń¿ążě ďćě ŕăřż ĺňě¿š ŕěřěśěůěŋĺě, šő ćśě ¡šĺ ŕăřż ĺňě¿š őąźş¿ šőůłş. Šăłĺň őąřăğőň, ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ŕăřż ĺğ ňŋőęěśšćă B ĺňě¿š őąźĺľ ¡ńěňěŋš —x. Őůěćĺďŋő, őŋ ğăŋĺňăěš őďŋő ĺ šő ęě ňěśšő ćő ćśěţ ¡šĺţ şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕăřăţ.

Ĺšăł, ćśě ďćőľśšćěŋŋżě ŕăřż ďőńęŋż ĺňěšĳ ćĺď ă) (—x, y^′_i) ĺńĺ ą) (y^′_i, —x). Ć śńşůăě ă) ∑ (x − x_i) = ∑ (—x − y^′_i), śńěďőćăšěńĳŋő, nx − ˚_A = n—x − ˚_B , őšłşďă x = —x ĺ ŕő¡šőňş y_i = y^′_i, š. ě. A = B.

Ć śńşůăě ą) ∑ (x−x_i) = ∑ (y^′_i − —x), śńěďőćăšěńĳŋő, nx−˚_A = ˚_B −n—x, őšłşďă x+—x =^{2Σ}_n , čďě ˚ = ˚_A = ˚_B ĺ y_i + y^′_i = x + —x =^{2Σ}_n , š. ě. ŋăąőřż A ĺ B śĺňňěšřĺůŋż ďřşč ďřşčş őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ ˚/n. Ěśńĺ n > k, ŋő n ≠ 2k, řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ k-¡ńěňěŋšŋżľ ŋăąőř X ⊂ A. Ŕşśšĳ —X ⊂ B |ŋăąőř, śĺňňěšřĺůŋżľ ŋăąőřş X őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ ˚/n, šőčďă ˚¯_X =^{2kΣ}_n − ˚_X . Ŕşśšĳ X^′ ⊂ B | ŋăąőř, ďćőľśšćěŋŋżľ ł X. Ğăňěšĺň, ůšő

˚_{B\}¯_X − ˚_X0 = n − 2k n ˚ , (11)

ŕřĺůěň ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕőďőąŋżţ ůńěŋőć śńăčăěňżě ć ńěćőľ ůăśšĺ ćţőď£š ć śşňňş šőńĳłő ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ±1. Ć śĺńş śćőľśšćă ŋăąőřă B, ćżřăęěŋĺě ć ńěćőľ ůăśšĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŋăąőřă X. Ŕőłăęěň, ůšő ¡šő ňőęěš ążšĳ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă 2k = n (ĺ X^′ = B \ —X), ¡šő ğăćěřÿĺš ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ śşňňă ć ńěćőľ ůăśšĺ (11) śőďěřęĺš ţőš£ ąż őďŋő ŋěŋşńěćőě śńăčăěňőě, śłăęěň, −b, šő řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ k-¡ńěňěŋšŋżľ ŋăąőř Y^′ ⊂ B, ŋě śőďěřęăźĺľ ůĺśńő b. Ěśńĺ ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ řăćěŋśšćă (11) ć łăůěśšćě ŋăąőřă X ćğ£šĳ ŋăąőř, ďćőľśšćěŋŋżľ ł Y^′, šő ńěćă£ ůăśšĳ ¡šőčő řăćěŋśšćă ŋě ąşďěš śőďěřęăšĳ śńăčăěňőčő −b. Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ śşňňă ć ńěćőľ ůăśšĺ (11) śőďěřęĺš ŋěŋşńěćőě śńăčăěňőě ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň +1, śłăęěň, +b, šő ć łăůěśšćě ŋăąőřă X řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř, śőďěřęăźĺľ šőůłş^{2Σ}_n − b.

3 Ďőąăćńěŋĺě ŕőśńě ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă

3.1. ă) İšőš ś¿ęěš řăğőąřăŋ ć [1], čńăćă 6. Ěśńĺ ąż ŋăś ŋě ąěśŕőłőĺńő, ěśšĳ ŕşśšżě łőŋćěřšż ĺńĺ ŋěš, ňż ĺňěńĺ ąż r^k śŕőśőąőć řăğńőęĺšĳ ťőšőčřăťĺĺ. Ğăňěšĺň šőčďă, ůšő śşźěśšćşěš řőćŋő (r − m)^k śŕőśőąőć řăğńőęĺšĳ ťőšőčřăťĺĺ ŕő łőŋćěřšăň šăł, ůšőąż m ďăŋŋżţ łőŋćěřšőć őłăğăńĺśĳ ŕşśšżňĺ. Ŕőśłőńĳłş ćżąřăšĳ m łőŋćěřšőć ĺğ r ňőęŋő C^m_r śŕőśőąăňĺ, őłőŋůăšěńĳŋş¿ ťőřňşńş ŕőńşůăěň, ŕőńĳğş£śĳ ŕřĺŋűĺŕőň ćłń¿ůěŋĺ£-ĺśłń¿ůěŋĺ£.

ą) İšőš ś¿ęěš řăğőąřăŋ ć [1], čńăćă 5. Ďń£ şďőąśšćă ććěďěň ŋőćżľ ŕăřăňěšř śşňňĺřőćăŋĺ£ k = s − v, šőčďă ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő C^{s−q}_n = s∑ v=q C^{n−s}_{n−v} C^{q−1}_{v−1} = s−q∑ k=0 C^{n−s}_{n−s+k}C^{q−1}_{s−k+1} . (12) Řăśśňőšřĺň ŕşšĺ, ĺďşźĺě ĺğ šőůłĺ A(0, 0) ŕő ńĺŋĺ£ň śěšłĺ ćŕřăćő ĺńĺ ććěřţ ć šőůłş B(n − s + q, s − q). Łőńĺůěśšćő šăłĺţ ŕşšěľ řăćŋő C^{s−q}_n , ŕőśłőńĳłş łăęďżľ šăłőľ ŕşšĳ śőśšăćńěŋ ĺğ n őšřěğłőć, čőřĺğőŋšăńĳŋżţ ĺ ćěřšĺłăńĳŋżţ, ĺ őďŋőğŋăůŋő ğăďăěšś£ şłăğăŋĺěň, łăłĺě s − q ĺğ ¡šĺţ őšřěğłőć £ćń£¿šś£ ćěřšĺłăńĳŋżňĺ.

-

6_{s−q}

n−s+q k

n−s A

B

C_k D_k

t t t t

Ŕőďśůĺšăěň łőńĺůěśšćő ¡šĺţ ŕşšěľ ďřşčĺň śŕőśőąőň. Ŕřőćěďěň ćěřšĺłăńĳŋş¿ ŕř£ňş¿ x = n − s ĺ ŋă łăęďőň ŕşšĺ őšňěšĺň śăňş¿ ćżśőłş¿ šőůłş, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ ¡šőľ ŕř£ňőľ. Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ C_k(n − s, k) řăśśňőšřĺň ćśě ŕşšĺ, ŋă łőšőřżţ őŋă őšňěůěŋă. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ šăłőľ ŕşšĳ, ŋşęŋő őš šőůłĺ A ŕřőĺğćőńĳŋżň śŕőśőąőň ďőľšĺ ďő šőůłĺ C_k (ćśěčő śşźěśšćşěš C^{n−s}_{n−s+k} šăłĺţ ŕşšěľ, ŕőśłőńĳłş ďńĺŋă šăłőčő ŕşšĺ řăćŋă n − s + k ĺ őŋ śőďěřęĺš n − s čőřĺğőŋšăńĳŋżţ őšřěğłőć), ŕőšőň ŕřőľšĺ ŕő čőřĺğőŋšăńĳŋőňş őšřěğłş C_kD_k, ĺ ďăńěě | ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň őš šőůłĺ D_k(n − s + 1, k) ďő šőůłĺ B (C^{q−1}_{s−k−1} śŕőśőąőć ćżąőřă). Šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćşěš C^{n−s}_{n−s+k}C^{q−1}_{s−k−1} ŕşšěľ, ş łőšőřżţ šőůłă C_k | őšňěůěŋŋă£. Śşňňĺřş£ ŕő k, ŕőńşůăěň łăł řăğ ćżřăęěŋĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (12).

ć) [8] Ĺğ őůěćĺďŋőčő šőęďěśšćă s_{α1,α2,...,αm} = s_{α1,α2,...,αm}�_1 · s_{αm} − s_{α1+αm,α2,...,αm}�_1 − s_{α1,α2+αm,...,αm}�_1 − s_{α1,α2,...,αm}�_{1+αm} ŕő ĺŋďşłűĺĺ śřăğş ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ ŋăšşřăńĳŋżţ α_1, α_2, . . . , α_m łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ s_{α1+α2+···+αm} ć ćżřăęěŋĺĺ s_{α1,α2,...,αm} ůěřěğ śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ s_i řăćěŋ (−1)^m(m − 1)!.

Ďăńěě, ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż p_k ňőčşš ŕřĺŋĺňăšĳ ŋşńěćżě ğŋăůěŋĺ£, šő s_{p1,...,pk}�_{1,0} = (n − k + 1)s_{p1,...,pk}�_1 . (13) Ěśńĺ šěŕěřĳ řőćŋő t ůĺśěń śřěďĺ p_1, . . . , p_k řăćŋż ŋşń¿, šő ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ňż ňőęěň ŕőńăčăšĳ, ůšő {p_1, . . . , p_k} = {ℓ_1, . . . , ℓ_{k−t}, 0, . . . , 0}, čďě ćśě ℓ_i ŕőńőęĺšěńĳŋż. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ (13), ŋăţőďĺň, ůšő s_{p1,...,pk} = (n − k + 1)(n − k + 2) . . . (n − k + t)s_{ℓ1,...,ℓk}�_t Őśšăńőśĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŋăąń¿ďěŋĺěň ĺğ ŕěřćőčő ăąğăűă řěÿěŋĺ£.

3.2. [8].

k!s_p(A^{(k)}) = ∑ ∗ (a_{i1} + . . . + a_{ik} )^p = ∑ ∗ ∑ ⋄ p! p_1! . . . p_k! a^{p1}_{i1} . . . a^{pk}_{ik} = = ∑ ⋄ p! p_1! . . . p_k! ∑ ∗ a^{p1}_{i1} . . . a^{pk}_{ik} = ∑ ⋄ p! p_1! . . . p_k! s_{p1,...,pk} (A) , (14) čďě śşňňă, ŕőňěůěŋŋă£ ğćěğďőůłőľ, őąőğŋăůăěš śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ćśěćőğňőęŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŋăąőřăň {i_1, i_2, . . . , i_k} ⊂ A, ă śşňňă, ŕőňěůěŋŋă£ řőňąĺłőň, őąőğŋăůăěš śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ćśěćőğňőęŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŋăąőřăň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń (p_1, . . . , p_k), ∑ p_i = p. Łăł ňż ğŋăěň ĺğ ğăďăůĺ 3.1ć), łő¡ťťĺűĺěŋš K ŕřĺ s_p(A) ć śăňőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ (14) řăćěŋ K = k−1∑ t=0 (n − k + t)! (n − k)! · (−1)^{k−t−1} · (k − t − 1)! ∑ � p! p_1! . . . p_k! , čďě śşňňă, ŕőňěůěŋŋă£ łćăďřăšĺłőň, őąőğŋăůăěš śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ćśěćőğňőęŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŋăąőřăň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń (p_1, . . . , p_k), ∑ p_i = p, śřěďĺ łőšőřżţ ć šőůŋőśšĺ t ůĺśěń řăćŋż ŋşń¿. Ć śĺńş řěğşńĳšăšă ğăďăůĺ 3.1a), ∑ � p! p_1! . . . p_k! = C^t_k k−t∑ ℓ=1 (−1)^{k−t−ℓ}C^ℓ_{k−t}ℓ^k . Ŕőďśšăćń££ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć ŕřěďżďşźěě řăćěŋśšćő, ŋăţőďĺň K = k−1∑ t=0 (n − k + t)! (n − k)! · (−1)^{k−t−1} · (k − t − 1)!C^t_k k−t∑ ℓ=1 (−1)^{k−t−ℓ}C^ℓ_{k−t}ℓ^k = =_{v:=k−t} k∑ v=1 (n − v)! (n − k)! · (−1)^{v−1} · (v − 1)! k! v!(k − v)! k−t∑ ℓ=1 (−1)^{v−ℓ} v! ℓ!(v − ℓ!) ℓ^k =

= k! k∑ ℓ=1 (−1)^{ℓ−1}ℓ^{k−1} k∑ v=ℓ C^{k−v}_{n−v} C^{ℓ−1}_{v−1} = =_{3.1ą} k! k∑ ℓ=1 (−1)^{ℓ−1}ℓ^{k−1}C^{k−ℓ}_n .

3.3. Ŕřĺ p = 1 f(n, k) = C^{k−1}_n − C^{k−2}_n + C^{k−3}_n − . . . (−1)^{k−1}C^0_n . İšő ćżřăęěŋĺě | ňŋőčőůńěŋ őš n, ěśńĺ ňż ŕőď ąĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ŕőŋĺňăěň ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă C^m_n =^{n(n−1)(n−2)...(n−m+1)} m! . Ğăňěšĺň, ůšő n = 1, n = 2, . . . , n = k − 1 | łőřŋĺ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă. İšő őůěćĺďŋő. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 4 (ěśńĺ k − 1 ¿ 4) ćżřăęěŋĺ£ C^{k−1}_n , . . . , C^5_n řăćŋż ŋşń¿ ĺ

f(4, k) = ±(C^4_4 − C^3_4 + C^2_4 − C^0_4 + C^0_4 ) = 0 . (15)

Ĺšăł, f(n, k) | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ k − 1 őšŋőśĺšěńĳŋő n ĺ ňż ğŋăěň k − 1 ěčő łőřŋěľ. Ğŋăůĺš, f(n, k) = 1 (k − 1)!

(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1) = C^{k−1}_{n−1} .

Ŋőřňĺřőćőůŋżľ ňŋőęĺšěńĳ ŕőďőąřăŋ šăł, ůšőąż łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ n^{k−1} ć ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ śőćŕăďăńĺ.

3.4. Ňż ŕőůěřŕŋşńĺ ¡šőš ćőŕřőś ć [3], ă őšćěš ŋă ŋěčő | ć [12]. Ŕřĺ p = 1 ňż ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ řăćěŋśšćőň (15), łőšőřőě ŕőńşůăěšś£ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£

(1 − x)^m = C^m_m − C^{m−1}_m x + C^{m−2}_m − . . . + (−1)^mC^0_mx^m (16)

ŕőďśšăŋőćłőľ x = 1 (ĺ m = 4). Ďĺťťěřěŋűĺřş£ (16) ŕő x, ňż ŕőńşůăěň

m(1 − x)^{m−1} = C^{m−1}_m − 2C^{m−2}_m x + 3C^{m−3}_m x^2 . . . + (−1)^{m−1}mC^0_mx^{m−1} . (17)

Ŕőďśšăćń££ x = 1, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ m > 1

C^{m−1}_m − 2C^{m−2}_m x + 3C^{m−3}_m x^2 . . . + (−1)^{m−1}mC^0_mx^{m−1} = 0 .

Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň řăćěŋśšćőň, ňż ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ŋăľďěň, ůšő ŕřĺ p = 2 f(n, k) = 1 (k − 1)! (n − 2)(n − 3) . . . (n − k) = C^{k−1}_{n−2} . Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ p = 2 şřăćŋěŋĺě f(n, k) = 0 ŋě ĺňěěš ĺŋšěřěśŋżţ řěÿěŋĺľ.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕřĺ p = 3 ňőęŋő őąŋăřşęĺšĳ, ůšő (k − 1)!f(n, k) = (n − 2k) ∏_k i=3(n − i). Ğďěśĳ şęě ĺňěěšś£ ąőńěě ĺŋšěřěśŋżľ łőřěŋĳ n = 2k, śńěďż łőšőřőčő ŋăň ćśšřěůăńĺśĳ ć ğăďăůě 2.3ă). Šěŕńěě.

Řăğąěřěň śńşůăľ p = 4. Ďőňŋőęĺň őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă (17) ŋă x, ŕřőďĺťťěřěŋűĺřşěň, ĺ ŕőćšőřĺň ¡šĺ őŕěřăűĺĺ ěźě řăğ, ŕőńşůĺšś£

C^{m−1}_m − 2^3C^{m−2}_m x + 3^3C^{m−3}_m x^2 + . . . + (−1)^{m−1}m^3C^0_mx^{m−1} = d dx ( x d dx ( xm(1 − x)^{m−1} )) = (1 − x)^{m−3}g(x) ,

čďě g(x) | ŋěłőšőřżľ łćăďřăšŋżľ šřěţůńěŋ őš x (ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ğăćĺś£źĺňĺ őš m). Ŕőďśšăćń££ x = 1, ŕőńşůăěň, ůšő ŕřĺ n > 3

C^{m−1}_m − 2^3C^{m−2}_m + 3^3C^{m−3}_m + . . . + (−1)^{m−1}m^3C^0_m = 0 .

Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň řăćěŋśšćőň, ŋăţőďĺň, ůšő ŕřĺ p = 4 ćżřăęěŋĺě (k − 1)!f(n, k), řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ňŋőčőůńěŋ őš n, ĺňěěš łőřŋĺ n = 4, n = 5, . . . , n = k. Ğŋăůĺš,

(k − 1)!f(n, k) = (k − 1)!(C^{k−1}_n − 2^3C^{k−2}_n + 3^3C^{k−3}_n − . . . (−1)^{k−1}k^3C^0_n) = h(n) k∏ i=4 (n − i) , (18)

čďě h(n) = n^2 + an + b | łćăďřăšĺůŋżľ ňŋőęĺšěńĳ. Ŕőďśšăćń££ n = 0 ć (18), ŋăţőďĺň, ůšő b = 6k^2, ŕőďśšăćń££ n = 1, ŋăţőďĺň, ůšő a = 1 − 6k. Ğăňěšĺň ěźě, ůšő šőčďă

h(n) = n^2 − (6k − 1)n + 6k^2 = 1 4 ( (2n − 6k + 1)^2 − 3(2k − 1)^2 + 2 ) . Ĺšăł, ŋěšřĺćĺăńĳŋżě łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ f(n, k) = 0 £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ şřăćŋěŋĺ£ Ŕěńń£

(2n − 6k + 1)^2 − 3(2k − 1)^2 = −2 . (19)

Őąźěě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ Ŕěńń£ u^2 − 3v^2 = −2 ĺňěěš ćĺď u + v √ 3 = ±(1 + √ 3)(2 + √ 3)^r, r = 0, ±1, ±2, . . .

Ŋő ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ ďőśšăšőůŋă ąőńěě ŕřőśšă£ ŕřőűěďşřă, ďă¿źă£, łśšăšĺ, ćśě ŕőńőęĺšěńĳŋżě řěÿěŋĺ£. Ĺğ ğăďăůĺ 1.5 ňż şęě ğŋăěň, ůšő ŕřĺ p = 4 ŕăřă (n, k) = (8, 2) £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň. Ćőśŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő şřăćŋěŋĺě (19) łćăďřăšŋőě ĺ ŕő n, ĺ ŕő s. Ŕőďśšăćń££ n = 8 ć (19), ŋăţőďĺň ěźě őďŋő řěÿěŋĺě (8, 6). Łśšăšĺ, ő šőň, ůšő ŋăąőř ĺğ 8 ůĺśěń ŋě ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋăąőřş śćőĺţ 6-śşňň, ňż şęě ğŋăěň ĺğ ğăďăůĺ 2.3ą). Ŕőďśšăćń££ k = 6 ć (19), ŋăţőďĺň ěźě őďŋő řěÿěŋĺě (27, 6). Ŕőďśšăćń££ n = 27, ŋăţőďĺň ěźě őďŋő řěÿěŋĺě (27, 21). Ŕőďśšăćń£ěň k = 21, ŋăţőďĺň n = 98 ĺ š. ď. Ňż ŕőńşůĺńĺ śěřĺ¿ řěÿěŋĺľ

(8, 2), (8, 6), (27, 6), (27, 21), (98, 21), (98, 77), (363, 77) . . .

Łăł őšňěůăěšś£ ć [12], ŕřĺ p = 5 f(n, k) = (n^2 − (12n − 5)k + 12k^2)(n − 2k) ∏_k i=5(n − i) ĺ ćőğŋĺłă¿źěě ğďěśĳ şřăćŋěŋĺě Ŕěńń£ u^2 − 6v^2 = 75 ŕřĺćőďĺš ł śěřĺĺ řěÿěŋĺľ (16, 2), (147, 14), (1444, 133), . . . ĺńĺ (27, 3), (256, 24), (2523, 232) . . . .

Őšňěšĺň ěźě, ůšő ŕřĺ p = 6 ŕőĺśł ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ f(n, k) = 0 śćőďĺšś£ ł řěÿěŋĺ¿ şřăćŋěŋĺ£ 4 śšěŕěŋĺ. İšő şřăćŋěŋĺě ŕřĺćěďěŋő ć śńěďş¿źěľ ğăďăůě.

3.5. İšő şřăćŋěŋĺě ŋě ŕőďďăěšś£ śšőńĳ ŕřőśšőňş ăŋăńĺğş. Śőąśšćěŋŋő čőćőř£, ćőőąźě ŋĺłăłőňş ŋě ŕőďďăěšś£. Łőňŕĳ¿šěřŋżľ ŕěřěąőř ŕőłăğżćăěš, ůšő řěÿěŋĺľ ŕřĺ 32 < n < 460 ŋěš. 3.6. İšő şšćěřęďěŋĺě šőęě ĺğ [12]. Ŕřĺ k = 2 ĺ ćśěţ p ĺňěěň

s_p(A^{[2]}) = ∑ 16i16i26n (a_{i1} + a_{i2} )^p = 1 2 (_n∑ i1,i2=1 (a_{i1} + a_{i2} )^p + n∑ i=1 (2a_i)^p ) .

Ŕřĺ k = 3

s_p(A^{[3]}) = ∑ 16i16i26i36n (a_{i1} + a_{i2} + a_{i3} )^p = 1 6 (_n∑ i1,i2,i3=1 (a_{i1} + a_{i2} + a_{i3} )^p + 3 n∑ i1,i2=1 (2a_{i1} + a_{i2} )^p + 2 n∑ i=1 (3a_i)^p ) . Ĺ šăł ďăńěě ŕřĺ ďřşčĺţ k. Ŕřěőąřăğőćżćă£ ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋő ğăďăůě 2.2, ňż őąŋăřşęĺň, ůšő ŕřăćżě ůăśšĺ ¡šĺţ řăćěŋśšć ĺňě¿š ćĺď q(n, k)s_k(A) + G, čďě G | ćżřăęěŋĺě, ğăćĺś£źěě őš n ĺ s_i(A), i < k, ŕřĺůěň łő¡ťťĺűĺěŋš q(n, k) ŕőńőęĺšěńěŋ. Šőčďă ăŋăńőčĺůŋő ğăďăůě 1.5 śšěŕěŋŋżě śşňňż ŋăąőřă A őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ śšěŕěŋŋżňĺ śşňňăňĺ ŋăąőřă A^{[k]}. Ŕő¡šőňş ć ¡šőň śńşůăě ŋăąőř A őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋăąőřş A^{[3]}.

Ŋő łăł őąŋăřşęĺńĺ ňŋőčĺě şůăśšŋĺłĺ łőŋťěřěŋűĺĺ, ăřšĺńńěřĺ£ ŋě šřěąşěšś£ ďń£ śšřěńĳąż ŕő ćőřőąĳ£ň. Ŕőśłőńĳłş ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ŋăąőřă A^{[k]} | ¡šő ůĺśńő ka_1 (ňż śůĺšăěň ůšő ůĺśńă ĺğ ŋăąőřă A şŕőř£ďőůěŋż ŕő ćőğřăśšăŋĺ¿), šő ňż śřăğş ňőęěň ŋăľšĺ a_1. Şąěřěň ůĺśńő ka_1 ĺğ ŋăąőřă A^{[k]}, šőčďă ňĺŋĺňăńĳŋőě ĺğ őśšăćÿĺţś£ | ¡šő (k − 1)a_1 + a_2 ĺ ňż śřăğş ňőęěň ŋăľšĺ a_2. Şąěřěň ĺğ ŋăąőřă A^{[k]} ůĺśńă ćĺďă αa_1 + βa_2; ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ĺğ őśšăćÿĺţś£ | ¡šő (k − 1)a_1 + a_3 ĺ ňż śřăğş ňőęěň ŋăľšĺ a_3 ĺ š. ď.

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ćĺńěŋłĺŋ Ŋ.§. Łőňąĺŋăšőřĺłă. Ň., 1969.

[2] Čăńĳŕěřĺŋ Č.Ă., Šőńŕżčő Ă.Ł. Ňőśłőćśłĺě ňăšěňăšĺůěśłĺě őńĺňŕĺăďż. Ň., 1986.

[3] Ťőňĺŋ Ď.Ć., Ĺęąőńďĺŋ Ő.Š. Ŋăąőřż łřăšŋżţ śşňň. Šřşďż Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąźěśšćă. Š. 3. Ś. 244{259.

[4] Ťőňĺŋ Ď.Ć. Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłĺě ňăšěňăšĺůěśłĺě őńĺňŕĺăďż. ŚŔą. 1994

[5] Amdeberhan T., Zeleke M. On injectivity of combinatorial Radon transform of order ˛ve.

www.math.temple.edu/~tewodros

[6] Boman J., Linusson S. Examples of non-uniqueness for the combinatorial Radon transform modulo the symmetric group. Math. Scand. V. 78 (1996). No. 2. 207{212.

[7] Erd}os P. Some of my favorite unsolved problems. Math. Japonica V. 46. No. 3 (1997). P. 527{538.

[8] Ewell J.A. On the determination of sets by sets of sums of ˛xed order. Canad. J. Math., V. 20 (1968).

P. 596{611.

[9] Gordon B., Fraenkel A.S., Straus E.G. On the determination of sets by the sets of sums of a certain order.

Paci˛c J. Math. V. 12 (1962), P. 187{196.

[10] Guy R. Unsolved problems in number theory.

[11] Moser L. Amer. Math. Monthly. V. 64 (1957). No. 7. P. 507.

[12] Selfridge J.L., Straus E.G. On the determination of numbers of sets by the sets of their sums of a ˛xed order.

Paci˛c J. Math. V. 8 (1958), P. 847{856.