Ůĺśńă Łăšăńăŋă ĺ ěśšěśšćěŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£

Ůĺśńă Łăšăńăŋă ćśšřěůă¿šś£ ć ňăšěňăšĺłě ŕřĺ ŕőďśů-ěšě łőńĺůěśšćă šěţ ĺńĺ ĺŋżţ łőňąĺŋăšőřŋżţ őąžěłšőć. Řěğşńĳšăšőň ¡šőčő £ćń£¿šś£ šěőřěňż ćĺďă: ÀŁőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć ć ňŋőęěśšćě Ă řăćŋő łőńĺůěśšćş ¡ńěňěŋšőć ć ňŋőęěśšćě ĄÁ. Őďŋăłő ęěńăšěńĳŋő, řăğ şę ¡šĺ šěőřěňż ćěřŋż, ĺňěšĳ ďń£ ŋĺţ ćŋ£šŋżě ďőłăğăšěńĳśšćă, łőšőřżě ňőčńĺ ąż ğăłń¿ůăšĳś£ ć ŕőśšřőěŋĺĺ £ćŋżţ ĺ ć řăğşňŋőň śňżśńě ěśšěśšćěŋŋżţ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżţ śőőšćěšśšćĺľ^1 ňěęďş ňŋőęěśšćăňĺ Ă ĺ Ą. Ňŋě ĺğćěśšŋż £ćŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ňěęďş ŋěłőšőřżňĺ ŕăřăňĺ ňŋőęěśšć, ŕřĺů-ěň łőňŕőğĺűĺ£ňĺ ¡šĺţ őšőąřăęěŋĺľ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ őšőąřăęěŋĺě ňěęďş ŕőůšĺ ń¿ążňĺ ďćşň£. Ł śőęăńěŋĺ¿, ŕřĺ ¡šőň ŋěłőšőřżě őšőąřăęěŋĺ£ śšăŋőć£šś£ ůěřěśůşř ĺśłşśśšćěŋŋżňĺ. Ćőğňőęŋő, łăłĺě-šő ďőśšăšőůŋő £ćŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ąşďşš ŕőśšřőěŋż şůăśšŋĺłăňĺ Łőŋťěřěŋűĺĺ. Ďń£ őďŋőğŋăůŋőľ šřăłšőćłĺ şśńőćĺľ ğăďăůĺ śŋăąęěŋż ŕřĺňěřőň: śŕĺśłőň ĺśśńěďşěňżţ őąžěłšőć ďń£ n = 3. Ŕőř£ďőł, ć łőšőřőň őŋĺ ćżŕĺśăŋż, £ćń£ěšś£ śńşůăľŋżň ĺ ŋě ŋěś-ěš ŋĺłăłőľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ĺŋťőřňăűĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ůĺśńă Łăšăńăŋă c_n (n ¿ 0) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ řěłşřřěŋšŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

c_{n+1} = c_0c_n + c_1c_n�_1 + · · · + c_nc_0 (n ¿ 0) ĺ Àŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěňÁ c_0 = 1.

Ğŋăšĳ £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ őšőąřăęěŋĺľ śőćěřÿěŋŋő ŋěğăůěň, šěň ŋě ňěŋěě şğŋăšĳ ě-ě ŋě ćřěďŋő.

1. (§ćŋă£ ťőřňşńă) Ďőłăęĺšě, ůšő c_n = (2n)!n!(n + 1)!.

Śńěďş¿źă£ ğăďăůă śőďěřęĺš ŋěśłőńĳłő śšăŋďăřšŋżţ łőňąĺŋăšőřŋżţ ĺŋšěřŕřěšăűĺľ c_n. 2. Ďőłăęĺšě (ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ŕőśšřőĺć ąĺěłűĺĺ), ůšő łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ňŋőęěśšć śőśšőĺš ĺğ c_n ¡ńěňěŋšőć.

(a) Šřĺăŋčşń£űĺĺ (řăğřěğăŋĺ£ ŋă n šřěşčőńĳŋĺłőć ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ďĺăčőŋăń£ňĺ) ćżŕşłńőčő (n+ 2)-şčőńĳŋĺłă

(b) Ŋěăśśőűĺăšĺćŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ n+1 ąşłć (ĺŋăůě čőćőř£, ŋăďő řăśśšăćĺšĳ śłőąłĺ, ůšőąż ŕőř£ďőł şňŋőęěŋĺľ ążń őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋ)

a(b(cd)) (ab)(cd) ((ab)c)d a((bc)d) (a(bc))d

(c_1) Ŕşšĺ ĺğ šőůłĺ (0, 0) ć šőůłş (n, n) ŕő ńĺŋĺ£ň łńěšůăšőľ ąşňăčĺ, ĺďşźĺţ ććěřţ ĺ ćŕřăćő, ŋě ŕőďŋĺňă¿źĺěś£ ćżÿě ŕř£ňőľ y = x

(c_2) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďńĺŋż 2n, ć łőšőřżţ n řăğ ćśšřěůăěšś£ 1, n řăğ ćśšřěůăěšś£ −1, ĺ ćśě ůăśšĺůŋżě śşňňż^2 ŋěőšřĺűăšěńĳŋż

1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1

1Ĺŋőčďă ćňěśšő śńőć Àćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺěÁ ĺśŕőńĳğş¿š ňěŋěě £śŋőě śńőćő Àąĺěłűĺ£Á 2k-őľ ůăśšĺůŋőľ śşňňőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a1, . . . , ap(k 6 p) ŋăğżćăěšś£ a1 + � � � + ak

(d) Śŕőśőąż śőěďĺŋĺšĳ 2n šőůěł ŋă őłřşęŋőśšĺ n ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ţőřďăňĺ (ĺğ ń¿ąőľ šőůłĺ ćżţőďĺš őďŋă ţőřďă)

Ďăńěě śńěďş¿š ěź-ě ŋěśłőńĳłő ĺŋšěřŕřěšăűĺľ.

3. Ďőłăęĺšě (ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ŕőśšřőĺć ąĺěłűĺĺ), ůšő łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ňŋőęěśšć śőśšőĺš ĺğ c_n ¡ńěňěŋšőć.

(a) Ŕńőśłĺě łőřŋěćżě ďćőĺůŋżě ďěřěćĳ£ (ş łăęďőľ ćěřÿĺŋż ŋě ąőńěě ďćşţ śżŋőćěľ [ÀŕřăćżľÁ ĺńĺ ÀńěćżľÁ] ĺ őďĺŋ ŕřěďőł [łřőňě łőřŋ£, ş łőšőřőčő ŋěš ŕřěďłőć]) ś n ćěřÿĺŋăňĺ

(b) Ŕńőśłĺě łőřŋěćżě śšřőčő ďćőĺůŋżě ďěřěćĳě£ (ş łăęďőľ ćěřÿĺŋż ńĺąő ďćă śżŋă, ńĺąő ŋĺ őďŋőčő [ĺ šőčďă ¡šő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ńĺśš]) ś n + 1 ńĺśšĳ£ňĺ

(c) Ŕńőśłĺě łőřŋěćżě ďěřěćĳ£ ś n + 1 ćěřÿĺŋăňĺ

(d) ÀŔăřăńńěńőňĺŋőÁ (ŕăřż ŕşšěľ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ś ŋăůăńőň (0, 0) ĺ łőŋűőň ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłě, ĺďşźĺţ šőńĳłő ććěřţ ĺ ćŕřăćő ĺ ŋě ĺňě¿źĺţ őąźĺţ šőůěł, łřőňě ŋăůăńă ĺ łőŋűă) ŕěřĺňěšřă 2n + 2

(e_1) Ŕşšĺ ŕő ńĺŋĺ£ň łńěšůăšőľ ąşňăčĺ ĺğ šőůłĺ (0, 0) ć šőůłş (n + 1, n + 1), ĺďşźĺě šőńĳłő ćŕřăćő ĺńĺ ććěřţ, ŋě ŕőďŋĺňă¿źĺěś£ ćżÿě ŕř£ňőľ y = x ĺ šăłĺě, ůšő ń¿ąă£ ćěřšĺłăńĳŋă£ śšőřőŋă ś łőŋűőň ŋă ¡šőľ ŕř£ňőľ ĺňěěš ŋěů-ěšŋş¿ ďńĺŋş

(e_2) Ŕńőśłĺě łőřŋěćżě ďěřěćĳ£ ś n + 2 ćěřÿĺŋăňĺ, šăłĺě ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕőďďěřěćă łőřŋ£ Àśăňżľ ŕřăćżľ ŕşšĳÁ ĺğ łőřŋ£ ¡šőčő ŕőďďěřěćă (ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě ćżąĺřă¿źĺľ śăňőě ŕřăćőě řěąřő ćŋĺğ) ĺňěěš ůěšŋş¿ ďńĺŋş

(f) Ŕşšĺ ĺğ šőůłĺ (0, 0) ć šőůłş (n − 1, n − 1), ĺďşźĺě ćŕřăćő, ććěřţ ĺńĺ ŕő ďĺăčőŋăńĺ ćŕřăćő ććěřţ, ŋě ŕőďŋĺňă¿źĺěś£ ćżÿě ŕř£ňőľ y = x ĺ šăłĺě, ůšő ĺďšĺ ŕő ďĺăčőŋăńĺ ňőęŋő šőńĳłő ćďőńĳ ŕř£ňőľ y = x

(g) Śŕőśőąż śőěďĺŋĺšĳ n + 1 šőůěł ŋă ŕř£ňőľ n ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ďşčăňĺ šăł, ůšőąż ŋě ążńő űĺłńőć ĺ ĺğ łăęďőľ šőůłĺ ďşčĺ ćżţőďĺńĺ šőńĳłő ćńěćő ĺńĺ šőńĳłő ćŕřăćő

(h) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń 1 6 a_1 6 . . . 6 a_n, čďě a_i 6 i

1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 2 2 1 2 3

(i) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_n�_1, šăłĺě ůšő a_i 6 1 ĺ ćśě ůăśšĺůŋżě śşňňż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż

0 0 0 1 1 0 1 1 1 -1

(i_1) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_n, šăłĺě ůšő a_i ¿ −1, ćśě ůăśšĺůŋżě śşňňż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż ĺ a_1 + · · · + a_n = 0

0 0 0 0 1 -1 1 0 -1 1 -1 0 2 -1 -1

(j) Ŕşšĺ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ś ŋăůăńőň ć šőůłě (0, 0), ĺďşźĺě ćŕřăćő ĺńĺ ććěřţ, ŋě ŕőďŋĺňă¿źĺěś£ ćżÿě ŕř£ňőľ y = x, ŕřĺů-ěň ěďĺŋĺůŋżţ ÿăčőć ćŕřăćő ďőńęŋő ążšĳ n − 1

(k) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_n, šăłĺě ůšő a_1 = 0 ĺ 0 6 a_{i+1} 6 a_i + 1

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 2

(l) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_{2n}, šăłĺě ůšő a_1 = 1, a_{2n} = 0 ĺ a_i − a_{i+1} = ±1

1 2 3 2 1 0 1 2 1 2 1 0 1 2 1 0 1 0 1 0 1 2 1 0 1 0 1 0 1 0

(m) Ŕěřěśšăŋőćłĺ ůĺśěń 1, 2, . . . , n, ş łőšőřżţ ďńĺŋă łăęďőľ şążćă¿źěľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋě ąőńěě 2

1 2 3 2 1 3 1 3 2 3 1 2 2 3 1

(n) Ŕěřěśšăŋőćłĺ ůĺśěń 1, 2, . . . , 2n, šăłĺě ůšő ćśě ů-ěšŋżě ůĺśńă ćśšřěůă¿šś£ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£, ćśě ŋěů-ěšŋżě ůĺśńă ćśšřěůă¿šś£ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ĺ ďń£ łăęďőčő k ůĺśńő 2k −1 ćśšřěůăěšś£ řăŋĳÿě, ůěň 2k

1 2 3 4 5 6 1 2 3 5 4 6 1 3 2 4 5 6 1 3 2 5 4 6 1 3 5 2 4 6

(o) Śŕőśőąż řăğąĺšĳ ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă őš 1 ďő n ŋă ŋěśłőńĳłő ÀŋěğăűěŕńěŋŋżţÁ čřşŕŕ (ŋěńĳğ£ ŕřĺ a < b < c < d őšŋěśšĺ a ĺ c ł őďŋőľ čřşŕŕě, ă b ĺ d | ł ďřşčőľ)

123 12-3 13-2 23-1 1-2-3

(p) Śŕőśőąż řăğąĺšĳ ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă őš 1 ďő 2n + 1 ŋă n + 1 ÀŋěğăűěŕńěŋŋżţÁ (śň. (o)) čřşŕŕ, ŋĺ őďŋă ĺğ łőšőřżţ ŋě śőďěřęĺš ďćşţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ůĺśěń

137-46-2-5 1357-2-4-6 157-24-3-6 17-246-3-5 17-26-35-4

(q) Šăąńĺűż 2 × n, ğăŕőńŋěŋŋżţ ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ őš 1 ďő 2n, ŕřĺů-ěň ůĺśńă ć łăęďőľ śšřőłě ĺ ć łăęďőň śšőńąűě ćőğřăśšă¿š

1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 5 1 3 5
4 5 6 3 5 6 2 5 6 3 4 6 2 4 6

(r) Śŕőśőąż ŕřőćěśšĺ ŋěśłőńĳłő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ţőřď ňěęďş n − 1 šőůłăňĺ ŋă őłřşęŋőśšĺ ĺ őąž£ćĺšĳ ŋěłőšőřżě ĺğ őśšăćÿĺţś£ šőůěł őšňěůěŋŋżňĺ

(s) Ňŋőęěśšćő ŋăąőřőć ĺğ n űěńżţ ůĺśěń őš 0 ďő n, śşňňă łőšőřżţ ďěńĺšś£ ŋă n + 1 (ůĺśńă ňőčşš ŕőćšőř£šĳś£, ŕőř£ďőł ůĺśěń ć ŋăąőřě ŋěćăęěŋ)

0 0 0 0 1 3 0 2 2 1 1 2 2 3 3

(t) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_n (a_k ¿ 2), šăłĺě ůšő ć śšřőłě 1, a_1, . . . , a_n, 1 ń¿ąőě a_i £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň śşňňż ďćşţ śőśěďěľ

4 3 2 3 5 2 3 2 3 2 5 3 2 3 4

(u) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ ůĺśěń a_1, . . . , a_n, šăłĺě ůšő a_i řăćŋő łőńĺůěśšćş j < i, ďń£ łőšőřżţ a_j < a_i

0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 1 1 0 1 2

(v) Ćěřÿĺŋż ŋă şřőćŋě n − 1 ş ďěřěćă, őŕřěďěń£ěňőčő šăł:

{ Ş łőřŋěćőľ ćěřÿĺŋż (ěďĺŋśšćěŋŋőľ ćěřÿĺŋż ŋă şřőćŋě 0) ďćă śżŋă { Ěśńĺ ş ćěřÿĺŋż (ŋă şřőćŋě q) k śżŋőćěľ, šő ş ě-ě śżŋőćěľ (ŋă şřőćŋě q + 1) 2, 3, . . . , k + 1 śżŋőćěľ śőőšćěšśšćěŋŋő

4. Ďőłăęĺšě(ŕő ćőğňőęŋőśšĺ ŕőśšřőĺć ąĺěłűĺ¿), ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕşšěľ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ĺğ šőůłĺ (0, 0) ć šőůłş (2n, 2n), ĺďşźĺţ ńĺÿĳ ććěřţ ĺńĺ ćŕřăćő ĺ ŋě ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłĺ ćĺďă (2k − 1, 2k − 1), śőśšőĺš ĺğ c_{2n} ¡ńěňěŋšőć.