Řěÿěŋĺ£ ğăďăů űĺłńă ÀŮĺśńă Łăšăńăŋă ĺ ěśšěśšćěŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£Á

§ćŋă£ ťőřňşńă

1. (İľńěř) Ŕőńşůĺň ěźě őďŋő řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ďń£ ůĺśěń c_n. (Ć łăůěśšćě ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ şďőąŋő ćżąřăšĳ łőńĺůěśšćő šřĺăŋčşń£űĺľ.) Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ŕăř (šřĺăŋčşń£űĺ£, ďĺăčőŋăńĳ šřĺăŋčşń£űĺĺ). §śŋő, ůšő ňőźŋőśšĳ ¡šőčő ňŋőęěśšćă řăćŋă c_n · (n − 1). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśšĳ řőćŋő n + 2 ďĺăčőŋăńĺ, őšśěłă¿źĺě őš ŋăÿěčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă i-şčőńĳŋĺł. Ďń£ šăłőľ ďĺăčőŋăńĺ śşźěśšćşěš c_ic_{n−i} šřĺăŋčşń£űĺľ, ěě śőďěřęăźĺţ. Ŕřĺ ¡šőň łăęďă£ ŕăřă ŕőśůĺšăŋă ďćăęďż (ďń£ i-şčőńĳŋĺłă ĺ ďń£ (n−i)-şčőńĳŋĺłă). Őšś¿ďă

(n − 1)c_n = (n + 2)(c_1c_{n−1} + c_2c_{n−2} + · · · + c_{n−1}c_1)/2.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő c_1c_{n−1} + · · · + c_{n−1}c_1 = c_{n+1} − 2c_n, so (n − 1)c_n = (n + 2)(c_{n+1} − 2c_n)/2. İšő őğŋăůăěš, ůšő c_{n+1} c_n = 2(2n + 1) n + 2 , őšłşďă ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš £ćŋă£ ťőřňşńă.

İšő řěÿěŋĺě ŋě £ćń£ěšś£ ŋĺ ŋăĺąőńěě łőřőšłĺň ĺğ ĺğćěśšŋżţ, ŋĺ ŋăĺąőńěě ÀěśšěśšćěŋŋżňÁ. Řěÿěŋĺ£, őśŋőćăŋŋżě ŋă šăł ŋăğżćăěňőň Àŕřĺŋűĺŕě őšřăęěŋĺľÁ ĺ ŋă ńěňňě Řěŋĺ ňőęŋő ŋăľšĺ ć [1].

Őšőąřăęěŋĺ£

Ŋĺęě ŕřĺćőď£šś£ ŋěśłőńĳłő őšőąřăęěŋĺľ. Ąőńĳÿĺŋśšćő ĺğ ŋĺţ ďőćőńĳŋő ěśšěśšćěŋŋżě; ąőńěě šőčő, őŋĺ őłăğżćă¿šś£ ąĺěłűĺ£ňĺ. (Ąőńĳÿĺŋśšćő ďőłăğăšěńĳśšć őśšăćńěŋż ůĺšăšěń¿.)

Ŋěłőšőřżě ňŋőęěśšćă őąžěďĺŋěŋż ć ąńőłĺ | ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ňěęďş ŋĺňĺ śşźěśšćş¿š őůěćĺďŋżě őšőąřăęěŋĺ£. § ąşďş ŕőńĳğőćăšĳś£ śńěďş¿źĺňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ: B_1 ďń£ {2(c_1),2(c_2),2(d),3(l),3(n)}, B_2 ďń£ {3(e_1),3(e_2)}, B_3 ďń£ {3(i_1),3(i_2),3(k)} ĺ B_4 ďń£ {3(a),3(b)}.

Ąĺěłűĺĺ ćŋşšřĺ ąńőłőć

B_1 : 2(c_1) → 2(c_2) Őůěćĺďŋő.

2(d) → 2(c_2) Ğăťĺłśĺřşěň ćěřÿĺŋş v. Ŋăůŋěň ďćĺčăšĳś£ ĺğ ŋěě ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě v, ğăŕĺśżćă£ ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě 1, ěśńĺ ňż ćśšřěůăěň ćżţőď£źş¿ ĺğ ŋěě ţőřďş ćŕěřćżě, ĺ −1 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.

2(c_2) → 3(l) Ćżůĺśńĺň ćśě ůăśšĺůŋżě śşňňż.

2(c_2) → 3(n) Ğăňěŋĺň k-ě ćţőęďěŋĺě 1 ŋă ůĺśńő 2k − 1, ă k-ě ćţőęďěŋĺě −1 ŋă ůĺśńő 2k.

B_2 : 3(e_1) → 3(e_2) Őčřăŋĺůĺň łőňŕőğĺűĺ¿ őšőąřăęěŋĺľ 3(c)→ 2(c_2) → 2(c_1) ŋă řăśśňăšřĺćăěňżě ďěřěćĳ£.

B_3 : 3(k) → 3(i_1) Ćżůĺśńĺň ŕěřćżě řăğŋőśšĺ: a_i → a_{i+1} − a_i.

3(k) → 3(i_2) (a_1, . . . , a_n) → (a_n, a_{n−1} − a_n, a_{n−2} − a_{n−1}, . . . , a_2 − a_1)

B_4 : 3(b) → 3(a) Śőšřěň ćśě ńĺśšĳ£ (ćňěśšě ś ćżţőď£źĺňĺ ĺğ ŋĺţ řěąřăňĺ).

Ąőńěě ţĺšřżě ąĺěłűĺĺ

Řăśśňőšřĺň ďěřěćő T ĺ ěčő ćěřÿĺŋż v ĺ w. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő v | ąřăš w, ěśńĺ őŋĺ £ćń£¿šś£ śżŋőćĳ£ňĺ őďŋőľ ĺ šőľ ęě ćěřÿĺŋż. Ăńčőřĺšňőň ŕőĺśłă čńşąĺŋż őďĺŋ DF S(T ) ďń£ (ŕńőśłőčő) čřăťă T ŋăğőćěň őąţőď čřăťă T , ŋăůĺŋă¿źĺľś£ ĺ ğăłăŋůĺćă¿źĺľś£ ć łőřŋě, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ łăęďş¿ ćěřÿĺŋş čřăťă ďćăęďż ĺ śšřő£źĺľś£ ŕő śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńăň:

• Ěśńĺ T śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ ćěřÿĺŋż, šő őąţőď ŕřěłřăźăěšś£.

• Ŕşśšĳ v | śăňżľ ńěćżľ śżŋ łőřŋ£ (śőěďĺŋěŋŋżľ ś łőřŋěň řěąřőň e), T_v | ŕőďďěřěćő ś łőřŋěň v. Šőčďă ŕřőľďěň ŕő řěąřş e, ćżŕőńŋĺň DF S(T_v), ğăšěň ŕőďŋĺňěňś£ ŋăğăď ŕő řěąřş e ĺ ćżŕőńŋĺň ăńčőřĺšň DF S ďń£ čřăťă, ŕőńşůěŋŋőčő şďăńěŋĺěň ĺğ T ŕőďčřăťă T_v (ćňěśšě ś řěąřőň v).

Śšăŋďăřšŋőľ ŋşňěřăűĺěľ ćěřÿĺŋ čřăťă ŋăğőćěň ĺţ ŋşňěřăűĺ¿ ć ŕőř£ďłě ŕěřćőčő ŕő£ćńěŋĺ£ ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ăńčőřĺšňă DFS.

2(a) → 2(b) Ŕşśšĳ l | ŕřőĺğćőńĳŋă£ śšőřőŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ďćĺčă£śĳ őš l ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ, řăśśšăćĺň ŋă ćśěţ śšőřőŋăţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, łřőňě l, ňěšłĺ. Ďń£ ďăŋŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ŋăľďěň šřěşčőńĳŋĺł

ABC, ŋă śšőřőŋăţ AB ĺ BC łőšőřőčő śšő£š ňěšłĺ p ĺ q śőőšćěšśšćěŋŋő. Şďăńĺň ¡šőš šřěşčőńĳŋĺł, ă ŋă śšőřőŋě CA ŕőśšăćĺň ňěšłş (pq). Ąşďěň ŕřőďőńęăšĳ ¡šőš ŕřőűěśś ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋă śšőřőŋě l ŋě ŕő£ćĺšś£ ňěšłă. İšă ňěšłă ĺ ěśšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ śŕőśőą řăśśšăŋőćłĺ śłőąőł.

3(b) → 2(b) Ďćĺčă£śĳ śńěćă ŋăŕřăćő ŕő ńĺśšĳ£ň ďěřěćă, řăśśšăćĺň ŋă ŋĺţ ňěšłĺ. Łăęďş¿ ćěřÿĺŋş, śżŋőćĳ£ łőšőřőľ şęě ŕőňěůěŋż, ąşďěň ŕőňěůăšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňěšőł ěě śżŋőćěľ. Ňěšłă łőřŋ£ ďěřěćă ąşďěš śőőšćěšśšćőćăšĳ śŕőśőąş řăśśšăŋőćłĺ śłőąőł.

2(b) → 2(c_2) Ŕěřćőě őšőąřăęěŋĺě. Śőšřěň ćśě ŕřăćżě śłőąłĺ ĺ ğăňěŋĺň łăęďş¿ ńěćş¿ śłőąłş ŋă ‘1’, ă łăęďş¿ ąşłćş (łřőňě ŕőśńěďŋěľ) | ŋă ‘-1’.

Ćšőřőě őšőąřăęěŋĺě. Ğăňěŋĺň ćśě ğŋăłĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ‘1’, ă ćśě ŕřăćżě śłőąłĺ ŋă ‘-1’. (İšő śőőšćěšśšćşěš ćżŕőńŋěŋĺ¿ şňŋőęěŋĺľ ŋă \śšěłőćőň łăńĳłşń£šőřě".)

3(j) → 2(c_1) Ďőąăćĺň ć łőŋěű ŕşšĺ őďŋő čőřĺğőŋšăńĳŋőě řěąřő ĺ ŋěőąţőďĺňőě łőńĺůěśšćő ćěřšĺłăńĳŋżţ, ůšőąż ŕőŕăśšĳ ć šőůłş (n, n).

3(f) → 3(j) Ğăňěŋĺň łăęďżľ ÿăč (1, 1) ŋă ÿăč (1, 0).

3(b) → 3(p) Řăśśňőšřĺň śšăŋďăřšŋş¿ ŋşňěřăűĺ¿ ćěřÿĺŋ. Őšŋěśěň ďćě ćěřÿĺŋż ł őďŋőňş ąńőłş, ěśńĺ őďŋă ĺğ ŋĺţ £ćń£ěšś£ ŕřăćżň śżŋőň ďřşčőľ.

3(b) → 2(c_2) Ąşďěň ćżŕőńŋ£šĳ ăńčőřĺšň ŕőĺśłă čńşąĺŋż őďĺŋ, ğăŕĺśżćă£ ‘1’ ŕřĺ ŕěřćőň ŕřőţőďě ŕő łăęďőňş ńěćőňş řěąřş ĺ ‘-1’ | ŕřĺ ŕěřćőň ŕřőţőďě ŕő łăęďőňş ŕřăćőňş řěąřş.

3(c) → 2(c_2) Ąşďěň ćżŕőńŋ£šĳ ăńčőřĺšň ŕőĺśłă čńşąĺŋż őďĺŋ, ğăŕĺśżćă£ ‘1’ ŕřĺ ŕřőţőďě ćŋĺğ ŕő řěąřş, ĺ ‘-1’ | ŕřĺ ŕřőţőďě ććěřţ ŕő řěąřş.

3(k) → 2(c_2) Ŕşśšĳ b_i = a_i − a_{i+1} + 1 (ŕőńőęĺň a_{n+1} = 0). Ğăňěŋĺň a_i ŋă 1 -1^{bi} (čďě ůěřěğ a^n őąőğŋăůěŋő a, ŕőćšőřěŋŋőě n řăğ).

3(c) → 3(i_2) Ąşďěň ćżŕőńŋ£šĳ ăńčőřĺšň ŕőĺśłă čńşąĺŋż őďĺŋ, ğăŕĺśżćă£ ŕřĺ ŕěřćőň ŕřőţőďě ůěřěğ ćěřÿĺŋş v ůĺśńő, ŋă 1 ňěŋĳÿěě ůĺśńă śżŋőćěľ v (ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż, łřőňě ŕőśńěďŋěľ).

3(d) → 2(c_2) Ďń£ ŕăřăńńěńőňĺŋő śő śšőńąűăňĺ C_1, . . . , C_k őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_i ůĺśńő (ěďĺŋĺůŋżţ) łćăďřăšőć ć C_i, ă ůěřěğ b_i | ůĺśńő őąźĺţ śšřőł ć C_i ĺ C_{i+1}. Řăśśňőšřĺň šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

1^{a1} -1^{a1−b1+1} 1^{a2−b1+1} -1^{a2−b2+1} . . . 1^{ak −bk}�^{1+1} -1^{ak −bk +1}.

Ąőńĳÿĺŋśšćő şůăśšŋĺłőć łőŋťěřěŋűĺĺ, ğăŋĺňăćÿĺţś£ ďăŋŋżň űĺłńőň ğăďăů, ŋăÿńĺ ďřşčş¿ ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ¡šĺňĺ ďćşň£ ňŋőęěśšćăňĺ. Ąşďěň řĺśőćăšĳ ŕăřăńńěńőňĺŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕěřćőě řěąřő ŋĺęŋěčő ŕşšĺ, ŕěřćőě řěąřő ćěřţŋěčő ŕşšĺ, ćšőřőě řěąřő ŋĺęŋěčő ŕşšĺ, ćšőřőě řěąřő ćěřţŋěčő ŕşšĺ ĺ š. ď., ğăŕĺśżćă£ łăęďżľ řăğ ůĺśńő: ďń£ ÿăčă ććěřţ (ćŕřăćő) ćěřţŋěčő ŕşšĺ ‘1’ (‘-1’), ă ďń£ ŋĺęŋěčő ŕşšĺ | ŋăőąőřőš. Şďăńĺň ŕěřćş¿ ‘1’ ĺ ŕőśńěďŋ¿¿ ‘-1’.

3(g) → 2(c_2) Ğăŋşňěřşěň šőůłĺ ůĺśńăňĺ 1, 2, . . . , n + 1 śńěćă ŋăŕřăćő. Ŕşśšĳ šőůłă ś ŋőňěřőň i śőěďĺŋěŋă ś a_i šőůłăňĺ, ŋőňěřă łőšőřżţ ąőńĳÿě ůěň i. Řăśśňőšřĺň šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

1^{a1} -1 1^{a2} -1 . . . 1^{an+1} -1

3(q) → 2(c_2) Ŕőńőęĺň a_i = 1, ěśńĺ ůĺśńő i śšőĺš ć ŕěřćőľ śšřőłě, ĺ −1 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě (¡šő őšőąřăęěŋĺě ďőśšăšőůŋő őůěćĺďŋő, ĺ ŕőšőňş 3(q) ňőęŋő ćłń¿ůĺšĳ ć B_1 ).

3(m) → 2(c_1) Řăśśňőšřĺň ŕěřěśšăŋőćłş a_1, . . . , a_n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_i łőńĺůěśšćő ůĺśěń a_j < a_i, šăłĺţ ůšő j > i. Ŕşśšĳ p_1 < p_2 < · · · < p_k | ¡šő ćśě šăłĺě p, ůšő b_p ≠ 0. Ŕőśšřőĺň ŕşšĳ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ďćĺčăěňś£ ŋăŕřăćő ć šőůłş (b_{p1} + p_1 − 1, 0), ğăšěň ŋăćěřţ ć šőůłş (b_{p1} + p_1 − 1, p_1), ğăšěň ŋăŕřăćő ć šőůłş (b_{p2} + p_2 − 1, p_1), ğăšěň ććěřţ ć šőůłş (b_{p2} + p_2 − 1, p_2) ĺ š. ď. Őłőŋůăŋĺě ¡šőčő ŕşšĺ ćżčń£ďĺš šăł: ĺğ šőůłĺ (b_{pk} + p_k − 1, p_{k−1}) ććěřţ ďő šőůłĺ (b_{pk} + p_k − 1, p_k), ğăšěň ŋăŕřăćő ć šőůłş (n, p_k) ĺ, ŋăłőŋěű, ŋăćěřţ ć šőůłş (n, n).

Ğăňěůăŋĺě. Ŋă śăňőň ďěńě ďăŋŋőě őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ őšőąřăęěŋĺľ 3(m) → 3(w) → 2(c_1), čďě ŕěřćőě őšőąřăęěŋĺě ěśšĳ a_1, . . . , a_n → b_1, . . . , b_n. Ţőš£ ¡šő őšőąřăęěŋĺě (\łőď ŕěřěśšăŋőćłĺ") ążńő řăśśłăğăŋő ŕřĺ ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ğăďăů, ŋěłőšőřżě şůăśšŋĺłĺ ŕřěďŕőůńĺ ćłń¿ůĺšĳ 3(m) ć čřăť ąĺěłűĺľ ďřşčĺň śŕőśőąőň. Őŋĺ ŕřěďńőęĺńĺ śńěďş¿źěě őšőąřăęěŋĺě 3(m)→ 3(h):

a_1, . . . , a_n → min_i a_i, min_{i>1} a_i, min_{i>2} a_i, . . . .

2(c_1) → 3(h) řăśśňőšřĺň ŕşšĳ L ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ a_i ŕńőźăďĳ ťĺčşřż, őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕř£ňżňĺ y = −1, x = i − 1, x = i ĺ ŕşšěň L.

3(v) → 3(h) Ďń£ ďăŋŋőľ ćěřÿĺŋż v řăśśňőšřĺň ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŕşšĳ ďńĺŋż n − 1 (š. ě. ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ n ćěřÿĺŋ v_1, . . . , v_n = v) ĺğ łőřŋ£ ć ćěřÿĺŋş v. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_i ůĺśńő śżŋőćěľ ćěřÿĺŋż v_i. Ŕőńőęĺň a_i = i + 2 − b_i.

3(m) → 3(v) Ŕőśšřőĺň ďěřěćő T_0 ŕő śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńăň. Ćěřÿĺŋż şřőćŋ£ n − 1 śőőšćěšśšćş¿š ŕěřěśšăŋőćłăň n ¡ńěňěŋšőć ĺğ 3(m). Ďćě ćěřÿĺŋż (ŋă şřőćŋ£ţ j ĺ j + 1) śőěďĺŋěŋż řěąřőň, ěśńĺ ŕěřćă£ ĺğ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕěřěśšăŋőćőł £ćń£ěšś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ćšőřőľ. Šőčďă T_0 śőćŕăďăěš ś ďěřěćőň ĺğ ğăďăůĺ 3(v).

3(v) → 3(u) Ŕőňěšĺň łőřěŋĳ ůĺśńőň 0, ă ďćşţ ěčő śżŋőćěľ | ůĺśńăňĺ 0 ĺ 1. Ğăšěň ŕőňěšĺň řěłşřśĺćŋő ćśě őśšăńĳŋżě ćěřÿĺŋż, řşłőćőďśšćş£śĳ śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńőň. Ŕşśšĳ v | ćěřÿĺŋă ŋă şřőćŋě n, ŕőňěůěŋŋă£ ůĺśńőň j. Ŕşśšĳ ąřăšĳ£ ćěřÿĺŋż v, őšňěůěŋŋżě ůĺśńăňĺ, ňěŋĳÿĺňĺ j, ĺňě¿š ňěšłĺ l_1, . . . , l_i. Šőčďă ćěřÿĺŋă v ĺňěěš i + 2 ďěšěľ, ĺ ňż ŕőňěůăěň ĺţ ůĺśńăňĺ l_1, . . . , l_i, j, n. Łăęďă£ ćěřÿĺŋă şřőćŋ£ n − 1 śőőšćěšśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňěšőł ŋă ěďĺŋśšćěŋŋőň ŕşšĺ ďńĺŋż n − 1 ĺğ łőřŋ£ ć ¡šş ćěřÿĺŋş.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ šăłőň śŕőśőąě řăśśšăŋőćłĺ ňěšőł łőńĺůěśšćő ćěřÿĺŋ ŋă şřőćŋě n, ŕőňěůěŋŋżţ ůĺśńőň j, řăćŋő c_j c_{n−j} .

Ğăňěůăŋĺě. Ďń£ ąőńĳÿĺŋśšćă űěńőůĺśńěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ, řăśśňăšřĺćăěňżţ ć ğăďăůě 3 ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďěřěćő ŕěřěąőřă, śőőšćěšśšćş¿źěě ďőąăćńěŋĺ¿ ¡ńěňěŋšőć ŕő őďŋőňş, śőćŕăďăěš ś ďěřěćőň ĺğ 3(v).

3(b) → 3(c) Śłńěĺň ćěřÿĺŋż v ĺ w (şďăńĺć śőěďĺŋ£¿źěě ĺţ řěąřő), ěśńĺ v £ćń£ěšś£ ŕřăćżň śżŋőň w. 3(e_2) → 3(c) Śłńěĺň łőřěŋĳ ś śăňżň ńěćżň ěčő śżŋőň (şďăńĺć śőěďĺŋ£¿źěě ĺţ řěąřő). 2(a) → 3(a) Ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śšőřőŋş l ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕőśšřőĺň ďěřěćő, ćěřÿĺŋż łőšőřőčő śőőšćěšśšćş¿š šřěşčőńĳŋĺłăň šřĺăŋčşń£űĺĺ (ŕřĺůěň łőřěŋĳ śőőšćěšśšćşěš šřěşčőńĳŋĺłş śő śšőřőŋőľ l), ă řěąřăňĺ śőěďĺŋěŋż ćěřÿĺŋż, śőőšćěšśšćş¿źĺě šřěşčőńĳŋĺłăň, ĺňě¿źĺň őąźş¿ śšőřőŋş.

[n + 1]×3(s) → {ćśě ŕşšĺ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě ĺğ (0, 0) ć (n, n)} Ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă A = [a_1, . . . , a_n] řăśśňăšřĺćăěňőčő šĺŕă őŕřěďěńĺň ěčő śďćĺčĺ

sh_i(a) = [(a_1 + i) mod (n + 1), . . . , (a_n + i) mod (n + 1)](1 6 i 6 n).

Ŕőśłőńĳłş śşňňă ¡ńěňěŋšőć ć sh_i(a) śřăćŋĺňă ś −i ŕő ňőďşń¿ n+1, ňż ćĺďĺň, ůšő łăęďżľ ŋăąőř [b_1, . . . , b_n], čďě 0 6 b_i 6 n, ńĺąő ŕřĺŋăďńěęĺš ł řăśśňăšřĺćăěňőňş ňŋőęěśšćş, ńĺąő £ćń£ěšś£ śďćĺčőň őďŋőčő ĺğ ŋăąőřőć ¡šőčő ňŋőęěśšćă. Šăłňĺ őąřăğőň, ňż şśšăŋőćĺńĺ ąĺěłűĺ¿ ňěęďş n + 1 łőŕĺ£ňĺ ¡šőčő ňŋőęěśšćă ĺ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ŋăąőřőć [b_1, . . . , b_n] ďńĺŋż n, čďě 0 6 b_i 6 n. Ŕőśłőńĳłş ňż řăśśňăšřĺćăńĺ ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżě ŋăąőřż, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő b_1 6 . . . 6 b_n. Ůšőąż ŕřĺďşňăšĳ ŕşšĳ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě, ćśŕőňŋĺšě őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě ł 2(c_1) → 3(h).

Ğăňěůăŋĺě. Ĺŋăůě čőćőř£, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ 3(s) śőőšćěšśšćşěš łńăśśş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ b_1 6 . . . 6 b_n, čďě 0 6 b_i 6 n, łăęďă£ šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śőőšćěšśšćşěš ŕşšĺ ŋă łńěšůăšőľ ąşňăčě, ĺ ć łăęďőň łńăśśě ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋă£^1 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕşšĺ ĺğ 3(c_1).

3(t) → 2(c_2) Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 1, a_1, . . . , a_n, 1. (Ŕőńőęĺň a_0 = a_{n+1} = 1.) §śŋő, ůšő řăćěŋśšćő a_i = a_{i+1} ŋĺłőčďă ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ (ĺŋăůě ćśě a_j ďőńęŋż ążšĳ łřăšŋżňĺ a_i). Ŕő¡šőňş ŋăľďěšś£ ţőš£ ąż őďŋő šăłőě a_i, ůšő a_{i−1} < a_i > a_{i+1}. Ŕőśłőńĳłş a_{i−1} + a_{i+1} łřăšŋő a_i, őŋő ďőńęŋő ążšĳ řăćŋő a_i. Łőčďă ňż şďăńĺň ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_i ňż ŕőńşůĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋă őďĺŋ ¡ńěňěŋš łőřőůě, łőšőřă£ šőęě şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ďěńĺňőśšĺ. Ĺ ŋăőąőřőš, ćś£łş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőęŋő şďńĺŋĺšĳ, ďőąăćĺć a_i +a_{i+1} ňěęďş a_i ĺ a_{i+1}. Ąşďěň ŕőćšőř£šĳ ¡šş őŕěřăűĺ¿ (śšăřšőćăć ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 1, 1), ŋő ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ a_i +a_{i+1} ňěęďş a_i ĺ a_{i+1} ąşďěň ćśšăćń£šĳ ťńăęőł ŕěřěď a_i ĺ ŕőśńě ¡šőčő ĺğňěŋ£šĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šőńĳłő śŕřăćă őš ŕőśńěďŋěčő ťńăęłă. Řăśŕőńőęěŋĺě n ťńăęłőć ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ a_1, . . . , a_n ĺ ťńăęłĺ ŕřěďÿěśšćş¿š śőőšćěšśšćş¿źĺň ůĺśńăň. Ğăňěŋĺň łăęďżľ ťńăęőł ŋă ‘1’, ă łăęďőě ůĺśńő a_j (1 6 j 6 n) | ŋă ‘-1’.

2(a) → 3(t) (İšă ňăšěřĺăńĺğăűĺ£ řăśśşęďěŋĺ£ ĺğ ŕřěďżďşźěčő őšőąřăęěŋĺ£ ŕřěďńőęěŋă Ř. Šřăćłĺŋżň.) Ćżąěřěň śšőřőŋş AB ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕőňěšĺň A ĺ B ůĺśńőň 1. Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřş¿ šřĺăŋčşń£űĺ¿. Ěśńĺ ć šřěşčőńĳŋĺłě P QR ćěřÿĺŋż P ĺ Q ŕőňěůěŋż ůĺśńăňĺ x ĺ y śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕőňěšĺň ćěřÿĺŋş R ůĺśńőň x + y. Šăł ąşďěň ďěľśšćőćăšĳ, ŕőłă ŋě ŕőňěšĺň ćśě ćěřÿĺŋż. Ŕřőůšěň ňěšłĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě, ŋăůĺŋă£ ś ćěřÿĺŋż A, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ 3(t).

3(r) → 3(i_1) Ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ćěřÿĺŋş v. Ŋăůŋěň ďćĺčăšĳś£ ĺğ ŋěě ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě, ğăŕĺśżćă£ ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě

• 1, ěśńĺ őŋă ŕőňěůěŋă ĺńĺ ěśńĺ őŋă £ćń£ěšś£ łőŋűőň řăŋěě ŋě ćśšřěůăćÿěľś£ ţőřďż,

• −1−p, ěśńĺ ¡šő ćšőřőľ łőŋěű ţőřďż ĺ ŋă śőőšćěšśšćş¿źěľ ďşčě ω őšňěůěŋő řőćŋő p šőůěł, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ďřşčĺň ďşčăň, śőďěřęăźĺňś£ ć ω (ňż řăśśňăšřĺćăěň šőńĳłő ďşčĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ţőřďăň),

• 0 ć ĺŋőň śńşůăě.

3(c_2) → 3(r) Ŋăůŋěň ś őďŋőľ Őůěŋĳ Ŕőńěğŋőľ Ąĺěłűĺĺ: ňż őšőęďěśšćĺň 3(c_2) ś ňŋőęěśšćőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ďńĺŋż n−1 ĺğ ůĺśěń ±2 ĺ \±0" (śłăęěň, řăśłřăÿěŋŋżţ ć łřăśŋżľ ĺ śĺŋĺľ űćěšă) ś ŋěőšřĺűăšěńĳŋżňĺ ůăśšĺůŋżňĺ śşňňăňĺ. Ă ĺňěŋŋő, şďăńĺň ŕěřćş¿ ‘1’ ĺ ŕőśńěďŋ¿¿ ‘-1’, řăğřěęěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋă ŕőďśńőćă ďńĺŋż 2 ĺ ğăňěŋĺň łăęďőě šăłőě ŕőďśńőćő śşňňőľ ůĺśěń ć ŋěň. (Ůšőąż řăğńĺůăšĳ ‘1 -1’ ĺ ‘-1 1’, ňż ďőńęŋż ŕőłřăśĺšĳ ŋşńĺ.) İšő őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ ąĺěłűĺěľ (ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő ůăśšĺůŋżě

1İšő śńěďşěš ĺğ ńěňňż Řěŋĺ [1].

śşňňż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, ğăňěšĺň, ůšő ŋěůěšŋżě ůăśšĺůŋżě śşňňż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ 2(c_2) ŕőńőęĺšěńĳŋż). Šěŕěřĳ őšňěšĺň šőůłĺ, ŕőňěůěŋŋżě ‘+0’, ĺ śőěďĺŋĺň šőůłĺ, ŕőňěůěŋŋżě ±2 łăł ć 2(d). (C šőůłăňĺ, ŕőňěůěŋŋżňĺ ‘-0’, ŋĺůěčő ďěńăšĳ ŋě ŋşęŋő.)

3(a) → 3(o) Şłăğăŋĺě. Ňőďĺťĺűĺřşľšě őšőąřăęěŋĺě 3(b)→ 3(p). 3(w) Śň. őąśşęďěŋĺě \321-ĺğąěčă¿źĺţ" ŕěřěśšăŋőćőł ĺğ 3(m).

3(x) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ a_n − 1, . . . , a_1 − 1 | ¡šő ŕřőśšő łőďż \312-ĺğąěčă¿źĺţ" ŕěřěśšăŋőćőł ĺğ 3(y). Ňőęŋő ĺŋăůě: ŕőśšřőĺň ąĺŋăřŋőě ďěřěćő T (a_1, . . . , a_n) ŕő śńěďş¿źĺň ŕřăćĺńăň. Ŕőńőęĺň T (∅) = ∅. Ěśńĺ n > 0, őŕřěďěńĺň ńěćőě łőřŋěćőě ŕőďďěřěćő ďěřěćă T (a_1, . . . , a_n) łăł T (a_1, . . . , a_{n−an} ), ă ŕřăćőě | łăł T (a_{n−an+1}, . . . , a_n). Šăłĺň őąřăğőň, şśšăŋőćńěŋă ąĺěłűĺ£ ś 3(a). Śň. šăłęě ğăňěůăŋĺě ł őšőąřăęěŋĺ¿ 3(v)→ 3(u).

3(y) Şłăğăŋĺě. Śŋăůăńă şśšăŋőćĺň ąĺěłűĺ¿ ś \231-ĺğąěčă¿źĺňĺ" ŕěřěśšăŋőćłăňĺ: a_1, . . . , a_n → n + 1 − a_n, . . . , n + 1 − a_1. Őŕřěďěńĺň ăńčőřĺšň śšěłőćőľ śőřšĺřőćłĺ (SS) ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A: • SS(∅) = ∅ • SS(A_1xA_2) = SS(A_1)SS(A_2)x, ěśńĺ x | ŋăĺąőńĳÿĺľ ¡ńěňěŋš ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A_1xA_2

Ŕěřěśšăŋőćłş A (řăśśňăšřĺćăěňş¿ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ) ŋăğőćěň ŕőďďă¿źěľś£ śőřšĺřőćłě, ěśńĺ SS(A) = 1, 2, . . . , n. Šőčďă \231-ĺğąěčă¿źĺě" ŕěřěśšăŋőćłĺ őłăğżćă¿šś£ ŕőďďă¿źĺňĺś£ śőřšĺřőćłě, ĺ ŋăőąőřőš.

Śň. šăłęě ğăňěůăŋĺě ł őšőąřăęěŋĺ¿ 3(v)→ 3(u).

3(q) → 3(z) Řăśśňőšřĺň šăąńĺűş ĺğ 3(q). Ćżůěřłŋşć ĺğ ŋěě ůĺśńă őš n + 1 ďő 2n, ŕőńşůĺň ŕěřćş¿ ĺğ ŕăřż šăąńĺű ć 3(z). Ěśńĺ ćżůěřłŋşšĳ, ŋăőąőřőš, ůĺśńă őš 1 ďő n, ŕőćěřŋşšĳ šăąńĺűş ŋă 180^∘, ĺ ğăňěŋĺšĳ łăęďőě ůĺśńő i ŋă 2n + 1 − i, šő ŕőńşůĺň ćšőřş¿ šăąńĺűş ŕăřż.

3(~) → 2(c_1) Řăśśňőšřĺň ŕşšĳ şłăğăŋŋőčő ćĺďă. Ğăňěŋĺň łăęďőě ŕőďśńőćő ‘-1 1’, łăśă¿źěěś£ ďĺăčőŋăńĺ, ŋă ‘1 -1’ ĺ şďăńĺň ŕěřćőě (ŕřăćőě) ĺ ŕőśńěďŋěě (ćěřţŋěě) ğćěŋő.

3(c_2) → 3(℘) (Ŕřěďńőęěŋő Ě. Ŕőřÿŋěćżň) Ğăňěŋĺň ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ 2(c_2) łăęďőě ŕőďśńőćő ‘1 -1’ ŋă ‘0’. Ŕőńşůĺćÿă£ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ 1, −1 ĺ 0 őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

• łőńĺůěśšćő ůĺśěń 1 řăćŋő łőńĺůěśšćş ůĺśěń −1;

• őąźěě łőńĺůěśšćő ěďĺŋĺű ĺ ŋşńěľ řăćŋő n;

• ćśě ůăśšĺůŋżě śşňňż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż.

(Ŕřĺćěďěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě | ąĺěłűĺ£ ňěęďş ňŋőęěśšćőň 2c(_2) ĺ ňŋőęěśšćőň šăłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ.)

Őąž£śŋĺň, łăł ŕőśšřőĺšĳ ĺğ šăłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăğąĺěŋĺě ĺğ 3(℘). Śŋăůăńă őšłřőěň ŋőćżľ ąńőł (‘őšłřőěň’ őğŋăůăěš ‘śőğďăďĺň’; ŕőśńěďŋĺľ őšłřżšżľ ąńőł, łőšőřżľ ŋě ążń őšłřżš, ŋăğżćăěšś£ šěłşźĺň) ĺ ğăŕĺÿěň ć ¡šőš ąńőł 1. Ďăńěě ąşďěň ďěľśšćőćăšĳ šăł. Ćőğĳňěň śńěďş¿źĺľ ¡ńěňěŋš a_i.

• Ěśńĺ a_i = 0, ğăłřőěň šěłşźĺľ ąńőł (ĺňěěšś£ ć ćĺďş, ůšő ŕőśńěďŋĺľ ¡ńěňěŋš, ğăŕĺśăŋŋżľ ďő ¡šőčő ć ąńőł, ąşďěš ŕőśńěďŋĺň ¡ńěňěŋšőň ąńőłă) ĺ őšłřőěň ŋőćżľ ąńőł ś ŕěřćżň ¡ńěňěŋšőň i + 1.

• Ěśńĺ a_i = 1, őšłřőěň ŋőćżľ ąńőł ś ŕěřćżň ¡ńěňěŋšőň i + 1.

• Ěśńĺ a_i = −1, ğăłřőěň šěłşźĺľ ąńőł ĺ ğăŕĺÿěň i + 1 ć šőš ąńőł, łőšőřżľ śšăń šěłşźĺň.

3(c_2)→ 3(^∘v) Śŋăůăńă őšőęďěśšćĺň ŕşšĺ ĺğ 3(^∘v) ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ ůĺśěń ±1 őążůŋżň őąřăğőň. Šěŕěřĳ ćśŕőňŋĺň Őůěŋĳ Ŕőńěğŋş¿ Ąĺěłűĺ¿, őŕĺśăŋŋş¿ ć ŕşŋłšě 3(r). Ğăňěŋĺň ‘+0’ ↔ ‘1 -1’, ‘-0’ ↔ ‘1 1

-1 -1’, ‘+2’ ↔ ‘1 1 -1’, ĺ ‘-2’ ↔ ‘1 -1 -1’.

4. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕşšĺ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ąşłć E (łăł ć East), śőőšćěšśšćş¿źĺţ ÿăčş (1, 0), ĺ N (łăł ć North), śőőšćěšśšćş¿źĺţ ÿăčş (0, 1). Őŕřěďěńĺň ŕő ŕşšĺ L ŋőćżľ ŕşšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: • s(∅) = ∅ • s(L_1X) = L_1s(X) • s(—L_1X) = Es(X)NL^∗_1, čďě L_1 | ¡šő ŕşšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ďńĺŋż ś łőŋűăňĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ, ćśě őśšăńĳŋżě šőůłĺ łőšőřőčő ńěęăš śšřőčő ŋĺęě ďĺăčőŋăńĺ, —L_1 | ¡šő ŕşšĳ, ŕőńşůěŋŋżľ ĺğ L_1 ğăňěŋőľ E ↔ N, L^∗_1 | ¡šő L_1 ąěğ ŕěřćőľ E ĺ ŕőśńěďŋěľ N. Šőčďă s şśšăŋăćńĺćăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş řăśśňăšřĺćăěňżňĺ ŕşš£ňĺ ĺ ŕşš£ňĺ ĺğ 2(c_1) (čďě n ğăňěŋěŋő ŋă 2n).

5. (Šăłőľ ŕńăŋ ŕřěďńőęěŋ Ă. Łăňěŋőćżň) Şłăğăŋĺě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A_n ĺ B_n şšćěřęďěŋĺ£ \Ďń£

k = 2n + 1 ŕěřćőě ĺ ŕőśńěďŋěě ůĺśńő ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőľ čřşŕŕě" ĺ \Ŋě śşźěśšćşěš řăğąĺěŋĺ£ 1, 2, . . . , 2n + 2 ŋă n + 1 ąńőł, şďőćńěšćőř£¿źěčő ŋăÿěňş şśńőćĺ¿" śőőšćěšśšćěŋŋő. (Şšćěřęďěŋĺě ğăďăůĺ śńěďşěš ĺğ B_n.) Ă ďăńĳÿě ŕő ĺŋďşłűĺĺ: A_1 ⇒ B_1 ⇒ A_2 ⇒ B_2 ⇒ . . .

6. İšő ćăřĺăűĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ĺğ [3], őśŋőćăŋŋă£ ŋă ĺďě£ţ ĺğ řăąőš Ď. Ąşčăěćă, Ĺ. Śěňşÿĺŋă ĺ Ř. Šřăćłĺŋă. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A = (a_1, . . . , a_{2n}) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň 3(c_2). Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 1, a_1, . . . , a_n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_i łőńĺůěśšćő ěďĺŋĺű ňěęďş (i − 1)-ľ ĺ i-ľ −1 (1 6 i 6 n). Ąşďěň śůĺšăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A^′ = (1, a_1, . . . , a_{2n}) and B = (b_1, . . . , b_n) űĺłńĺůěśłĺňĺ^2. Ńěňňă Řěŋĺ [1] ŕőłăğżćăěš, ůšő śőőšćěšśšćĺě A ↔ A^′ şśšăŋăćńĺćăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ 2(c_2) ĺ ňŋőęěśšćőň űĺłńĺůěśłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ n + 1 ůĺśěń 1 ĺ n ůĺśěń −1; £śŋő šăł ęě, ůšő śőőšćěšśšćĺě A^′ ↔ B şśšăŋăćńĺćăěš ąĺěłűĺ¿ ňěęďş ŕőśńěďŋĺň ňŋőęěśšćőň ĺ ňŋőęěśšćőň űĺłńĺůěśłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ n ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ś śşňňőľ n + 1. Őůěćĺďŋő, ůšő ŋăĺňěŋĳÿĺľ ŕěřĺőď (ŋă őłřşęŋőśšĺ) šăłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăćěŋ n (ĺŋăůě ĺ n, ĺ n + 1 łřăšŋő ŕěřĺőďş, ůšő ŋěćőğňőęŋő). Šăłĺň őąřăğőň, łőńĺůěśšćő ¡šĺţ űĺłńĺůěśłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ řăćŋő N/n, čďě N | ůĺśńő őążůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ řăśśňăšřĺćăěňőčő ćĺďă. Řăśśňőšřĺň šőńĳłő ŕşšĺ ś k ŕőďśńőćăňĺ ‘1 -1’. Ďń£ šăłĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śřěďĺ ůĺśěń b_1, . . . , b_n ŋăľďěšś£ řőćŋő k ŋěŋşńěćżţ. Ĺšăł, ŕő¡šőňş ŋăň ŋşęŋő ŕőďśůĺšăšĳ łőńĺůěśšćő űěńőůĺśńěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ c_1, . . . , c_n čďě c_1 + · · · + c_n = n + 1, c_i ¿ 0 ĺ řőćŋő k ¡ńěňěŋšőć őšńĺůŋő őš ŋşń£. İšő ůĺśńő řăćŋő (_n k )(_n k−1 ) (ŕěřćżľ ňŋőęĺšěńĳ őšćěůăěš ğă ćżąőř ňěśš ďń£ ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć, ă ćšőřőľ | ğă řăğąĺěŋĺ£ ůĺśńă n +1 ć şŕőř£ďőůěŋŋş¿ śşňňş k ŋěŋşńěćżţ śńăčăěňżţ), őšłşďă ĺ ŕőńşůăěšś£ šřěąşěňă£ ťőřňşńă.

7. Ŋăŕřĺňěř, ĺğ 3(r) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šőęďěśšćő Šşÿăřă^3 ∑ k6n/2 ( n 2k ) 2^{n−2k}c_k = c_{n+1}.

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ř. Čř¡ţěň, Ď. Łŋşš, Ő. Ŕăšăÿŋĺł. Łőŋłřěšŋă£ ňăšěňăšĺłă.

[2] N. Sloane. On-line encyclopedia of integer sequences. www.research.att.com/~njas/sequences

[3] Ř. Śšěŋńĺ. Ŕěřěůĺśńĺšěńĳŋă£ łőňąĺŋăšőřĺłă.

2İšő őğŋăůăěš, ůšő ůńěŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ğăŕĺśăŋż ŕő łřşčş, ĺ ŋăň ćăęěŋ šőńĳłő ĺţ ŕőř£ďőł, ŋő ŋě ŋăůăńő ĺ łőŋěű ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

3Őŋő ążńő ĺğćěśšŋő şęě ć 20-ě čőďż XX ćěłă, ąĺěłšĺćŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ążńő ŕőńşůěŋő Ń. Ÿăŕĺřő ć śěřěďĺŋě 70-ţ čőďőć.