ŔŘĹŇĚŘŻ ŠŘĂŊŚŰĚŊĎĚŊŠŊŻŢ ŮĹŚĚŃ ğăďăůă ŕřěďńőęěŋă Ăřłăďĺěň Śłőŕěŋłőćżň, ŕřěďśšăćń£ěšś£ ĺň ĺ Ĺńĳěľ Ŋĺłőłőÿěćżň (ł. 201-2)

Wenn Sie unterrichten und davon ausgehen, dass sich parallele Linien im Unendlichen ber-uhren, ergibt sich doch, das m-ussen Sie zugeben, so etwas wie Transzendenz. G. Grass, Katz und Maus.

Ŕřěğěŋšăűĺ£. Ůĺśńő x ŋăğżćăěšś£ šřăŋśűěŋďěŋšŋżň, ěśńĺ őŋő ŋě £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŋĺłăłőčő şřăćŋěŋĺ£

a_tλ^t + a_{t−1}λ^{t−1} + · · · + a_1λ + a_0 = 0 ś űěńżňĺ łő¡ťĺűĺěŋšăňĺ a_t ≠ 0, a_{t−1}, . . . , a_0. Ŋăŕřĺňěř, ń¿ąőě řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő ŋě £ćń£ěšś£ šřăŋśűěŋďěŋšŋżň (ŋő ŋěłőšőřżě ĺřřăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă ŋě £ćń£¿šś£ šřăŋśűěŋďěŋšŋżňĺ, ŋăŕřĺňěř ůĺśńő 2^{1/3}). Šăłĺň őąřăğőň, śćőľśšćő šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ £ćń£ěšś£ şśĺńěŋĺěň śćőľśšćă ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĺ.

Őąž£śŋĺň, ďń£ ůěčő ŋşęŋő ďőłăğżćăšĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĳ ůĺśěń. Ćśě ůĺśńă, ďőŕşśłă¿źĺě ŕőśšřőěŋĺě űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ, ŕřĺŋăďńěęăš ł ůĺśńş ăńčěąřăĺůěśłĺţ [KR01]. Ŕő¡šőňş ĺğ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ůĺśńă ćżšěłăěš ŋěćőğňőęŋőśšĳ ŕőśšřőěŋĺ£ ěčő ś ŕőňőźĳ¿ űĺřłşń£ ĺ ńĺŋěľłĺ.

Śşźěśšćőćăŋĺě šřăŋśűěŋďěŋšŋżţ ůĺśěń ążńő ďőłăğăŋő Čěőřčőň Łăŋšőřőň ć 1875 č. §ćŋżľ ŕřĺňěř šřăŋśűěŋďěŋšŋőčő ůĺśńă λ = ∞X_{n=1 2−n! = 0, 1100010000000000...2}

ążń ŕřĺćěďěŋ Ęőğěťőň Ńĺşćĺńńěň ć 1835 č. [KuRo01]. Ć 1929 č. Ňăńěřőň [Mah29] ążńă ďőłăğăŋă šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĳ ůĺśńă μ = ∞X_{n=0 2−2}n_{= 0, 11010001000000010...2}

łőšőřă£ ŋě ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż Ńĺşćĺńń£ (ă šăłęě ĺğ šěőřěň Šş¡ ĺ Ğĺčěń£; śň. šăłęě [KR01, Gal80]).

Űěńĳ ŋăśšő£źěčő űĺłńă ğăďăů | ŕőğŋăłőňĺšĳ ůĺšăšěń£ ś ŋőćőľ ĺďěěľ ďőłăğăšěńĳśšćă šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ. Ěśšěśšćěŋŋő, ¡šă ŋőćă£ ĺďě£ £ćń£ěšś£ řăğćĺšĺěň śšăřżţ, ŕő¡šőňş űĺłń ğăďăů ŋăůĺŋăěšś£ ś łńăśśĺůěśłőčő řěğşńĳšăšă ő šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ůĺśńă Ńĺşćĺńń£. Şłăğăŋŋă£ ŋőćă£ ĺďě£ ďěňőŋśšřĺřşěšś£ ŋă ŕřĺňěřě ŋőćőčő ďőłăğăšěńĳśšćă šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ůĺśńă Ňăńěřă (őŋő őśŋőćăŋő ŋă řăśśňőšřěŋĺĺ ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ). Ďăńěě ŕřěďńăčăěšś£ ďőłăğăšĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĳ ďřşčĺţ ůĺśěń, ĺśŕőńĳğş£ ĺ řăğćĺćă£ ¡šş ĺďě¿. Ŋěłőšőřżě ĺğ ŕřěďńăčăěňżţ ğăďăů ŋě řěÿěŋż, ŕő¡šőňş ĺţ řěÿěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěš ŋăşůŋżľ ĺŋšěřěś.

Ğăňěšĺň, ůšő ć řăąőšě [Mah29] ŕőńşůěŋ ąőńěě őąźĺľ řěğşńĳšăš, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőčő ŋě ¡ńěňěŋšăřŋő ĺ ďńĺŋŋő; ŕřĺ ¡šőň ŋě ŕřĺćěďěŋő łřăšłőľ ĺďěĺ ďőłăğăšěńĳśšćă [śř. Gal80]. Ďőłăğăšěńĳśšćő šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ůĺśńă Ňăńěřă ć [Nis96] šăłęě ŋě ¡ńěňěŋšăřŋő. Ňż ąńăčőďăřĺň Ă. Ĺ. Čăńőůłĺŋă ğă ŕőńěğŋżě őąśşęďěŋĺ£ ŕő őřĺčĺŋăńĳŋőňş ďőłăğăšěńĳśšćş Ňăńěřă. Ĺďě£ ŋőćőčő ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřěďńőęěŋă Ă. Śłőŕěŋłőćżň ć 1999 č. Őďŋăłő ěě řěăńĺğăűĺ£ ŋěšřĺćĺăńĳŋă ĺ ŕőńşůěŋă Ď. Ńěÿłő ĺ, őłőŋůăšěńĳŋő, Ă. Łăĺąţăŋőćżň ć 2002 č.

Ŋă ŕřěğěŋšăűĺĺ ąşďěš ŋăŕőňŋěŋă šěőřěňă Ąěğş. Ąşďěš šăłęě ŕřĺćěďěŋă ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĺ ůĺśěń e = ∞X_{n=0} 1_{n! ĺ e({ϵn}∞n=0) =} ∞X_{n=0} ϵ_{nn!}

ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {ϵ_n}^∞_{n=0} ĺğ ěďĺŋĺű ĺ ňĺŋşś ěďĺŋĺű. Ŕřĺ ¡šőň ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĳ ćšőřőčő ůĺśńă ďőłăğżćăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ řăğńőęěŋĺ£ e({ϵ_n}^∞_{n=0}) = p/q = qX_{n=0} ϵ_{nn! +} ϵ_{q+1(q + 1)! +} ∞X_{n=q+2} ϵ_{nn! (∗)}

[KR01] Ř. Łşřăŋš, Ř. Řőąąĺŋś, Ůšő šăłőě ňăšěňăšĺłă, ŇŰŊŇŐ, 2001.

[Gal80] Ă. Ĺ. Čăńőůłĺŋ, Ő ňěřě šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺľ, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋěłőšőřżň ťşŋłűĺőŋăńĳŋżň şřăćŋěŋĺ£ň, Ňăš. Ğăňěšłĺ 27:2 (1980), 175{183.

[Nis96] K. Nishioka, Mahler functions and transcendence, Lecture Notes in Math. 1631, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1996.

[Mah29]K. Mahler, Arithmetische Eigenschaften der L-osungen einer Klasse von Funktionalgleichungen, Mathematische Annalen 1 (1929), 342{366.

Ććőďŋżě ğăďăůĺ. Ěśńĺ şśńőćĺě ğăďăůĺ £ćń£ěšś£ ťőřňşńĺřőćłőľ şšćěřęďěŋĺ£, šő ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő ¡šő

şšćěřęďěŋĺě ŋăďő ďőłăğăšĳ.

Ğăďăůă 1. Śńěďş¿źĺě ůĺśńă ĺřřăűĺőŋăńĳŋż:

a) λ =^∞P_{n=0} 2^{−n!} = 0, 1100010000000000..._2. b) μ =^∞P_{n=0} 2^{−2n} = 0, 11010001000000010..._2. c) ν =^∞P_{n=0} 2^{−[1,5n]}.

Typeset by AMS-TEX 1

d) e({ϵ_n}^∞_{n=0}) =^∞P_{n=0}^{ϵn}_{n!} ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {ϵ_n}^∞_{n=0} ĺğ ěďĺŋĺű ĺ ňĺŋşś ěďĺŋĺű.

Ůĺśńő x ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĳ¿, ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ aλ^2 + bλ + c = 0 ś űěńżňĺ łő¡ťĺűĺěŋšăňĺ a ≠ 0, b ĺ c.

Ğăďăůă 2. a) e^{−1} =^∞P_{n=0}^{(−1)n}_{n!} (şłăğăŋĺě: řăśłřőľšě śłőąłĺ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ (^∞P_{n=0}^1_{n!} ) · (^∞P_{n=0}^{(−1)n}_{n!} )).

e) Ůĺśńő e ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĳ¿.

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ f | łćăďřăšŋżľ šřěţůńěŋ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, f(λ) = 0 ĺ λs =^sP_{n=0} 2^{−n!}.

a) f(λ_s) ≠ 0.

b) |f(λ_s)| ≥ C · 2^{−2s!}, čďě ŕőśšő£ŋŋă£ C ŋě ğăćĺśĺš őš s. c) |f(λ) − f(λ_s)| < C_1(λ − λ_s), čďě ŕőśšő£ŋŋă£ C_1 ŋě ğăćĺśĺš őš s. d) Ůĺśńő λ ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĳ¿.

Ůĺśńő x ŋăğżćăěšś£ šřăŋśűěŋďěŋšŋżň, ěśńĺ őŋő ŋě £ćń£ěšś£ łőřŋěň ŋĺłăłőčő şřăćŋěŋĺ£ a_tλ^t + a_{t−1}λ^{t−1} + · · · + a_1λ + a_0 = 0 ś űěńżňĺ łő¡ťĺűĺěŋšăňĺ a_t ≠ 0, a_{t−1}, . . . , a_0.

Ğăďăůă 4. Ŕşśšĳ f | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ t ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

a) Ěśńĺ f(λ_s) = f(λ) = 0, šő g(λ) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă g śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě t ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺ¡ŋšăňĺ.

b) Ěśńĺ f(λ_s) ≠ 0, šő |f(λ_s)| ≥ 2^{−ts!}.

c) |f(λ) − f(λ_s)| < C(λ − λ_s), čďě ŕőśšő£ŋŋă£ C ŋě ğăćĺśĺš őš s. d) Ůĺśńő λ šřăŋśűěŋďěŋšŋő.

Ŋěłőšőřżě ĺğ śńěďş¿źĺţ ğăďăů (ĺ řěÿěŋĺľ) śťőřňşńĺřőćăŋż ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ďćőĺůŋőľ śĺśšěňż śůĺśńěŋĺ£.

Ŋěğŋăłőňżě ś ŋěľ ůĺšăšěńĺ ňőčşš ğăňěŋĺšĳ ďćőĺůŋş¿ śĺśšěňş ŋă ďěś£šĺůŋş¿, ă ůĺśńő μ ŋă μ^′ =^∞P_{n=0} 10^{−2n} =

0, 11010001000000010..._{10} (ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ĺğňěŋĺšĳ ůĺśńă λ ĺ ν).

Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ b, c ĺ s | űěńżě ůĺśńă, b ≥ 0, a s ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě.

a) Ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă μ^2 (śőőšćěšśšćěŋŋő bμ + c) ŋă ňěśšě śŕřăćă őš ğăŕ£šőľ ś ŋőňěřőň 3 · 2^s śšőĺš ěďĺŋĺűă (śőőšćěšśšćěŋŋő ŋőńĳ).

b) Ůĺśńő μ ŋě £ćń£ěšś£ łőřŋěň şřăćŋěŋĺ£ μ^2 − bμ + c = 0.

Ŕşśšĳ U_t | ňŋőęěśšćő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń, ĺňě¿źĺţ ŋě ąőńěě t ěďĺŋĺű ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ.

Ğăďăůă 6. a) μ^2 = P_{n∈U2} cn2^{−n} ďń£ ŋěłőšőřżţ űěńżţ ůĺśěń cn ≥ 1.

b) Ěśńĺ a ĺ b űěńżě, šő aμ^2 + bμ = P_{n∈U2} d_n2^{−n} ďń£ ŋěłőšőřżţ űěńżţ ůĺśěń d_n.

ś) c_n ∈ {1, 2}, d_n ≤ 2|a| + |b| ĺ (ŕřĺ a > 0) d_n ≥ 1 ďń£ n ∈ U_2 − U_1.

Ďń£ ůĺśńă m ∈ U_t őąőğŋăůĺň ůěřěğ m_< = m_<(m, t) ĺ m_> = m_>(m, t) ůĺśńă ĺğ U_t, ąńĺęăľÿĺě ł m śćěřţş ĺ śŋĺğş, śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ğăďăůă 7. a) Ćăś£ ŕőłřăśĺń ć łřăśŋżľ űćěš ćśě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă, ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ łőšőřżţ ŋě ąőńěě ďćşţ

ěďĺŋĺű. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš šřĺ ĺďşźĺţ ŕőďř£ď łřăśŋżţ ůĺśńă, ŕřőňěęşšłĺ ňěęďş łőšőřżňĺ ĺňě¿š ďńĺŋş ąőńĳÿě 2^{49}.

b) Ďń£ ń¿ąőčő A śşźěśšćşěš šăłőě m = m(A) ∈ U_2 − U_1, ůšő m_< + A < m < m_> − A. c) Ůĺśńő μ ŋě £ćń£ěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĳ¿ (şłăğăŋĺě: ŕřěőąřăğşľšě řăğńőęěŋĺě ĺğ ğăďăůĺ 6.b ăŋăńőčĺůŋő ťőřňşńě (*)).

d) Ůĺśńő μ šřăŋśűěŋďěŋšŋő.

Ůĺšăšěńĳ ňőęěš ŕőŕżšăšĳś£ řěÿĺšĳ ğăďăůĺ 7.śd ąěğ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ğăďăů 6 ĺ 7.ab; ć ¡šőň śńşůăě śďăćăšĳ ŕőśńěďŋĺě ŋě őą£ğăšěńĳŋő.

Ğăďăůĺ, ŕřěďńőęěŋŋżě ŕőśńě ŕřőňěęşšőůŋőčő ťĺŋĺÿă.

Ŕőďğăďăůă 8 ’ŘĚĎŁĹĚ Ĺ ŘĂĞŘĚĘĚŊŊŻĚ ŔŐŚŃĚĎŐĆĂŠĚŃĲŊŐŚŠĹ’. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

{a_n} ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ŋăğżćăěšś£ řěďłőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő t łőńĺůěśšćő śŕőśőąőć ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ůĺśńă m ć ćĺďě śşňňż t ůńěŋőć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżţ) ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż, ŋě ğăćĺś£źěľ őš m (ŋő, ćőğňőęŋő, ğăćĺś£źěľ őš t).

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {a_n} ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń ŋăğżćăěšś£ řăğřěęěŋŋőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő t ćżŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě śćőľśšćő. Ŕőłřăśĺň ć łřăśŋżľ űćěš ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă m, ŕřěďśšăćĺňżě ć ćĺďě śşňňż ŋě ąőńěě ůěň t ůńěŋőć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżţ). Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ůĺśńă M śşźěśšćş¿š šřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ łřăśŋżţ ůĺśńă, ŕřőňěęşšłĺ ňěęďş łőšőřżňĺ ąőńĳÿě M.

Łăłĺě ĺğ śńěďş¿źĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ řěďłĺě ĺ łăłĺě | řăğřěęěŋŋżě? (a) n; (b) 3^n; (c) 2^n; (d) [1, 5^n]; (e) n^2; (f) f_n, čďě f_0 = f_1 = 1 ĺ f_{n+2} = f_{n+1} + f_n.

Ğăďăůă 9. Ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {an} řěďłă£ ĺ řăğřěęěŋŋă£, šő ůĺśńő^∞P_{n=0} 2^{−an} šřăŋśűěŋďěŋšŋő (şłăğăŋĺě:

ăŋăńőčĺůŋő ğăďăůăň 11 ĺ 12).

Ğăďăůă 10. a) (šěőřěňă Ńĺşćĺńń£) Ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő t ĺ ćěźěśšćěŋŋőčő c > 0 śşźěśšćş¿š šăłĺě

k ĺ l, ůšő 0 < |α −^k_l | <^c_{lt} , šő ůĺśńő α šřăŋśűěŋďěŋšŋő.

b) Ďń£ ůĺśńă Ňăńěřă ŋě ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ šěőřěňż Ńĺşćĺńń£.

Ğăďăůă 11. a) μ^t = P_{n∈Ut} cn2^{−n} ďń£ ŋěłőšőřżţ űěńżţ ůĺśěń cn ≥ 1, ğăćĺś£źĺţ őš t.

b) Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă f śšěŕěŋĺ t ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ f(μ) = f(0) + P_{n∈Ut} d_n2^{−n} ďń£ ŋěłőšőřżţ űěńżţ ůĺśěń d_n.

c) Ůĺśńő n ∈ U_t ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě n = y + 2^r, čďě y ∈ U_{t−1}, r ∈ Z, r ≥ 0, ŋě ąőńěě ůěň t^2 śŕőśőąăňĺ. d) c_n(t) < (t!)^2, d_n < D ďń£ ŋěłőšőřőčő D, ŋě ğăćĺś£źěčő őš n, ĺ (ěśńĺ śšăřÿĺľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă f ŕőńőęĺšěńěŋ) c_n ≥ 1 ďń£ n ∈ U_t − U_{t−1}.

Ğăďăůă 12. a) Ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń t ĺ A śşźěśšćşěš šăłőě m = m(t, A) ∈ Ut − Ut−1, ůšő m< + A < m < m> − A.

b) Ůĺśńő μ šřăŋśűěŋďěŋšŋő. Şłăğăŋĺě: ŕřěőąřăğşľšě řăğńőęěŋĺě ĺğ ğăďăůĺ 11.b ăŋăńőčĺůŋő ťőřňşńě p q =^∞P_{n=0}^{ϵn}_{n!} =^qP_{n=0}^{ϵn}_{n!} +^{ϵq+1}_{(q+1)!} +^∞P_{n=q+2}^{ϵn}_{n!} (ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ϵ_n ∈ {±1}).

Ğăďăůă 13. (ŋěřěÿěŋŋă£) Śńěďş¿źĺě ůĺśńă šřăŋśűěŋďěŋšŋż (ć łăůěśšćě őšďěńĳŋżţ ŕşŋłšőć ňőęŋő śďăćăšĳ

ďőłăğăšěńĳśšćă šőčő, ůšő şłăğăŋŋżě ůĺśńă ŋě £ćń£¿šś£ łćăďřăšĺůŋżňĺ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśš£ňĺ):

a)^∞P_{n=0} d_n2^{−2n} ďń£ ń¿ąőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ d_n űěńżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń.

b)^∞P_{n=0} d_n2^{−2n} ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ 0 ≤ d_n ≤ n (ĺńĺ ďăęě ŋě őůěŋĳ ążśšřő řăśšşźěľ).

c)^∞P_{n=0} 2^{−3n} . d)^∞P_{n=0}(−1)^n2^{−2n} . e)^∞P_{n=0} ϵ_n2^{−2n} ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ϵ_n ∈ {±1}. f)^∞P_{n=0} 2^{−fn} . g)

∞P_{n=0 2−[1,1}n_{].}